b II‘.':.' : 2 t ¥ : ""/l"k .
“ﬁi cucumscu ® CONSTANTIN OTTESCU

: S N
i %I g ;"?:;‘-. n’
l h . A
. P "
: L k!
1 e . o -)(.*
i W s
i | -“l’IL "'_ - 4
]I &t
'.
‘l"
: _—
g M ANy LT
(5T g ol

PA+PB = PA's PB'

TN e Wrmm DIDACTICA 51 PE amnc:cA
= g muc:u,nﬁsmm

Lei 6,10



Prof. univ. ION CUCULESCU frof. CONSTANTIN OTTESCU

B

metrie

T Manual pentru clasa a Vil-a

o

EDITURA DIDACTICA §I PEDAGOGICA
LUCURESTI




amei scolare aprobate de

aborat pe baza progr B!
aborat p L 1 30489 "0

Manualul a fost el e haza pr ’
Viinisterul Educatiel st fpvatamintulu cu nr.

Referenti: Prof. univ. dr. Dan Papue
Prof. Ieoan Mitrache
Prof. Theodor Emil Popescu
Prof. Lueia Ericka Suhay

La definitivarea manualului s-a {inut seama gi de propunerile unor cadre
didactice din Bucuresti si Constanta.

Redactor: prof. Eugenia Pantelimon
Tehnoredactor: Elena Oprigeanu
Coperta: Nicolae Sirbu

LA

T

T

A
5
RBERFES

I,
£ A

=

O

i
/2

w7

et

FEmro

L2

ira e

e

o
ey

EE

Srerery
e i s

SR

P e g

A S A A R L AR

PREFATA

Scopul, formulat la modul cel mai general, al geometriei de clasa a
Vil-a este de a invita pe elevi si ,stipineascd planul® din punct de vedere
caleulatorie (cap. I) si, pe doud esemple importante — aria §i suprapunerea
si-4 familiarizeze cu modelarea matematici a unor notiuni apirute pe cale
intuitiva (cap. 2 si 3).

Prin ,stipinirea planului® intelegem posibilitatea de a calcula lungi-
mile segraentelor i masurile unghiurilor ce apar in diferite constructii geo-
metrice, cunoscind pe cele ale elementelor geometrice initiale. Aceasta permite
realizarea de mumeroase.aplicatil practice; in manual sint prezentate citeva.
In acest mod se explica §i originea numelui acestei discipline: misurarea
pamintului. -

Scopul capitolului I il consideram atins in paragraful ,,Rezolvarea triun-
ghiurilor oarecare® in care se rezolva cele trei probleme puse in manualul de
clasa a VI-a la lectia despre construirea triunghiurilor.

Cele mai importante paragrafe din capitolul I sint ,Relatii metrice in
triunghiul dreptunghic® si ,Sinusul §i cosinusul unui unghi®; recomandam
sit se insiste pe problemele din aceste paragrale.

Am prezentat o demonstratie a teoremei lui Pitagora ce nu trece prin
teorema catetei; considerim insa tot atit de judicioasa demonstrarea ei cu
ajutorul teoremei catetei, expusi si in carte.

Pentru ca elevii 4 nu ramind cu impresia cd geometria, in dezvoltarea
#i, se subsumeazd unor scopuri calculatorii, am dat, cu caracter facultativ,
materialul din paragraful ,Citeva teoreme in plus®, insotit de o lista de pro-
bleme. Aceleiasi idei ii servese si problemele de la ,Puterea punctului®.

Prin scopul urmarit, capitolul I are contingente cu algebra. Una din
ele este demonstratia teoremei lui Thales pentru rapoarte irationale. Pe de
altd parte, rezolvarea, problemelor cu date literale reclama cunogtinte de
caleul algebric, uneori 0 experientdt ce poate depisi pe cea a elevilor din clasa
a VII-a. De aceea ne-am marginit, spre sfirgitul capitolului 1, la probleme cu
date numerice. Evident ci se poate incerca rezolvarea unora din ele cu date
literale...

Capitolul 2, despre arii, l-am prezentat pulin altfel decit de ohicei
Prin aceasta am evitat intilnirea cu dificultati dincolo de puterea de iniele-
sere a elevului mediu ca: .aria unui dreptunghi cu laturi irationale” si ,deli-
nitia ariei unui policon oarecare®. Fird a contine demonstratii densehite, acest
capitol este in intregime riguros astfel incit, de exemplu, demonstralia prin
arii a teoremei lui Pitagora nu apare sub nici o formé drept sprijinita numai
pe o intuitie.

Nu am incercat si facem riguros paragraful despre lungimea gi aria
cercului, din motive evidente.




in rezolvarea problemelor din capitolnl despre arii intervin mereu
cunostinte din eapitoul 1.

Problema digtractivii (evident néohlicatorie, ca si paragraful de astro-
nomie din eapitolul 1 ete.) are ca scop si arate elevilor ¢a dond poligoane cu
aceeasi arie ge pol descompune in triunghiuri respectiv congruente.

Caleulele laturilor si apotemelor pentagoanelor gi decagoanelor sint
facultative: ele an drept scop numai limurirea unor fapte expuse la orele
de desen.

Din capitolul 3 sint in primul vind obligatorii paragralele intitulate
Translatii si Rotatii. In paragraful ce le precede , Despre lranslorméari georme-
trice® se aratd eum aceastii noliune modeleaza malemaltic pe cea de ,supra-
punere® care, desi nu a fost descrisii anterior in manualele de Geometrie, este
familiari elevilor de la desen, geografie ete. (copierea unei figuri).

Evident ¢ nu se pob urméri paragrafele despre translatin 8 rotali
daci ,se sare® materialul din capitolul 3 ee le precede. O huna parte din acest
material este expus in stilul partii 1 din Geometria de elasa a Vi-a, adica
intuitiv. ]

Din lipsd de spativ, nu am onoral promisiunea din clasa a Vi-a dea
prezenta cele mai interesante demonstralll din geometria axiomatica.

Congiderdim ed o buni parte din materialul acestei eiirli, in special din
capitolul 1, se preteazi a fi predat prin rezolvare de probleme cu elevii,
deoarece situatille esentialmente noi (ce esle o definitie corectd, necesitatea
ca o delinitie si fie precedati de o lemi, enunturi ce con{in drept cazuri parti-
culare mai multe enunturi dinainte eic.) sint mult mai rare.

PROBLEME RECAPITULATIVE
DIN MATERIA CLASED A 6-A

(Notim eu asterise pe cele pe eare le considerim mai dificile)

I. Dindu-se dreptunghinl ABCD (AB > B(') construim in interiorul
sdu AEBC echilateral gi in exteriorul sau teivnghiul echilateral GA 5. Sa s¢
demonstreze c¢i GE este congruenta cu diagonala dreptunghiului.

9, 1n triunchiul 4 BC, 3~ A = 60°, BB’ gi CC' sint indltimi (B §i €
sint respectivi pe AC si AB). Fie [l ortocentrul trinnghiului (punctul de inler:
seclie al indtimilor). Demonstrali ca:

a) Daca T este gimetricul lui H fata de AC, AH 7C este echilateral.

by Daci bigectoarea unghiului BAHC taie cercul circumseris triunghiuln
ABCIn I, 81 IB = IC atymer ABLIH gi ACTH <int pchilatersale.

3. Daca  ABCD este un paralelogram i dacd indltimea din A pe De
pste congruentd cu cea dusa din A4 pe BC, paralelogramul este romb.

t. Intr-un patrulater convex diagonalele sint si hisectoare. Precizati
natura huil (Cu ce tel de patrulater avem de-a lace).

5. Pe laturile A2, BC. €A ale upui triunght ludm respectiv punctele
. A', B'. Demonstrali i perimetral triunghiului A°B°C" este mai mic decit
al triunchiului A B(C.

6. in triunghiul 4 BC. unchiurile B.C. an 707, respectiv 50°. Fie BB’
CC’ inaltimi =i BD bisecloare in triunchinl A BC. Sa se determine unghiurile
triunghiului determinat de dreptele BB, CC" BD.

= In triunchiul AOQB din figura 0.1, care este isoscel (0A = 0B), seg-
mentele AC = 'D DB, Sa se demonstreze ca nnghinrile, 9720,, 4 0., X0,
nu pot fi toate congruenta inire ale.




8. Doua cercuri de centre O si @ sint tangente exterioare in punftul A
Fie T, T punctele in care o tangentd comund exterioara .atinge® respectiv
cercurile. Linia centrelor Q0" taie a doua oara cercurile in M si M’ Demon-

strati cda TMM' T’ este patrulater inscriplibil.
9. Cercurile de centre O respectiv 0’ gi de diametre 44" § 447

comune punctele 4 si B (fig. 0.2) Sa se demonstreze ca: e

a) A’, B si A" sint coliniare. L e

b) Unghiurile triunghiurilor variabile A N (unde M este pe icerenl O
si MB taie a doua oara cercul 0 in V) au masura cons stanta.

|;_' s ’//:}\\/T*v Fig. 0.2

10. Triunchinl 4 BC inseris in cercul de centru O are punctele B gl
fixe gi A degcrie ,arcul mare® BC. Si se arate ci bisectoarea unghiului A
trece printe-un punct fix. Are vreo importanta ci A des scrie ,arcul mare®
sau putem formula o problema analoga privind ,arcul mic’ ?

11*, Dindu-se 4 puncle fixe, si se duea prin fiecare din ele cite 0 dreapta
astfel incit ele sa formeze un pabrat.

12. in triunchiul ABC, 1 este centrul cercului inseris g dreapta Al
intersecteazi cercul r:ir-mn‘n:«'nnra triunghiului 4 BC' a doua oard in D. Demon-
s:l-I‘ﬂI_i ci DI = DB = DC.

18. Doui cercuri secante de centre O si 0’ (fig. 0.3) se taie in 4 g B,
Prm A si B ducem doud drepte paralele care laie a doua oara cercurile respec-

tivin 4’ si A", B’ si B". Demons trati ci A’B’A"B" este paralelogram.

" 14, Se da triunghiul isoscel ABC (AB = AC) si fie AH inaltimea sa
din 4 si P un punct oarecare pe baza BC': per pendiculara din P pe baza
intilneste dreptele AB si AC respectiv in M s, N Sp pepe w1 se arate ca

a) triunghiul 4 MN este iwoscel; 2 \

by AH = e 8 r HE 84 se deduca de aici ca suma ME -+~ NP este
constanta cind 2 circula pe segmentul BC;
¢®) care este locul geometric al mijlocului segmentului MN.

&~ 15. in triunghiul ABC, A, este piciorul inaltimii. Coboriti din 4 pe
BC s A’, B', ¢’ mijloacele laturilor BC, AC, AB respectiv. Sa se arate c&
A'B'C’'A, este un trapez isoscel.

«16. Tn triunghiul A BC, H este ortocentrul st 4", B’, €' mijloacele latu-
rilor apuge respectiv vicfurilor 4. £ i (" Daca A, este mijlocul segmentului
HA, sa se demongtreze eda:

a) I 4,04" = 90°;
b) patrulaternl A'B'A,C este inscriptibil.

7% Cereul celor 9 puncte (cercul lui Euler)

" Folosind problernele 15 si 16 sa se demonstreze cd:

intr-un triunghi. picoarele inaliimilor, mijloacele laturilor gi mijloacele
seementelor determimate de ortocentru in virfuri sint coneiclice (pe un acelagi
ORI,

\ I18. Daca intr-un triunchi ABC, 3 B = 60°, AB = 2BC, demonstrati

4 trmr.ﬁhm pcte dreptunghie.

<19*%, Pe latura A a 1rsunnhmlm echilateral A BC se ia E astiol ineit
IBE = EA. La fel pe latura AC se ia D astlel incit DE = 24.D. Demonateati
ca 4 AFC = 907 unde [ este punctul de intilnire a :—'n_grl'nnnir-lﬂr BD cu EC.

A9f). Si se construiased un teiunghi cunoseind doua latur si indltimea
corespunzdtoare laturii a treia.

Z91%% in figura 0.4 ABCD este inscris in cercul dat, AF = AD,
AEIBC. €F = CD, CF | AB. Demonstrati ci DF 1. DE

@ Construiti un triunghi ABC in care se cunosc latura BC, ung‘hlull
4 si iniltimea BB ;

‘@? Sa se constrniased triunghiul 4 BC in care se ennose latura BC,

mediana 4 M gi unghiul 4. Discutie. .

&

-~




(@ Pe laturile triunghiului A BC se construiese: ,.in afard” 3 triunghiuri
echilaterale A'BC., B'AC, ('AB. Demonstrati ecé:
a)) BB'=CC"'= A A’
b)) cereurile civcumserise celor 3 triunghiuri echilaterale au un punet

COMmn.

25%, Si se conslruiaged trinnghiul A BC in care se cunosc latura BC
si medianele 78" si CC".

26%, In triunghinl 1 BC se cunose latura BC, indltimile BB’ si CC.
84 se construlased trimnzhin. *;
97, Sh e construiased un triunghi cunoseind doud laturi si mediana
laturii a treia.

28%, S se construiased un triunghi A BC cind se cunoge indltimea,
hisectoarea i mediana care pornese din A (luate ea segmente).

20%, Doua cercuri ((0) g (0) sinl tangente exterioure intr-un punel A.
Fie 77" una din tangeniels comune exlerioare gi M, M’ inlersectiile celor
doud cercuri en o dreapti variabila ce trece prin 4. Si se alle locul geametrie
al punctului P de mtersectie a i M7 cu MIT".

30. Si se consbrigased un Iriunghi A BC in care se eunosc infiltimile
BB latura £C si eentenl cercuim eircumseris lui A BC, :

31, Dindu-se teei semidvepte OX, OV g 0Z (0Z intevioard unghiului
XOY) fie M cu punet pe 4. 5a se duca prin M o dreapli care si intersecteze
OX in A 51 OY in A, astiel incit M sa fie mijloeul segmentului 4 B.

32. Pe cercul de cenbru O cireumseris [.'I':‘IJJ'I_:’_iEH.iI.llli echilateral A BC se
la pe arcul mic BC punclul variabil 1. Bisectoarsa unghiului BMC tale
¢oarda BC in P. Din P ducem PQ | MB ¢ PS L MC. (Q=MB, S&€ MC).

a) Demonstrati e /A MOS este echilateral:

b) Demonstrati ed M, P, A sint coliniare,

— et e

——

CAPITOLUL 1

RELATII METRICE

INTRODUCERE

In acest manual vom prezenta, ca s in cel din clasa a 6-a, teoreme de
geometrie pland. Stilul va h acelagi,

in acest capitol urmirim s demonstram Leoreme pe baza cirora si
putem caleula segmente st unghiuri ce apar in diferite construetii geomebrice.
Astlel ni se va deschide i perspectiva, de exemphi, de a demonstra congru-

enta a dond segmente caleulind lungimile lor si constatind cd sint eg
Bineinteles ed, din cavza seopului deseris mai sus, vor /i multe probleme in
care coneluzia va i incompleta®, de tipul .4 B=..." (in eare in loc de punctele
de sugpensie wrmeazd si punemn, abia fa «fiesitol sau in cursul ralionamen

Lului, expresia corespunzatoare).

TEOREMA LUI THALEN®

0 paralela la una din laturile unui frivngli determind pe eelelalte dona
laturi segmente proportionale.

A

Db E

lpoleza: Councluzie:

s I 4 AD A
DIy Il B( _11 = H_
. AL AC

Demonstratia o vom face deocamdata, in acest paragraf, nuimai in cazul

cind unul din cele doud rapoarte esle un numar rational.

=]




Sa presupunem, de exemplu. ci ~ 2%
s AL

'J‘ bgl'tr‘ UUEgi‘ue_qte prin punctele Dy, Dy,....Dy. Vom avea deci 4D, =
B0 I'-l g = .= DDy = I:S.{f. Sd ducenm prin punctele D,..... D, I""”‘;‘llt‘hT‘* la
5C'; ele vor taia latura AC respectiv in £,...., E,. Deci, in figurs !h.; oy G
D\E, | D,E, || ... || DeE, || BC. oura [.2, vom avea

a9
=. 8Sa impdrtim segmentul 4 A
J u

B i =
. £ Fig. 1.2
Y \E,
0y \E

Jl.bl t s am e wal . '

.‘%1 1 ll‘ld sorerna d-‘su]“ el I"]IL] t]]?]l')l.". m tl lang |]1UI L’i-Dn Aihy ]JIEI urm i
1 ﬂpl‘.—ﬁ-cle _!9 }_, E D 1 Dn - 3. ann i s s1=~R B t ‘ q —
1 t] 2 | R LA :] (l LIDI .y J)IJ'I‘BLID{J' J)dbnc [ Ub 111em .‘1.51 =

84 observam acun-'; ol 40, . 2 4D :
T - ‘ M ———— == = (] L} — J 5 b il 5
AR 9 AR deci AD, = AD, adicd D = D,

Deducem acum ci E = £, si, in sfirsit, este vizibil ca 42 — 2
7

Observafia 1. La fel se dovedeste cd, in notatiile fig. 1,2. avem L
J AB ~ AC’

I}“Pap_[m,d ,_"Uii}'tla din coneluzia teoremei cu cea scrisd aici, obtinem si AD _4E
DB EC

Deei, oricum ie o ' ]
01, G am serie concluzia teoremei lui The i
pat; 9} . ; Amel 1ales (determind se -
proporfionale), obtinem un enunt adevarat. R
o g, y 2 - 1

l ‘Obaf.u'a{sr_*. 2. Lungimea unui segment depinde de unitatea de maisurd
alesa: x e L i (e g g R - 5 e ASUrE
I{"tlﬁ;i ]{eul.;u IT_-}_,‘_:I1[1.11LI_,:1IT schimb ecitul lungimilor a doud segmente nsa:;;
pinde. Acest cit se numegte, dupd cum s-¢ invi - i tic, 81 |

ide. ste, i cum s-a invatat la Arvitmetica, si e ]

i celor Aty Tl t Fotri bt e LT ant ROk
Fuu;;lmll{_n celor doud segmente”. Este unul din primele locuri in (,Li ) 1c e
de raport, ,spune ceva® in Matematica. . ety
Problemd rezolvatd 1.1
FProblemd rezolvatd 1.Fie D un punet pe lature 7 ¢ 1 i

. JFie unet. atu ¢ % oy
incare AB =5 em, BC = 8 em i ],-1(" o }I (¥ em [J;'i;'{fg ::)‘LJEUJ J:J_"!Llnghl g8
e AT " FAr. Cir 3l Al = 2 ng. t.o). oe stie ca « ==
= 2 em. Prin D ducem o paraleld ta BC' care taie AC ;n- E zul :.d A-D re
] I'!glll'!li" sepmentelor AL - 4 5, o4 &R calenleze

A

[l
(5
g
)

10

Coneluzia:

Ipoteza:
AE= ... yEC=..

AB =5, BC =8, AC=10,AD=2 /

DE || BC
Rezoleare®. Triunghiul despre care este vorba existi deoarece
AD _AE 2 AE

— 5 < 10 < 8 -+ 5. Teorema lui Thales di — = , deci = ="“—.
s s ¥ e AR~ Ac 5 10

e,

i

\ de unde obtinem AE =4 8
completd este: AE =&, EC =

apoi EC = AC — AE = 6. Deoi concluzia

- 6.
.'.t.E’:‘

Observatie. Dacd scriam teorema lui Thales sub forma 55 ™0 atunei,

& . . .
_%__ i, rezolvind ecualia

notind A£ = z, deci EC = 10 — x, obfinem — =
10 — o

o e

Problemd resoloaté 2. Pe laturile unui unghi cu virful in & se dau punc-
tele A, B respectiv C, D (lig. L4). Si se precizeze pozitia punctului M de

: SR 4 MA
intersectie a dreptelor AC si BD calenlind raportul ‘17(—

Fig. 1.4

Rezolpare. Pentru a putea aplica teorema lui Thales, sa ducem prin A

i paralela la BD si s notdm eu X punctu
(AX|| BD) (fig. L.5).

segmentului DX este ined necunosculbi, dur teorema lui

! alat de AX dd — = -
| taiat d 48 ™ o

MA DO BA

| ST A AP (- e | 2 £\ 2t i,
fiind formata din lfigura L4): 50 = 507 po
e .

¢ Ageasta este tot o demon

| in care ea intersecteazd pe OC

Fig. 1.5
i A AW T . MA X R
Teorema lui Thales in A C XA, taat de DM, da e, i—”; . Lungimea
M¢ DC
Thales in o OBLD

DX _ BA  Apum este ugor de obtinut concluzia dorita (1poteza

strafie, dar nu ,demonstram® ¢l Lrezolvam® o problemad,

11

|




"

12

1. Probleme

l. I interiorul unui segment 48 de lungime 55 em se econsiderd
AC 5 : -

un punct € astfel ca ~— = = . 8@ se determine lungimile segmentilor

(&) ]
AC si CB.

2, Aceeagi problema ca la 1, cu singura deosebire ¢d se presupune
situal pe dreapta A8 dar nu in interiorul segmentului A B.

U nde reznlta €: de aceeasi parte a lui 4 ca si & sau de cealulld
parte!

3. Se dau brei puncte coliniave 4, B, ¢, astlel ineit ¢ este situat
intre A si B. 8 se exprime liecare din rapoartele 2 = ca Yy = ¢4
CR. : CB A K
g1 3 = — in functie de liecare din celelalte dousa

AB ‘

4. Dacd A4, B, C, D sint coliniare, daci €' si D sint situate intre 4

: i (" j
si [ s daca e % l—jl
(00 DR

a3 EIATEES 1 ‘-I L} 9 " S / 1 a 2 - & L]
5. Aceeagl problema ea la 4, insd presupunind cd mei € nici D nu

s se demonsbreze cd (' = [).

este situat intre A i B (cele 4 puncte continuind a i presupuse coli-
ntare).

6, Trei drepte paralele determnind pe dona secante seemente propor-
tlonale.

7. Enuntali cazuri particulare ale teoremei lui Thales: si ale teore-
mel din problems G (amintifi-vd teoreme san chiar exereitii de annl
trecut!) .

8. Care este reciproca leoremel hai Thales? Este va adevarati?

" ] & ot 1 , ' ~r - ) :

9. Fie M §i N puncle pe laturile 48, A ale unui triunghi astlel

h mag JAM B ; h
ca MN || BC. Dacé = - . 88 &e calenleze
a8 11 N

10. Demonstrati teorema hii Thales in cazul i care punctele p
g1 £ nu se afld in interioarele segmentelor A8, AC: deosebiti cazul in
cave ele se alla pe semidreptele AB, AC si cazul in care ele so afla pe
prelungirile acestor semidrepte. : l

11. Serieti o demonstratic o teoremer i Thales, vonsiderind
4D i ir | | - ;
R upe 3 ] ¥ wugdos T = P
15 = - Doare i sio naturale, 1-< m < n (deer lara a particu-
laviza pe m $1 n).

1) o S

12, Fiind date trei segmente u, v, w, sd se construinsed un-segment
0L e . y ek
— . Caz particular ¢ = 6 ¢m, v = 10 cm, w = 15 em

i

7 astlel ca p =

13. (Intrebare). Puteti folosi teovema lui Thales pentru a eonstrui
un segment x = Jwo, n 8 v find secinente date?
4. Se cousidera Lrei dveple Or. Oy, Os. punctele 4. 4, pe Ou §
- - » " -3 ! - : ] . - I : iy &
[_Illlll.'!-l:-r[.' B pe Oy i ( pe Oz Paralela prin 4, la AL Laie Oy in b’l 1@y
al’a_{ l’ Ir" .i _ . ol i T - ] o) > - o " x ai i ! ;
paralela la BC prin B, taie Oz in (',. S& se demanstreze cf Ci4, [[CA.

S

Fl

15. Se considerd un punct D pe.latura BC a triunghiului ALC.
Paralela prin D la AB taie AC in E, paralela la BC prin E laie AB
in F ele. Si se arate cd dupa nn anumit numar de astlel de construeln
qne intoarcem® in D. Care este acel numar?

.16. Cum trebuie ales D din problema 15, pentru ca intoarcerea in
D sii aibd loe dupd un numir mai mie de constructii decit in cazul gene-
ral? Care este acel nou numir?

17. Fie D punctul in care bisectoarea unghiului A al unui triunghs

] DE AR

intersecteazi latura opusi BC. Si se demonstreze c&D—C - Aceeagi

problema pentru , bisectoarea exterioara®...

18. Scrieti rezolvarea problemei rezolvate 2 in cazul in care € este
intre 0 si D. Ce constatati eu privire la rezultat? ]

19. Pe dreapta Oz se considerd punciele A, B, C, iar pe dreapla
Oy punctele 4’, B', ¢’. Daci AB' || BA" i BC' || CB', si se demon-
streze ed AC' || CA . :

20. Dati un exemplu de proportie in care un lermen sd fie numar
intreg, iar toti ceilalfi trei sd fie numere irationale.

TEOREMA LUI THALES IN CAZUL
RAPOARTELOR REALE OARECARE

Inainte de a demonstra teorema in acest caz, s amintim citeva fapte
relativ la numerele reale. !

a) Fiind date doud numere reale « si b, este adevératd una 1 numa
una din relatille ¢ < b, @ = b, b < a.

Cu alte cuvinte, < este o relatie de ordine fotald pe mulfimea numere-
lor reale.

b) Fiind date doud numere reale a i b, aga incit a < b, exista nn numar
rational r astfel ca @ <» < b (evident, r nu este unie, deoarece, conlorm
aceleiagi proprietiti, va exista $i un numdr rafional ¢ cu proprietatea « <
<s<r, deci s <b ete.).

Exemplificim aceastd proprietate astfel. Daca a = 2,738... si b = 3,069...
putem lua r = 2,9; dacd ¢ = 2,839997... si b = 2,8400002... putem lua r =
— 2.839998.

¢) Dacd avem doud numere reale a si b asa incil, pentru r rajional,
este adevirat cii (r < a) = (r < b) atunci a = b.

Aceasta este o consecintd a proprietitilor a), b). Intr-adevir, daca, de
gremplu, am avea a < b, atunci alegem un 7 rational cu proprietatea ¢ <
< r < bsiavem r < b adevirat dar r < ¢ fals, deci =— ar fi neadevarata,

oontrar ipotezei.
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Putem tfrece acum la rlemwusz:f: tearemer fur Thales in cozul general
(bazindu-se pe valabilitatea ac osted teorenie in cazul cind unul din rapoartele
ce apar oste rational).

jj » deci r AB < AD. 84 con-

struim un punct D’ situat in interiorul segmentului 4D, (fig. 1.6). astfel ineit

Fie r un numar rational astiel ca r <

AD" = v+ AB. Paralela prin D’ la BC va tiia AC intr-un punct £7 situat in
mlvmmul segmerdadul AE. Conform teoremer hi Thales pentru raport ratio-
, A : AE
nal. vom avea = = r, deci r <<=,
AC AC

Am ardtat astiel ca, pentru r vational avem (r “Z i{.}J - [ o l—f}
: AR AC
La fel se aratd e¢a pentrd r rational avem (r = —“L;’ = [r < E’J
AC 4B
Pe baza proprietalii ¢) de mai sus, teorema lui Thales este complet
dermonstrati.

_Observatie. Vom vedea in cele ce urmeaza cd. efectuind constructii
aeometrice asupra unor segmente cu lunghmi rationale (chiar intregi), obtinem
foarte ugor segmente de lungimi irationale. De exemplu, lungimea dmnnndlm
unui patrat de laturd 1 este un numir irational. De aceea este important s
stim ca teorema lui Thales este adeviratd in cazul :'nnl rapoarfele ce apar in
ea sinl numere reale varecare.

TEOREMA FUNDAMENTALAX
A ASEMANARIT*

Teorema. 0 paraleli la wna din laturile unui triunghi formeazi eu
celelalte laturi un alt triunghi care are toate unghiurile respectiv eongruente
§i toate laturile respectiv proporfionale en ale celui initial,

Deci in triunghiul 4 BC ducem PQ paraleli en BO(P & A B). (Qs AC).
notatiile fiind cele dinfigura 1.7. :

* Aceastd formulare igi va gisi semnificapia mai tivziu

L 2Ng
5/\J s >(/’\{_‘;
Ipoteza Con t.‘llIZId
PQ | BC 1) XA=2A,2) X P=XB;,3) XUh=xX0,

AP _40 _#Q
AB  AC  BC
Demonstrage :
Relatia 1) este evidentd. Congruentele 2), 3), se refera la unghiuri cores-
pondente. Prima proporiie din 1), rezulti direct din teorema lui Thales.

. AQ Pfi B
Rimine de demonstrat ci ’—g === . Pentru aceasta ducem QT'|| AB(T € BC),

(fig. 1.8). Se formeazi astfel pe de o parte paralelogramul PQTB i dea

Fig. 1.8

Q
L /\
V.
/
B i C

PQ = BT, pe de alti parte se poate aplica teorema lui Thales (QT |AB) s

se obtine: o/} ?% In ultima proportie inlocuind pe BT cu PQ, obfinem
A._[ J ¥
g1 ultima relatie tdl]l_rﬂd. Tungirile
Observaie. Putem sa considerdm c¢ii paralela PQ intilnegte prelungi

laturilor 1.11ung!11u]m ABC; demonstratia riimine in esentd aceeasi.

. Se considera apez OABM, d f = b s
Problemd rezoleaté. Se considerd un trapez OABM, de baze OM 8

AB — ¢. in care 04 — ¢. Se alege un punct X pe dreapta OA; paralela prin
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X la baze taie ME in V. Presupunind ¢ > b, s& ¢e exprime lungimea y a
segmentului XY in functie de lungimea @ a seomentului @ X,

Jof
Mb—

ZUo

Fig 1 10

I[nrh-x_u

OMIXY  ADB

0 a. OM b A= 5

OX e X =y

ftezolvare. Na trebui sa deosebim mai multe cazuri, dupa poritia I
X pe dreeapla 01,

Cazuf [ (He. 1.10): X se alla inbre @ g1 A,

In toate cazurile vom duce prin O o paralela la BM g vom nota cu D
mbersectia sa cu AR iar cu Z interseclin ¢a cu XY. Din paralelogramele
OMYZ, OMBD deducem ca YZ = BD = b, Cum b &, !'!-'m-.i“.-"-'t ca ium--l nul
D, care va fi acelasi in toate cazurile ce le vom debsebi, este situal intre 4

gi B, iar AD =¢ — b,

Teorema fundamentald a asemandrii in AOAD taiat de XZ da =
Xz : ; Al i
= - « Aceasta coneluzie este valabild in toate cazurile, daca tinem seami
c—b
de observatia de dupd Leorema fundamentald a asemdandrii,
I v 7 v %z . W—~h
In cazul 1, Z va fi inlre X 51 ¥V, deci & = 22 —1 in acest caz rezul-
L LA )
e—0b
tatuleste y = b + —— ;,
it

Cazul 2: A se afla intre 0 a1 X

\ Y

corespunde tot gituatier ,Z intre X ¢t Y, deei rationamentul &1 rezultatul sint
aceleasi ca si in cazul 1.

18

el '«; b g -m afla intre (O & intersectia € a dreptelor 0 1. VB,

7O A
e

[ acest coz X se alld intre ¥ gi Z, dasi XZ ~ b - y s obtinem 2 =

i
Bl ; g
=278 Gar rezultatul este y == b - il @,
e —0 a
Alegind X = ¢ abfinem 28 = —2 . dech OC = -2, cosa t6 1
Alegind X == ' obtinem __ = —— , dect OC = ——, ceea ce ne per-
(1] o} ki {2 b
mite sd descriem cazul 3' g astfel: @ intre 4 8 X, r < -2
e —0
Cozol G2 O intre A &1 X, & 48 ot alte envinte 7 intre @ 51 X)
I

{ B

in acest caz ¥ se afla mtre X ¢ Z, deci X2 — ¥ +b. =

rezultatul este y = £ _—-{—‘.r’ =

i

Obsercafie. Davd am conveni si considerdm pe z ,cu semnul -+ ¥ cind
X este la dreapta® lw @ si en semnul — eind X este la stinga lui O, pe y eu
semnul + cind ¥ se afld in semiplanul ,de deasupra®™ lui 04 § cu semnual —
cind ¥ se afld in cel de dedesubt, atunei rezultatul din cazul 1 ar i valabil
in toate celelalte cazuri. ;

Aceastd observaiie ne aratd ca se ’dp'rop!e momentul cind vom invata
¢a consideram si lungimi negative®,

" 17
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2, Prablome

i8

1. Prin punctul 2 de intersectie a diagonualelor unui I,l'a_.}mz. e LIULL

o paraleli la baze. Ea intersecteasza qu-ulr-ihr !']__'”[.lﬂi'a](’ll.! in M s N.
Demonstrati ci £ este mijlocul segmentulul MN . _
2. 5d so demonstreze cii dack paralela M la bazele Txll? g ?C ale
unui trapez (M © AB, N&DC) taie diogonalele BD in T si AC in _.5_,1
MT = SN. s e
dt?;uhllx -un triunghi A BC ovice segment PO |BC (P & AB, @ € AC)

este impirtit de mediana AM (M fiind mijlocul segmentului BC). in
doud segmente congruente

4.)Si se construiascd o paraleld la bazele unui trapez oarecare oarel
g§ 1o irpartitd de diagonale 1n Lrei partl congraenle.

5. In figura d}r.Lm--ul;;t AD = g si BC b sint doud segmente para-,
lele. DB s "AC se taie tn P. Segmentul PQ este paralel cu AD.

D
%
a =) Fig. 114
b

v R R -

Sii se exprime PQ in functie de o g b. g

6. Douii cercuri tangente extericare au razele R si r (lig. 1. 1B).
Tangenta lor comuna exteriord T'T" intilneste linia centrelor OO in 8.
Sii ge calculeze segmentul 0'S in functie de Rsir.

—c _  Fig. L15

fu Lmun“m ABC are laturile AB =9 em, BC = 15 em g1 AC =
lb cm. Se ia pe latura 48 un punct D astiel ca 4D = 6 cm; para-
lela prin D la BC taie AC in E. S& se calculeze lungimile laturilor triun-

ghiului ADE. : | i
&. Laturile neparalele BC, AD ale unui trapez A BCD so intersec:
teazi in M. S# se calouleze lungimile segmentelor M4, MB, MC, MD

in functie de laturile trapezului (g6 va pres upmu cd baza mare este
AB. Aplicatii numerice: 1) AB =20 em, BC = -6 em, CD = i) e
DA =8 cm, b) AB =20 ¢cm, BC =3 ¢m, CD =15 em, DA =9 cm:

|
|

2. Diagonalele unui trapez ABCD de baze 4B. ('] se intersecteaza

in V. Sa se caleuleze, in functie de lungimile bazelor ¢ diagonalolor

l]';ftpwquui Jungimile segmentelor NA. NB. N(. N D. Aplicatii nume
AL = 20 em. CD = 10 em. 4C = 21 ein, B = 12 ecm, By AB =

= -IJ em, €D =10 om, AC = 15 em, BD = 9 cm. '
Of)k(,rn'am, Cu cunostintele de pina acum. nu putem calenla lung-
mile diagonalelor unui trapez. cunoscind laturile sale. Vom ajunge si
vezolvam o astfel de problemi la pag. 53
nnifica problemele 8, 9 intr-una singura.
“10. Se considerii o dreapti d pe ea punctele 4, A,. A, .. asa

. Din acest motiv nu pubermn

; Tll"ll ‘i‘g,fl == :“I;13 i B R }Il'f'l]!‘.l'[l'lil'“lill'F'I!‘. g Q. Gauees

pe d punetele A, A, A,...

a. Se considerd punctele B, si €, pe a, s punctele B,. Cs pe da.
toate in acelag setiplan {|(tl’llll.lmi[ de d. astfel ca 4,8, = 2 em, 4,C,
= 7 cm. doBy == 6 em. AdyCy = 3 eni. Sa se precizeze pozitia punetului

M de intersectie al dreptelor b’,b’.l. CCo, calenlind AN i N . unde

N este pitiorul pefpendicularel din M pe d.

b. Aceeasi problema pentru punctul de intersectie al dreptelor

B\D,. DDy in care Dy este sitoat pe ¢, D, pe aa. D, |Jf' tty. Dy pe as.
toate in acelagi semiplan determinat de d. far 4,0, =1 em, A,0., =
= 0 em, AyDy = 10 em, A D; =3 em. '

L1, Tangenta comuna exterioard a doud coreuri exterioare intilueste
linia centrelor OO in M. Si se caleuleze luneimile seementelor MO.

30" in Tunctie de razele R. r ale corcurilor si de distanta o = 00 intre

centroele lor.

12, Aceeagi problema ca la 11 dar pentru tanceota comung inte-
rionard,

3. Acesasi problema ca la 11 dar penten cereuri secante,

4. Se considera un cere lix de cogtro O si un punel fix A, Se ia
un puncl M pe acel core si de cotsidera un punet N e semidveapta 4./
astiel ca %\! = k. Gare este local geometric al lui N cind W parcurge
cercul dat, & raminind si el fix. :

Aceeasi problema ca la 14, insd alegind N pe dreapta 4 W astfel
1 A4 sa e inlre M s N,

6. Se considerd doud cercuri neconcentrice. de raze nepoale

a) Gasiti un punct 4 si un pumar £ asthel indt loeul seometeie din
problema 14. relativ la unul din cereuri,la 4 i la A sa lie locmai celd
lalt cerc.

b) Aceeasi problemia in ceea ce priveste locul seomdieic din problemas
ke

¢) Ce se intimpla daca razele cercurilor ar fj egale!

d) In cazurile in care cercurile
precizati pozitia punctelor de la o si b, iar in cazurile in care  eereurile
ar fi eecante, tangente intericare, precizati pozitia punctului de la a).

8

ar i exterioare, tanwente exterinare,




atrulater convex ABCD gi un punct M nte-
if la AB taie BC in N, iar paralela
MN | MP 1

17. Se considerd un p .
vior segmentului AC. Paralela prin |

prin M la CD taie AD in P. Si se demonslreze f:-:n-_IB o

amul ABCD unim A cu mijloenl lui BC gt B eu

8. In paralelogr L 4304
: - 1 pte se taie in X. Care este valoarca rapor-

mijloeul lui CD; cele doui dre
, .a . 1 %)

tului X2 unde M este mijlocul lui BC'!

“r . * - * 4 -

- unctelor din interiorul unum unghi nealungit,

unghiului este egal cu un

1whinlul.

19. Locul geometric al p ; :
e vaportul distantelor la laturile

pentru car . b g N
este o semidreapld cu originea in viriul 1

numdar dat,

1 3 1740 ) « a1 ¥ 3

Aplicatie. Problema 11 ne permite sa analizim eceva mai de {lp;‘ﬂd}?b

L. J '_.‘. L G g b = .1"'3"', s in

l'enumex}:u] eclipselor de Soare. Stiti desigur ca o eclipsd Lif." Soare are loc =

ituatia in care Pamintul, Soarele si Luna sint coliniare, iar Luna se afla
situatia . y 5

intre Pamint i Soare (fig. 1.46). J

»—0
Lung Pdmint

l Fig 1.16
Soare
juucte, asa ineit pentru a intelege mai

: )
seste corpurl ceresti nu sibt | : &
g im figura 147 (unde Piamintul n-a fost

bine fenomenul este preferabil sa priv
incd figurat).

pice observator plasat in una din cele

2elinsa de Soave are loe pentru o P ,.
i diferid de la zond la zona:

trei zone, insd ceea ce vede el pe cer

zona neagrd zona hasuratd - zona punctata

17
Wt/ \\'t ')
S - .
= g.are Fig. 1.18
2 /)3
fl \\Q“
ZiEn

/ e
; 15N b : : 2
eclipsd totald  eclipsd partiald eclipsd inelard

intrebarea care se pune este: de pe Pamint vedem eclipsa toteld sau
n 1' 1 'y ) L1 ’ L f al
57 Adich: este distanta de la Lund la punctul M din figura 117 mai

loege cit distanta de la Lunid la Pamint?

mare sau mai micd de

20

Rezalrarea problemer 11 de la pagina 19 ne permite si calculdm distanta
dr . :
— unde B este raza Soarelui. r esle
od
kaza Lunil, iar @ este distanta intre Soare ¢ Luna in stuatia corespunzi-
toare eclipsel. deci diferenta dintre distanta de la Soare la Pamint gi distanta

de la Luna la punetul W prin formula

de la Pamint la Luna. : :

Datele vumierice astronomiee sint raza Soarelui = 695 300 km. raza
Lunii =1 738 km. distanta Pamiot-Soare = 149 450 000 km, distanta
Pamin! -Lund = 384 000 km. Bfectuind calculele conform formulei de mai
sux. oblinem pentru distanta de la Luna ta punctul 2 o valoare de aproxima:
Liv 373000 .

Vidoares obtinutd este foarte apropiata de distanta Pamint-Luna: nu
trebuie decr «a ne geabim cu coneluzia, deoarece dalele pumerice de mai sus
sint ,medii®: Pamintul se migea tn jurnl Soarelui, i Luna in jurnl Pdmintu-
lui nu pe cercuri. ¢i pe elipse® s distantele de mai sus variazi. Calculele de
mai sus siont cel mal moft influentate de variatiile distantei Luna-Piamint.
digtanta ee poate lua valori intre 356 000 s 407 000 k.

Coneluzia este deci: de pe Pamiot se pot observa gi eclipse totale si
echipse inelare de Soare. Cum punctul M este totdeauns aproape de Pamint
cind ave loc o astfel de eclipsd, rezultd ¢@ zona de pe Paniut din care putem
obsetva. la un moment dat o eclipsa de Soave totald sau inelara este foarte
micd in comparatie cu intreg Pamiotul. Job-un puoet dat de pe pamint,
eclipsele de Soare totale sau inelare se pol oberva in medie o dati la 400 ani.

Ultima astfel de eclipga vizibila de pe teritoriul tam poastre (de fapt — numai
din sudul tarii) a fost eclipsa totala din 15 februarie 1961 nematoarea, de
gsemenes totala, va aves loe in Vo auonst 19949, \

TRIUNGHIURL ASEMENEA.
CAZURILE DE ASEMANARE

Faptul pus in evidenta in teorema fundamentald a asemanarn ne con-
duee la urmiatoarea:

-4

Definitie: Fie 4. B C trei puncte necoliniare si A’. B'. (7 alte
trei puncte neeoliniare, Spunem ed AN ABC ~ 4 A'B'C (8 eitim aceasta:
triunghiul 4 BC este asemenca cu trinnhiul  A'5°C7%) daed a7 4 = 4 A"

S B=B.9 0=30"3 I s Lo o L__]_\
AR BC CA

Cu alte cuvinte. doud lrinnghiuri se numese asemenes dacd au unghiu-
rile respectiv coneruente si lalurile respective proportionale.

# Valoaren comund a acestor papoarte se numeste praportul de asemanare” ol 114
unghiurilor. :

| £




Care sint exemplele de Eriunghiuel asemeney.
triunghiuri congruente sinl asemenca: dar nu pentru a considera asliel de
exemple am introdus definitia. Teorema fundamental
an mod de a construi un triunghi asemenea cu ull triunghi dat. dar necon-

' &5 observam intii ed dovd

i o asemandaril ne arata

gruent cu acesba.
Observatie. Lia notiunes de ssemanare a triunghinrilor se ajunge gl pe

cale intuitivii, considerind dond desene, al doilea (fig. 1.20) fiind obtinut

Lmarind® pe primul (fig. 1.19).

dar nu pot fi ficute si coincida prin suprapunere. Un
gegment din primul desen nu este congruent cu segmentul corespunzator din
al doilea, insa raportul lungimilor lor esie acelasl pentru toabe segmentele
oo le putem considera in modul de mai sug in cele doud desene. Unghiul a

este congruent cu unghiul corespunzitor din

dous directii din primul desen
cel de-al doilea (aceasta si da senzatia de asemanare). Considerind cea mei
hinl-ajungem la definitia de mai sus.

gimpla {igurd-triung
La fel putem sd gindim privind doud harf ale aceleingi regiuni fdcute

Ele ,seamand”,

la seari dilerite.
Existd trei teoreme ce se NUMeSC Cazt
ale eivor enunturi sint analoage cu cele trei sazuri de congruentd. Inainte de
a le enunta si demonstra, si observim cé daci A ABC ~ A A'B/C' s A
A A'BC =A A"BC, atunci A ABC ~ A A"B"C", cu alte cuvinte an
triunghi asemenea cu un triunghi dat este asemenea cu orice triunghi con-
gruent cu triunghiul dat.
Cazul 1 de aseménare

aturile ce-l formeazd proportio

A :

A
i
it B. . Fwj 121

i de ageminare ale triunghiurilor,

. Doud triunghiuri ce au un unghi congruent st
nale sint asemenea (fig. 1.21).

P

Ipoleze il . . Concluzt

XA=X4 75 = 40

92

9 de ase ape ] 2 i Aiia) A
Cazul 2 de asemdnare. Doud triunghurt ce au doud unghinriy gespectv?
congruende sint asemenea (lig. 1.223

A:I‘
- Fig. 1.22 /\ B\Q c
. gh C
Ipoteza
3 oo e, Coneluzig
SA=4" XB=x B ; -
: . XB=X B A ABC ~ A A'BC

1o Lo . [ Eviara.  Dansd ;
. Lu.:tul 3 de asemanarve. Doud friunghinrt ce aw cele trei laluri propor-
tronale sint asemenea (fig. 1.23). vl

A /
A
Fig. 1.23 bc.‘
B.f
B8 e

B ir Cgeé? g Coneluzig
= X (i -
I ‘:“ ‘_1-5;(" ‘h_;._‘-hﬂ(-_—,'

AB BC (A

Dem?n_stl‘agii}e celor- trei leoreme au o parte comund. Anume.
. Considerdm pe gemidreapta AB un punct B, astlel ca AL, = A'B,
ducem prin B, parvalela la BC si notdm cu (' intersectia ei en A€ (lig. 1.24)."

Conform teoremel fundamentale a asemanarn avem A ABC ~ AABC,.
Deci Y B=YAB,C, A5 _ BG4 _ 26
2 s AB BC AC

Hazluqe.de dt:-z‘nony‘u‘at cd A AB,C, = A A'B'C’ (si observatia dinam-
tea en-u‘:lgurllur va incheia demonstratia). Aceasta se va face in mod diferit
pentru fiecare din cele trei teoreme, folosind cazul de congruenta coréspunzator.

%.




L = C: L -1 L ald " s
Cazul 1. Din o | 2 SR 3. si A'B'= AB, deducem
1B AC, AR AC

AC, = A'C' si cazul 1 de congruentd arald el A ABCi= A A'B'/C'»

Cazul 2. Din X B=¥ABC,§i X B=L ¥ deducem ci 3LABC, =
= X B i cazul 2 de congruenfi aratd acum cd AAB,C,= A A'B'C'.

i g W o B0 L AG A O B e M

AR BC AC AB BC A

— A'B’ deducem B,C, = B'C' §i AC,= A'C" si cazul 3 de congruentd aruta
¢i A AB,C,= AA'B'C', q.e.d.

Credem cd dupd parcurgerea acestui paragral este clar de ce {teorema
de la pag. 14 a fost numita teorema fundamentald a asemanari®.

Observatie. Relatio de asemdnare intre doud Lriunghiuri are urmdboarele

proprietafi:

a. Este reflexiod; adicd orice triunghi este asemenea cu el insusl

b. Este simelricd; adicd dacd nn triunghi este asemenea cu un ul doilea
triunghi, atunci gi al doilea triunghi este asemenea cu primiul.

c. Fste tranzitivi; adied doud triunghiuri asemenea cu al Lreilea sint
asemenea.

Proprietatile e, b, ¢ sint consecinte ale definitiei, sau, mai simplu, ale
cazului 2 de aseminare.

3. Prob'eme

1. Demonstrati ci doud triunghiuri echilaterale sint asemenea.

2. Doud triunghiuri dreptunghice isoscele sint asemenea.

3. Dacid A\ ABC ~ A A'B'C’ gi dacd Dgi D' sint intersectiile lui
RC respectiv B'C’ cu bisectoarele unghiurilor din A respectiv A’ atunei
A ABD ~ A A'B'D'.

4, Aceeayi problemd ca la 3 pentru mediane in loc de bisectoare.

5, Aceeasi problemd pentru indlfimi. ;

6. Raportul razelor cercurilor inscrise in doud triunghiuri asemenea
este egal eu raportul ,,din definitia aseméndrii®,

\7. Aceeasi problemd pentru razele cercurilor cireumserige.

8. Enuntati si demonstrafi o teoremi ce ar trebui si poarte numele
de ,cazul 2 de aseminare a triunghiurilor dreptunghice®.

9. intr-un triunghi, produsul dintre o laturd a sa gi indl{imea cores-
punzitoare ei este acelagi pentru toate cele trel laturi,

10. Tntr-un triunghi dreptunghlec A BC se duce indltimea AD cores-
punziloare ipotenuzei. Si se demonstreze ci AB*= BD- BC i ca
AD? = BD- DC.

11. Se considerd un segment A8 gi un punect M in mteriorul siu.
Se construiesc, de aceeagi parte a dreptei AB, pitratele A MNP si

v
L+

<o o AR ; - e s .
BMDC. S5a se demonstreze ca s este acelagi, oricare ar {i pozitia lui

M in interiorul segmentului AB,
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12. S4 se construiasci un pitrat eare si aibd doud virfuri aliturate
pe latura BC a unui triunght, iar celelalte doud virfuri pe cite una din
celelalte doud laturi ale triunghiului

13. In figura 1.25 ABCD si AMN P sint pétrate, E este mijlocul Jui
BC s 0 esle mijlocul lm1 MN.

B
I

s A
Fig, 1.25 ‘\E

| N0 M
a. Ardtali ei PD= MB.

b. Aritati of 4= _ AZ
PQ ~ AM

e. Aratali ed A\ MST ~ A PSA.
14, In figura 1.26 ABC §i CDE sint triunghiuri echilaterale.

Fig. 1.26

Sid se demonstreze ci:

a. BE = AD.

b. A AGF ~ A BCF ;

e.. A\ EGN ~ /A DCN.

15. Din mijlocul D al laturii BC a unui triunghi A BC ducem per-

~pendiculare pe AB, AC; fie P respectiv @ picioarele acestor perpendicu-

DP _ AC

Do  AB :

. Triunghiurile ABC gi MNP au A =3 M = 90°, X B =37
]

lare. Sa se demonstreze ci

[ iln 1] N o i 3 -
7P = 53°. Sid se demonstieze ci sint asemenea,

15. Se stie ed A\ ABC ~ A DEF, AB =9 em, BC =5 cm, AC =
=10 em, DE = 99 cm. S se calculeze EF si DF. :

)
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Aplicatie praeticd. Determinati, prin mésuratori, distanta dintre casa
si pomul din fignra 1.27.

\r i areu s-o mfdsardm direct, din cauza lacnlui, Procediam astfel
\legern un punct M (si-l marcam, de exemplu, cu un tirmg). Masurdm distan-
tele M si MP si gasim, de exempli, CM = 250 my, MP = 150 m. Masurim
si unghinl C M P si gasim, de exemplu, 92C WP = 60°.

Desendam apoi pe hivtie un trinnghi "W P asemenea cu A\ CMP astiels
Lwam un unehi o My de 607, alegemn un punet €' pe M@ oarecare, de exemplu
aetfel ineit M ¢ =5 em (un astfel de punct incape pe hirtie, ceea ce nu s-ar
fi intimplat dacd ineeream si desenam un triunghi congruent en A C W P)

B g R C e Mer M i
o anpm aleoe an punel 2 pe My astiel ineit ——— = , dea =-—
41 ap0) -alegem. up. PUNCS & PRULABNe NS e — o 0 250

]

adica M'P" =4 cm,
Masuram distanta ©'P° i gdsim aproximativ 44 cm.

ot
5 :
s o 125
e
o
.
s
74 T
=
[}
& ¢ S5cm
Trinnchiul ¢ M' P’ este asemenea en triunghinl € M P, conform eazului 1
. COP Me CP 250
de asemiinare. Rezultd ed —— — ——- , deci— = =, de ande deducem
(B4 Are’ 4 b b

¢ distanta CP dintre casa si porn este de aproximativ 220 m.
Obsergaiie. Yom invata mai tirziu sd ecaleulam CP, cunoscind MC,
MP si SLCMP.
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1. Txéreitii

1. Determinali prin masuratori distanta de la 4 la B, unde £ este
inaceesibil (fig. 1.24),

9. Determinati prin masuratori distanta intre punctele 4 g B,
fara a ,vizita" insulele (fig. 1.30).

Fig, 130

3. Explicati cum determind elevul din figura 1.31 inillimea copa-
culni i cum trebuie el si-gi construiascd, din punect de vedere geome-
trie, instalatia.

Fig. 131




PUTEREA UNUI PUNCT

FATA DE UN CERC
Teorema urmitoare este o aplicalie a asemdnarii trivmghiurilor. Ea ar
problemd la paragraiul respectiv, daci n-ar fi prezentat o impor-

fi aparut ca o
. paragra ful nrmator.

tantd deosebitd prin gongecinlele ei, ce vor h .f'-l'!”[lt‘.i:]'t g m' ar :
Urmérind demonstratia acestei teoreme, este bine sa fiti atenti la 1»QOTES-
pondenta virfurilor® din triunghiurile asemenea ee vor apdrea, pentru a fi

siguri e vefi scrie coreet relatiile ce vor rezulta din asemanarea acelor triun-

ghiuri.

Teoremai

Daei printrun punet fix
taie cerenl in A, 5. atunei produsul MA
tole ee tree prin M. : .

in demonsiratie von deoseht doud eazar.

Cazul 1. M este 1 imtertorn! cereuhn (fig. 132)

I, nesitnal pean eere dat, dueem o secantd ce
M B este acelasi penirn 10ate seean-

Fig. 1.82

Cuncluzta

My MP = MC:-MD

1 ‘ . o A MO X} ¥
Demonstraiie. N\ MAC ~ /A MDB (cazul 2) deoareer 50 l_!h = _lm,J.'l!'.f»
(opuse la vief) gi 2M.AC = A MDD (ambele an ca mésurd jumatate ilin
AN . M4 MC
A arenlui C X B). Degl— =
masura aronlui 1) e o -
este ecal eu al extremilor, oblinem concluzia dorité.
Cazul 2. M este in exteriorul cercului (fig. [.33).

de unde. seriind ca produsul mezilor

/Q)%
i =
/ ~ \ i
: W o
“ s Fig 39
| i e
I\\ 2z il
\, // = .

Concluzia
: : MA-MB = MC - MD
Demonstralie. AMAC ~ A MDB (cazul 2) deoarvece 3L A MC = S DMB
(identice) si 3L MAC = 97 MDB (ambele au ca mdsuri jumitate din cea a
arcului BXC). Deci el i ate., q.e.d.
; ; MD — MB
Observajie. Toorema egle adeviratia, in eazul eind M este exterior cer-

cului, gi pentru tangentele duse din M la cerc; pe o tangenti, punctele A gi B
coineid. Demonsiratia se face la fel; penfru a nu ne baza pe o proprietate a
tangentel, si observiim, pe figura L34, in care O este centrul cercului, ci

¥ MAC = 90° — 3 0AC = 3 (180° — 2 X 04C) = ¥ A0C = 2 AXC

(unde am omis a mai scrie ,,mas").

Teorema de mai sus ne conduce la urmitoarea:

Definitie. Fie // un punet si () un cere.

a) Dacit M este in exteriorul eercului, numim ,puterea lui M
fatd de cerc" valoarea MA - MB, unde A gi B sint interseetiile unei drepte
oarecare ce trece prin J/ eu cercul (C ), luati cu semnul .

b) Daed M este pe eere, spunem ¢i puferea lui fafi de cere este O.

c) Daed M este in interiorul cereului, numim ,puterea lui M
fafd de cerc” valoarea MA - M B, unde A si B sinf intersectiile unei drepte oare-
eare ce trece prin A eu eereul (C ), Inatd eu semnul —. .

«Punct de putere pozitivd
fatd de (C)

Punct de putere nuld
~fatd de (C) -

Fig. 1.35 {C}

«Punct de putere negativd
B ¥ fatd de (C)
Observatii. 1. Ce ne-ar [i impiedicat s& dam definitia de mai sus inainte
de a demonstra teorema? Daca vreem si delinim ,puterea unui punct M faia

~de un cerc (€' )" aceasta Lrebuie sa fie un element, in cazul nostru un numdr,

care sic depinda numai de punctul 44 g de cereul (€), Examinind definitia de
mai sus, vedem ca numarul WA - MB definil in ea poate in principiu si
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Fa—_.— L2

F il
i
1
|
depindd nu numai de M si de cercul (€°) @1 § de .directia” socantei MAB, el ,
alte cuvinte, incercind si calenlam putersa lui M Tatd de cereul ((7) exista
<pericolul” de a nhiine rorultate diferite dacii folosim secante diferite. Daca
intr-adevir asa ceva s-av intimpla. am spune cd definitia este incorecti™.
Teorema de mai sus aratd ed asa ceva nm se inlimpld, deei cd definitia ,esle
1

corectd™. adied, orieum am alege secanta M4 B, obtinem aceeagi valoare
pentea M - M B

9. De ve considerim puterea unui punet fatd de un cere ca avind semnul
1 san —, dupd ewmn punetnl este in exteriorul san in interiorul cereului?
Este primal pas pe calea folosirii numerelor negative in geometrie” in acest
manual. Stim e daci spunem: fiind dat un punct A pe o dreapti d. alegel

pe d un punet 2 astiel meit segmentul A4 sa aihdi 2 cm, problema arve doud

solutii, deci pozilia lni B nu este precizatd prin fraza de mai sus. Aceaskd ne-
|4 : determinare poate fi inldturata considerind, in loe de seamente A B, care sint
| tol una cu [, segmente ,orientate® A5, carve nu vor, Ii socotite dreept tob
| ana e BA. Pe o dreaptd datd d alegem ,un sens” (materializat printr-o semi-

exempln 2 em, ci segmentul orientat AB are +2 cm dacd semidreapta A2
are acelagi sens cu semidreapta s (dec daca este confinutd in § sau contine
pe ) si ca sogmentnl orientat A B are —9 em dacd semidreapta A B este de
sens contrar cu semidreapta s (deci dacd n-are puncte comune cu § san daci

intersectia lor este interiorul unui segment)

' _ semidreapta s

— e — e

d - il B
B AL e F H G Fig. 136

3 AB=z-2¢cm  EF=z+2cm
d sCDz+2cm  GH=-2cm

B pe d si numai unul astfel incit Inngimea segmentului orientat AB si fie a..

l- in cazul de tatd am fi putut ocoli disentia de mai sus, delinind putersa punc-
fului eu ajutornl uei secanle precizate; cea mai naturald alegere ar [i [fost: secanta

¢e trece prin centrn eercului latd de cere). Pe de 6 parte 6 astfel de definitie ar fi

[ - situatii cum este cea deserisd mai sus se pot alege astfel de ,obiecte privi
cum a fost aici secanta ce trece prin centru.
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dreapli a oi ) si vom conveni si consideram, dacd segmentul AB are de

Dupd aceastd conventie, dacd avem o dreapta o, o semidreapta a sa.

| s, un punct A4 pe d si on npumdr a pozitiv sau. negativ, putem gasi un punct

fost artificiald, iar pe de altd parte nn in toate cazurile in care se dau definitii “in.-
lepiatet

Daca acceptam §i segmente orientate de forma A4, de lungime nuld, atunei
 gele spuse sint valabile si in eazul a = 0. Vom reveni la aceastdd problemd la
pag. 84 I
In cazul puterii punctului fatd de cere, in definilia de mai sus, este clar
eit, oricum am alege sensul pe secanta MALB, segmentele orientate A s
M B vor avea acelasi sens, deeci acelagi semn, eind M va fi in exteriorul cercubui
si vor avea sensuri deci semne contrare cind M va fi in interior. Cind 7 este
pe cerc, unul din aceste segmente esie nul. Deei produsul MA - M/ B al lun-
gimii segmentelor ovientate MA, MB va fi pozitiv cind M va i in exterior,
nul cind M va fi pe cerc si negativ cind M va fi in interior. In acest mod
wse explicd® definitia de mai sus.

Problema rezolvata

Tudoricd, elev in clasa a 7-a igi pune problema la ce distantd trebuie el
s se ageze in fata statuii lui Mihai Viteazul, astfel incit ea sa-i apara cit mai
mare. .

Evident astfel pusd problema de Tudoricé ea nu poate [i rezolvaid pen-
tru cd este formulati destul de imprecis. Ce intelege Tudoricd prin ,cif mai
mare“? E vorba de indltimea statuii? Nu, mi-a precizat Tudoric, este vorba
de. unghiul « pe care il ,miturd® privirea mea, de la copita calului pina la
virful securii (fig. 1.37). 1i atragem atentia lui Tudoricd asupra faptului ci,

Fig. 1.37

dacii std foarte aproape, s-ar putea si nm mai vadad mnici copita calului ei
numai; soclul g nici virful securii, ci numai cregtetul gi urechile calului. Din
cauzd il statuia are .relief! Si atunci Tudoricd a acceptat sd simplifice pro-
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blema: a formulat-o astfel: segmentul AC este perpendicular pe dreapta Aw
(fig. 1.98), B este un punct fix interior segmentului AC. ['nde trebuie =& 8@

E

P lh

i

HH"‘.‘-‘B
e oy 15 Fig. [.98

X’ Mg P

v o : L,

il i

X - —— —2i e, —————ii]

pl:'r‘-:ﬂ}{P an segment MN .{ N e Az st MN | Az) astfel ingil o BMEC s fie

M i, ‘ St B

Vom simplifica g mai mult |-|=r.l..nm.| Este evidenl cd segmentual 54/
veprezintd indllimea ¢ de la talpile i Tudoried pind la nivelul Gt’hll(}; siil, &
. tun. Se cere
diferenta dintre indltimea AB a socluhal si / g fr infiltimen statu

distanta d = NA. Mai desendm o datid figura (fig. 1.39).

Afirtnéam e& puneciul A cdutat se obtine astfel: ducem prin € si £ un cerc
tangent la Pz’. M, punctul de tangenia este cel céntat si MP = a. Intr-a-
devir pentru orice punct M agezat mai departe saumaiaproaps de P, unghiul i’

3 BC
va fI mai mie deecit jiimurni,r-n arcului BC (fie cd din — ma sefidem

i
mésura unui are dat de pilda > , fie o4, daci punctul este , prea aproape de P,
: g ., BC¥
soddem ceva din .mai putin deeit areul — . =

Bine, dar eare este in fond distantas o) Este « == |S{F k). Cu alte
euvinte, media proportionald intre diferenta dintre indltimea soclului gi a lui
Tudoricd, cu diferenta dintre distanfa de la sol pind la virful securii statuii
si indltimea Ini Tudoried, Evident apare mai nsor de rezolvat problema decit
de formulat nematematic solutia el : '

in multe din explicatiile care se dan cu ajutorul e mal(-amatl-c.a d.evme
o formé de exprimare mult mai simpld. Numai c& trebuie sd ne obignuim ou

Ba...

Probleme

b. S se arate od pulerca unui puncl exterior unu cere fata de acel

contact al tangentei dusa din el la cerc.

2. Tangentele dase la doud cercuri secante dintr-un punet gitual
pe dreapta ce trece prin cele doud puncte comune eelor douf cercuri
(81 in exteriornl celor doud cercuri) an langimi egale.

3. Daci un punct are puteri egale fatd de doui cercuri secante, atunci
el este sitnab pe dreapta ce nnegle cele dond puncte comune celor doud
Cercuri.

4. Care este locul geometric al punctelor ee an puteri egale {ala de
dond cercuri tangente?

Trei eercuri cu cenlrele necoliniare sint secante doud cite doud,
S se arale ci cele trei coarde comune gint coneurente.

6. Se dau doud segmente u, ¢. Consgtruiti un segment de lungime
Ve,

7. Se dau doud puncte A, B gi o dreapld d. Si se construiased un
cerc ce trece prin A, B si este tangent dreptei d (4, B sint in acelasi
semiplan fala de dreapta d). Cite solutii are in general problema? Care
este eazul de exceptie?

8. Dati 0 noud demonstratie teoremei de la pag. 28 in cazul eind
M este exterior cercului, ardtind aseminarea altei perechi de triunghiuri
dl?lﬁi- cea considerata in demonstratia dati acolo.

. Dati o noud demonstratie teoremei: dacd intr-un patrulater convex
th.wnnaiplv formeazii cu doud laturi opuse unghiuri congruente, atunei
unghiurile opuse ale patrulaterului sint suplementare. Nu se va folosi
nicdicrl in demonstratie nofiunea de cere!

19. Se considerd un cere, un punct fix M nesitual pe acel cerc gi un
numir (pozitiv) k. Se considerd un punct A pe cere si punctul B de pe
semidreapta /A pentru care MA - MB = k. Care este locul geometrio
al ni B cind A parcurge cercul?

11. Care este loenl geometric din problema 10, in eazul cind M se
afla pe cerc!

@& Se considerd un patrulater imseriptibil A BCD.

a. Sa se consbrulased un punct M, de aceeagi parte a lai AD ea si
B 3 C, astfel ca ANAMD ~ ANABC.

b. Descoperiti pe ligura formatd alte doud triunghiuri asemenea.

Demonstrati ¢d AC - BD = AD- BC + AB- CD.

Reluati constructia din problema precedentd in cazul unui
patrulater eonvex oarecare ABCD si demonstrati cii, daci AC - BD —

AD- BPC + AB - (D, atunci patrulaterul este inscriptibil.

2 — hMawematlca-geometrie cl. a VI8 3.-_:
M o

cerc este egald cu pitratul distantel de la acel punet la punctnl de




14.Cé devine enuntul problemei 5 daca doud din eereuri ginl (an- \
cente, iar-al treilea este secant eu fiecare din ele? Folosili rezuliatul
pentrn @ construi un cerc ce trece prin doud punéte date i éstetangent

la nn eere dat.

RELATII METRICE IN
TRIUNGHIUL DREPTUNGHIC

Poantru a dediice o prima consecintd a teoremei din paragraful precedent
(Leopemd care se va numi ,beorema asupra puterii punctului fald de cere®).
sd eonsiderim an trinnghi dreptunghic A BC eu 924 = 90°, sit ducem cerenl
de cenlru B i raza AB si sa considerdm intersectiile sale D ¢i E cu BC.

" B

> \ N Fig. 1.40

S

S

.

A C

Cercul va fi tangent in A la AC, iar BE — BD = BA. Teovrema asupra
puterii punetului € fald de acest cere ne spune et AC? = (1 - CD = (CB +
A AMCH —-AB) = CB*—-AB% Obtinem, ca primii- consecinld a teoremei
pul'm-h punctului fatd de cere: _

Teorema lui Pitagora, Intr-un triunghi dreptunghic. sums
pitratelor eatefelor este egali cu patratul ipetenuzei.

B

Fig. I.41

- ) 5
BC=AB“+AC" ;
Linportanta acestei teoreme este [oarte mare. Ea I'E!'ll"i'le!]{E.fl solulia
nnei probleme de tipul: se cunosc lungimile a doud laturi ale unui trinnghi

<i mdsura unghinlui cuprins intre ele, si se caleuleze lungimea celei de-a
treia laturi (unghiul euprins avind o valoare particulara, de 90°).

34 ;

Altd consecinti a teoremei puterii punclului fata de cerc se obiine ducind
an diametru A B8 al unui cere, alegind un punct ' pe tangenta in A4 la cere
gi eonsiderind celdlalt punct comun D al dreptei C B si al eereulni (fig. 1. 42).

Nom avea A o A1 NS 70, A EHY :;ii AC:E=CB:C1.
Cum orice triunghi dreeptunghic se poate considera in situatia trinnghiu-
i, A #¢C din figura, oblinem:

Teorema catetei Intr-un frinnghi dreptunghic. o eatefi este
medie proportionali intre ipefennzi si proieciia acestei catefe pe ipotenuzi®,

D AC?’=CB - CD .

Fig. 1.4% : “\\AB'”:BC B0D

A B

In fine, sa considerdm vun punect D in interiorul unui cere si si ducem
diametrul BC si coarda A4’ perpendiculari pe acest diametru ce trec prin
D (lig. 1.44).

Avemn AD = DA', & BAC =9 jar DB - DC = DA DA’ = DA%

* Prin proiectie a ufui punclt pe o dreapta inielegem piciorul perpendicularei dnse
din acel punct pe acea dreaptd. Proieclia unui segment esle segmentul deferminal de
proiectiile eapetelor sale; se poate evident intimpla ca proiectia unui segment si se ,reduca®
la un punct.

¥ 35
0




Teorema indltimii. Iotr-un triunghi dreptunghie, Tniltimes
dusa din virful anghinlui drept este medie proporfionald intre cele doud seg-
mente determinate de ea pe ipotenuzi.

A

AD?*DB DC

—

B D C

Obser¢ajie. Teorema catelei gi teorema indllimii e pot demonstra si

de proportionalitate ale laturilor, cite doud rapoarte egale, relativ la care se
serie egalitatea dintre produsul mezilor gi cel al estremilor.

Cele trei teoreme de mai sus ne permit sa  stiapinim situatia® din figura
146, in care este desenat un trinnghi dreptunghic A BC gi indltimea sa AD
dusd din virful unghinlui drept A.

A

ABLAC
ADLBC g 146

B D C

Mai preecis, acesie leoreme ne permit, cunoscind lungimile a doud din
cele sase segmente ce apar in figura [. 46 — doua catete, ipotenuza, inilti-
mea, cele doud proiectii ale catetelor pe ipotenuzd — sid calculim lungimile
celorlalte patru. Tinind seamd si de ,simebria situatiei® (nu a figuriil), se pot
formula noud astfel de probleme. Doud din ele sint nai dificile $i vor {i rezol-
vate in continuare (problemele rezolvate 2 si 3). Vom incepe cu una din cele
simple, iar celelalte sase vor {i ohiectul problemelor 1 —6 ce le veti avea de
rezolvat.

Problemd rezoleata 1. Intr-un triunghi dreptunghiec A BC, lungimile
catelelor sint AB = 4 cm g1 AC = 3 em (fig. 1, 47). Sa se determine lungi=
mile ipotenuzei, a inéillimii si a segmentelor determinate pe ipotenuzd de
piciornl indltimii.

A
90°

I poteza Congluzia
TAE | ACLAD Y BC BC = ..., AD = ..
AB =4, AC =3 Blle O lres o

Rezolvare. Din teorema lui Pitagora deducem BC? = AB® 4 AC? =
— 42 4 32 = 23, deci BC = |/2b = 5. Din teorema catetei deducem AB?
= BD - BC. deci BD = L% adica BD = ]% . Avem acum doua posibilitati
de a caleula CD: una consta in a aplica teorema catelel pentru AC, cealalti
in a scrie O = BC— BD =25 I'“ ¥

— ", In fine, avem trei posibilita}i
) h
de a caleuls AD: teorema lui Pitagora in dveptunghiurile 1.‘|t'|"p'l-l|115.-1‘__]}icl’;'. ABD

; / TR T T 3 162
ACD s teorema inaltimii, Prima da AD = |/ AB*— BD* = v-_"l'- —[j'-l =
12
¥ ‘-' » T al
Lo yeaudb -AC =

Observatie. Din Ad BC ~ ADAC dedueem o=
— AD - BC, relatie care ofera o a palra posibilitate de calcul al lui A D.
Aceasti relatie nu reprezinta altceva decit .aria.lm A BC, calenlata in doua
modur® (vezi gi pag. 61-—62).

Problemd rezolvatd 2. Intr-un triunghi dreptunghic ABC cunoastem
lungimile ipotennzei BC = a i ale indltimii AD = k. Sa se determine lungi-

mile proiectiilor BD, DC ale catetelor pe ipotenuza (fig. 1. 48).
A
O
Fig L.4x , ;
/ )
I } 3 |
pifitess 2
B 0L C
Ipateza . Conclusia
I'B AL AC, 4D V. BC B s GD ==,

BC —=a. AD =1
Rezolvare. Unghinl BAC Tind deept, vezulta ca BC este nn diametru al
cereulul cireumeerie trinnehinlui A BC.  deet centenl O al acegbui cere se afla
L BC

la mijlocul i B¢, Deducern A " s acum este simplu de con-

W

tinuat : teorema loi Pitagora in AOAD di 0D \/[ IJ k% s oblinem

ca rezultal DL BO + 0D ir + .\/ [ T‘ Jj b o ) o — 0D
e \/ ' 1 ':! A Evident e acesl rezultat ecarespunde modulni de «
3 b

figura incit £ sa e intre O si (.

nota astle

2
-1
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a si b fiind date, conditia necesara i sulicienta de existenld a triunghin-

hai‘din enunt este i < -‘_:- (aceasta este condifia necesard gi suficientd ppntru a

putea construi AOAD...).

Odala determinate B0, C'D, putem calenla AB, AC aplicind leorema
lui Pitagora in AABD, AACD. :

Obseroatie. Tinind seamd de teorema indltimii, formulele obtinute rezolva
st problema: cunoscind suma a gi produsul 22 a doud numere (lungimile BD.
(D), si se afle cele donia numere. Verificali si en ajutorul ealeulului algebric
aceasta. !

Problemd rezoleatd 3. Intr-un triunghi |:I|’u|_|l-1.|_1'rg-h1r-. ARC se eunose
Jungimile unei eatete AC i a proiectiei BD a celeilalte cajete pe jpr_.|.énm_-;l,
Sa ﬂf‘ afle lungimile ipotenuzei BC si a proiectiei €D a celeilalte catete pe ipo-
tenuza (fig. 1.49).

A

;
?

Fig. 1.49
0 k¥
B >
(B
7
I potesa Conelnzta
AB L A€, AD 1 BC. BC = .y CD =

AC =0, BD =1

Rezoleare. Si consideriim cercul de diametrn BD gi sd ducem o tangenta
(' T la acest cere. Fie O centrul cercului. Teorema catelel spune ci AC?2 = CD
. C'B. iar teorema asupra puterii puncéulni ed €77 = D - (CB. Deducem ed
CT = AC = b. Avem OT L CT i teovema Ini Pitagora in ACTO dd CO =

= \/{‘_PJ' . p2: ohtinem BC' = (0 +0B = %+ V(-‘i ]_‘ + b2 lar CD =

9

— 00 0D = \!/(:) . &

2
Oricum am alege doud numere b, d, exista un triunghi ce indeplinegte
conditiile din enunt (se construieste A COT cu X T = 90 ele.).
Formulele obtinute rezolvi si problema: cunospind diferenta d g pro-
dusul b2 a douit numere (lungimile € B, CD) si se-afle cele doud numere (veri-

ficati aceasta si prin algebrd).
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6. Probleme

1. Jpotenuza unui teivnghi deeptunghic est  de 13 em, jaf ana din:

catete este de b em. Aflati cealalta eatetd, indltimea si proiectiile cate-
telar pa ipotennzi.

J. () ealeld a unui triunghi dreptunghic este de 10 em, iar indlfimea
de = cm. Aflati celelalte elemente ale trinnghiului.

3. O catetd a voni teivnghi dreptunghie este de 10 em. iar proiectia
s pe ipolennzi de 9 em. Aflati celelalte elemente.

f. Inaltimea unni triunghi dreptunghic este de 24 em, iar proieclia
wnel catete pe ipotenuza de 10 cm. Aflati celelalle elemente,

5. Ipotenuza unui trinnghi dreptunghic este de 50 cm, iar proiectia
anci catete pe ea este de 5 em. Aflati celelalte elemente.

A4, Proiectiile catetelor unui triunghi dreptunghic pe ipotenuza sint -

de 7 emogi 63 em. Aflati celelalte elemente.

7. Enuntati si demonstrali o rveciprocd a teoremei ni Pitagora.

S, Deduceti teorema lui Pitagora din teorema catetei.

. Medactati o demonstratie a teoremei lui Pitagora fara a folosi
cereuri, si niel teorema caletei (insa reconstitnind figura 1.40).

1. Care este lungimea diagonalei unui pitrat de laturd a?

11. Care este lungimea indlfimii wnui triunghi echilateral de latura
& om?

120 lpotenuza unui triunghi dreptunghic isoscel este de 4 cm, $Sa
s0 calenleze eatetele triunghiului,

13, Un triunghi dreptunghic are o cateta de 5 em, iar unghiul opus
ai pste de 307, Calenlali lungimile ipotenuzei, a celeilalte catete, a indl-

1L, Intr-un trapez dreptunghic, bazele an 10 em gi 7 cm, iar latura
neparaleld perpendiculara pe ele este de 4 em. Calenlati lungimile celei-
lalte laturi si ale diagonalelor. -

15. Un trapez dreptunghic are bazele de 11 em gi 7 em, iar una din
diagonale de 15 em, Sa se calenleze lungimile laturilor neparalele si a
celeilalte diagonale.

16. Un triunghi isoscel are laturile congriente de'10 cm iar baza de
S em, Caleulati inallimea corespunzitoare hazei. 5

17. In problema precodentd calenlati s celelalte indltimi ale triun-
ahinlui.

18. O coardd a anui cere de raza 15 em are lungimea de 8 em. Caleu-
lati distanta de la centrul cerenlui la acea coardiis

19. Care este cea mai micd putere ce o poate avea un punct faté
de un cere de raza R Care este punetul de putere minima?

20. Care este lungimea tangentei dusa dintr-un punct la un cerc
de raza 3 cm, dacd distanta de la acel punct la centrul cercului este
de § cm?
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21. Caleulati lungimea tangentelor comune a doud eercuri tangente
exterioare de raze B s 7. Mai greu, dar nu dincolo de posibilititile voastre de inielegere este e a
dovedi cii orice Lriplet de numere intregi (x, ¥, 5) peolru care £ gyt =gt

| : 22, Calculati lungimile tangentelor comune exlerioare §i nterioare >
se obtine prin formulele de mai sus cu k&, p, g intregl.

| a doud cercuri de raze 8 em si b em, daed distanta dintee ceuntrele lor

este de 20 cm. :

23. Dati diferite metode de a constrni nn segment de lungime 1/ e, -

u si e liind lungimile unor segmente date. it o TTOTT "
: = ; ' SINUSUL 8I COSINUSUL

a indltimii si a proiectiilor catetelor pe ipotenuza sa fie toate numere

intregi. ! ‘ | . R
am invitat sd calenlam, cunoseind lungimle

Dupa ce in ultimul paragraf _ :
L breia latuar,

|

|

| o4, (Giisiti un triunghi dreptunghic astfel inecit lungimile laturilor, e e R
| : : r T ' : UNUI UNGHI
|

| 95, Latura unui vomb « e de 41 em, iar lungimea unei diagonale

a doud laturi ale unui triunghi dreptunghic, lungimea celei de-

T W : r JL Rl RSP B £ al¥ e e e = LT R » e : -
de 15 em. Este aceasti diagonald mai mare sau mai micd deeit cealalts : . o e ST
; R S i i i ne vom pune aci problema de a determina, cunoseind lungimea potenuzes

|
|
|
iagonala? : : e . - ‘
diagonald a din unghiurile sale ascufite, lungi- |
|
|
|
|
|
|

! : : 5 : unui triunehi |'||-‘.y||L.I,Ills,:'_llii’. s_-'.i masura unul
' - 2 180 =] il drent ohi pafp S TT "x_ 0 a 3 f 1 ot C L e i e N is e
26. Diagonala unui dreptunghi este 10 em iar una din laturi este de mea laturii opuse acelui unghi (fig. 1.50). |

7 cm. BEste acea laturd Jungimea® san JJdtimea™?
27. Un patrulater A BCD inseris intr-un cere de razi 25 em are dia-
gonalele perpendiculare, depiirtate de centrul cercului la 7 em respec-

tiv 15H e, S4 se caleuleze lungimile laturilor patrulaterului. Sa se cal- =30 a- AC = 7 i j
euleze si lungimile diagonalelor gi s& se verifice relalia din problema 12 = ' o |
adici AB+CD - AD- BC = AC - BD. S 907
98, Enuntati o reciproci a teoremei indlfimii care sd [ie incorectd! B A 1
| 99, infr-un trionghi A BC, unghiul 4 este ascutit dacd si numai . :
dacii B(® < AB 12 Raspunsul la aceasta problema nu se poate da cu ajutorul unes {t:wrml_le |
i i - = - care s conlbind nmnal upet'Hf_.il en numere cunoscute pind ac-m:r.}. Situatia |
Jbservatie. Desigur ci ali rvezolval cu ugurinta problema 10, aflind m este insd atit de ,orava® incit sa fim obligali sd rezolvim de 1'185531'% d"tﬁ |
| astfel ed lungimea diagonalei unui pitrat de laturd 1 em este !/"Icm. Deci o asbfel de pf.'r;:h!emﬂ printr-o masurdtoare. Anunie, sa Uhsel*\:fén.‘l ea _daca l!‘lt | [
constructii simple aplicate unor segmente cu lungimi rationale (chiar intregi) doui triunghiuri dreptunghice cu YA = 4 A" = 90° unghiuvile din B g
conduc la segmente de lungimi iralionale. Descoperirea acestui fapt a produs - B' sint conoruente atunci triunghiurile sinl asemenea (cazul 2) si deci TI“:: =3
0 mare surprizi in Inmea mabtematicienilor greei, inainlea erei noastre. ' &
Exista lotusi triunghinvi dreptunghice ale civor laturi au loate tret = BC jgeci cunoscind ipotenuzele lor s cateta AC din primul determingm
lngimi inteegi. Unul din ele este cel de calete 3 g1 4 g1 de ipotenuzi 5. Rezols : B'C .
vind probleme ati intilnil probabil gi altele. Se cunoagle forma generald a eu usurintd cateta A’C’ din celalalt (fig. 1. 31).
tripletelor de numere na turale == 0 (x, ¥, z) pentru care 2* | ¥* = z*, anume C. |
T = kip? — ¢ y = 2kpg, 2 = k(p* +¢°) san acelagi en x permutat cu y,
in care &, p, q sinl numere naturale, p =g §1, pentru a evita repelitile, se _..f
presupune ¢ po§i ¢ sint prime intre ele gi siat unul par ¢ celilalt impar. it A'C" = B'C AC
Prozenfa factorului & este ngor de inteles dacd avem in vedere noliunea de Fig. 1.51 s B e
triunghiur asemenea. SA ditm citeva exemple, loate ecn k =1. p =2, q =1 _ 902
F | | d& (3, 4,5), p=3,0=2d8(5,12,13), p=4,¢ =1 da (45, 8, 17), p = 4, N\ | .
¢ =3 da (7, 24, 25), p = 5, ¢ = 2 di (2, 20, 29), p=>5, ¢ =4 da (9, 40, B A B’ A

! 41) ete. Puteti folosi aceste triplete pentru a compune voi ingigi probleme
2 AC .
este suficient sa cunoagtem raportul 0 intr-un triunghi

Ly

i in care si nu .apard radicali® in cursul rezolvarn lor. Puteli verifica ugor

o are s . S g 00 o g ; g 1 alte cuvinte
¢i . y. = definiti prin formulele de mai sus verilicd relatia 2* 4 y* = 2% Cu alte ¢

dreptungmG gare are mAasura u.ugi}lulul B rg.ga_la cu z, pentru a putea calcula ' “
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cateta opusd unui unghi de mésurd » in orice triunghi dreptunghic caruia
b 8¢ cunoagle ipotenuza. f Wi

.;‘_’.\juugem la concluzia cd este preferabil si caracterizim mirimea unui
I.ll'l;_;l"?]' aseufit nu prin numdrul sin de grade, ci prin raportul dintre digtanta
de la un punct de pe una din laturile sale la cealalta laturg si distanta de I
acel punct la virful unghiului (fig. I. 52). ; . g

A .

i\—ﬂ & .G] 1‘141!
A0

Fig. 1.52

907
/i
R.--.t_lonanw].ltuf de mai sus (cu triunghiuri asemenea) ne arati cf acest
raport nu se schimbd daci inlocuim punetul eu alt punct de pe acea latura
sau de pe cealaltd san dacd inloeunim ungliul cu altul congruent

0

o .
AM BN (Cp ’
6 = 5 = o = R Fig. 138
Ay : O  CO DO

dd pswi, sl ©

Definifie. Daed 0° < & < W, se numeste sin z, §1 se citeste , sinus
de »7, raportul dintre eateta opusi unghiului 2 si ipotenuzi fnfr-un friunghij
dreptunghie eare ave wmul din unehiurile sale aseutite de masurd o,

A

Aan vizut mai sus cdf ,definitia este corectd®*
Veli vedea in ultimele clase de liceun ed sinusurile de unchiur nu se
mdsoard. ci se pob caleula printr-o. formuld in care apare o ,,,c'uu-'u] infinita®,
formuli ce ,incepe” astlel:
sin i = _i_?(_] 4 “J _
180 & |10 tzo {180

* Vezi la pag. 80 sensu] acestel expresii,

£

Dim mai jos o tabeld, (caloulatd, de exemplu, pe baza formulei de mai
sug). in care fioureazi valorvile lui sin , cu trei zecimale exacte, pentru tof

r exprimati printr-un numir inlreg de grade, cuprins intre 07 si 90°.

o 0 ! D) 3 4 5 6 7 S a

[ | 0,047 0,035 0,052 0,070 0,087 0,405 0,22 0,139 0,156

20° | 0474 0,208 0,225 0,242 0259 0,276 0,202 0,309 0,326

20 | 0,342 0,358 0,375 [ 0,407 0,423 0,438 0,454 0,469 0,485
30 : 0,500 0515 0,550 f'i-,?fEuf-} 0.5741 0588 0,602 0.616 0.529

AL | 0643 0.656 -0.669 0,682 0,895 0,707 0,748 0,731 0,743 0,755
S0 0.766 0.777. 0,788 0,799 0,800 0,819 0,829 0,839 0,848 0,857
60 | 0,866 0875 0,883 0,891 0.899 0906 0,44 0,921 0,927 0,94
70 0.940 0.946 0951 0,956 0961 0,966 0,970 0,974 0,978 0,082
g0° | 0985 0988 0,990 0,993 0,995 0,996 0,998 0,999 0,999 1,000

(ultima valoare este 1,000 prin ,rotunjire prin adaos™)

Cu ajutorul acestei tabele putem réspunde la doud tipuri de intrebdri:

1) Sa se afle sin 23°. Gisim din tabel sin 23° = 0,391; mai precis,

: \ T s, A A e e

deoarece Labelul contine valori aproximative numai: 0,3905 < gin 23°'<0,8915,
©'3 *Sinusul unwvi unghi este 0,32, Care este misura 2 a acelui unghi?
Din tabel gisim ei sin18° = 0,309 < 0,32 < 0,326 = sin 19°, dect x este

cuprins intre 18° s1 19%

Existd si tabele mai precise, cu mai multe zecimale; gi din ,minut in

minut* _ete.

‘Observatia 1. Putem determina misura z a unui unghi si dacd stim de

3 @ " ) e o B i : LT -
exemplu ed sin ’ — 0,16. Din tabel obfinem 9° < =< 10° desi 16" < & <
< 20°.

9. Din cele cunoscute pind acum putem deduee valoarea exactd a sinu-
surilor a trei unehiuri. Stim (teorema lui Pitagora) ca intr-un triunghi drept-

unehie isoscel de catetd a ipolenuza este « 2.

aV2/ o

Fig. 1.55 0

4500)9’
a

C
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L

Deci sin 45° = — =

. e
Lt

e
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ptim ca intr-un triunghi dreplunghic de ipotenuzi ¢ ce are un unghi

agcutit de 207 culela opusd acelui unehi este L (deoarece Leotipletind® -
unghiul se obtine un triunehi echilateral. ligr, I, o).

Dect sin 307 =

in acelusi trinnchi lungimea celei I g ¥3
f 1L 1 giniea celelalte catete oslp 2 /2 ..

- = l]d“ catete osl — H-E'-Ul'{’l'{'l' Il” ]I-H_-._
l,."':' A

cora) decr sin G :

Iy T A T Y T i X
f»_'-:h.h 1 “--=“f’"'-’"“’ . Cunoscind ipotenuza s un unghi ageutit ale nnw
Leinnghi dreptimghic. sa se alle catetele (fig, [. 57) i : = ot

)

a
Fig. 1.57
SRS T
B
fjm?‘_ﬂ?;n :
Coneclnzie
BC = a, B =g XA =00 Conapae.
& A i Aikgi= "0 Vi —
Rezoleare. Avem prin definilie ol 8m ., dect AC = w sin », Teorema
hii Pitagora di AB = Ve — 30 = Ja=— @ s = af T i,

_,"vl:a__i puteam serie,  deoarece S0 — O()° TR A [y, ek
ve H.-*ILI[U“'- ). y & ¢ s ' =
Observafie. S& remarcim cad am sceris sine in loe de
este o convenlie de seriere. '
P SR L A 8 " o
Problena rezoleatd 2. Cunoscind o catetd si ipotenuza unui biunehi

dreptunghic, sa se afle unghiurile triunghinlui (fig. 1. 58).

{80 @)=: aceasta

Concluzin

Ipoteza
XA =90°, BC =a, AC=1) ¥ B w X C=
- .-, ® . . }.’ . -
Rezolvare. Conform definitiei avem sin B = — si acvastd relatie consti-
i

fuie un raspuns la intrebarea ,care esle masura B

Misura 3 C se determind fie din 3 €' = 10" — JTB, he din gin € =
ot — b® A < . A8
- = teorema lui Pitagora, sin € = — ]

Tinind seamii de rezultatul din problema rezolvata 1, se da:

Definitie. Dacd 0° < x < 9J0°se numeste cos z si se citesle ,,cosinus
de 2% numérul sin (Y0°—2).

Sinusul si cosinusul unui unghi se numese §i ,functii trigonometrice ale

acelui unghi®.

CE §TIM DESPRE
SINUS §I COSINUS?

a. Intr-un triunghi dreptunghic ABC cu ¥ 4 = 90° avem AC = BC
gin B, AB = BC cos B (fig. 1. 59).

&

Fig. 1.59
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b. 0 <sin 2 <13 0 <cos & < L.

e. cos = sin(90° — z). Aceasta ne permite s folosim tabelul de la
pagina 43 si la calculul cosinusului unui unghi dat gi la determinarea unui
unghi cind i se cunoaste cosinusul.

d. Din rezolvarea problemei 1 am vizul c¢a cos x == [/ T —sinz deci
sin®x +} cos?z = 1 pentru orice # (cuprins intre 0° gi 90°).
Aceasta este o expresie ,brigonometricd“ a teoremei lui Pitagora.

e 1 . 9 8.y /8 ; 3 3
e. sin 30° = 5 sin 45° = =V,J,—‘ gin 60° = L — deci cos 30° = —V—,— »

. g 1
¢os 43° = Tz cos 60° = 5




TANGENTA UNUI UNGHI

Dacd intr-un triunghi dreptunghic ABC cu 4 = 90° cunoastem 4C = b

I
| g1 C = », atunci ipotenuza B 4 i 1
, ci ipotenuza 5O = -—, iar cealaltd cateld A B = BC sin v =
108 & : b
j.8n 2 Cu aceast I
== e aceasta @ ezolvat problema: cunoseci i ]
e ceasta am rezolvat problema: cunoscind lungimea unei catete
i ungluul aliturat dintr-un triunghi dre rhic, s ine Ii
: g ptunghic, si se determine lungimes
celeilalte catete. SR
, o ljl Fca'hm'lmt numericd a acestei probleme, sintem in situatia de a face
¢ impartire a douidl numere (sin @ §1 cos z) pe care le ludm din tabelul de
la pag, 44, Sa introducem: -
| Definiti ' ste L i i i
| | . _)I 11_11,1 ('.' e numeste tangentd & wnui unghi z, penfru care 0° <
‘ << 907, eital dinfre sinusul acelui unghi si cosinusul siu.
ke b sin @
' cos @

labela de valori a Langentei ugureaza caleulul de mai sus.

[0 l 9 3 4 5 6 R
4|_ } A 0,017 0,035 0,052 0,070 0,087 0,405 0,123 0441 0,158

| 1}3 i Hlto 0,494 0,213 0,331 0,249 0,68 0,287 0,306 0,32 0,344
20 364 0,384 0404 0424 0,445 0460 0488 0,510 0,532 0,554
1:: 'Ulb):}: t_i,gillf.l L_I,L:w'jf_. L:r.b‘fiq L'!,tj?;. 0,700 0,727 0,754 0,781 UZS-IO

- 839 0,869 0,900 0,933 0,966 1,000 1,036 1,072 1,414 1,150
50 1,492 1,235 1,280 1,327 1,376 1.428 1483 1.540 1.600 1.664
607 | 1,732 1,804 1,881 1963 2,050 2145 2,246 2,356 2,475 2,603

76 | 2,767 2,904 3,078 3271 3487 3,732 401 4331 4705 5445

' Bl 50.674 6,314 7A45 8A44 9.514414.430 I’_:{I_;I_‘jt.|;|t.:_«'| 35:5;-';:, ,Lj!.mlL‘n

Se mtroduce si:

Delinitie. Senumeste cotangentd a unghivlui z pentru 0° < » — O

citul dintre ecosinusul acelui unghi si sinusol sin, ole = 50

L=

SN

7. Probleme

[ Examinali tabelul de valori al sinusului si vdspundeli I;l intreba-

. ey ”"'f“ dacd @ < y atunei avem sin 2 < sin y, sin x > sin rf‘sau gin 2 =
] = sm y? ‘ Ee

l)gmunstrat,i apol raspunsul (evident ca tabelul, ce nu contine decit

valorile lui sin » pentru » intreg, nu ne poate aj uta in aceasts‘l denirm—

' stratie); amintifi-va teoremele de la ,inegalitafi® !Geumetrié el a Vi-a)

| oo 2o Aceeasi intrebare pentru cosinus. | .

{6

3. Examinati diferentele dintre valorile succesive ale sinusului dmn

“tabelul de mai sus; mai precis examinati valorile expresiei sin(z +1%)—

— sin 2 pentru 2 intreg. Unde cregte sinusul mai repede, in zona valori-
lor inici sau a celor mari ale lui 2?

4. Care sint valorile lui 2 pentru care sin x = cos x?

5. Ce puteti spune despre masura 2 a unui unghi ascufit pentru
care sin x = 0,87 Dar dacd gtim cd cos y = 0,657

6. Tpotenuza unui triunghi dreptunghic are lungimea ¢, iar unul din
unghiurile ascufite misura @. Si se exprime lungimile catetelor, ale
indltimii, ale proiectiilor catetelor pe ipotenuzd.®

7. Inaltimea unui triunghi dreptunghie corespunzitoare unghiului
drept ave lungimea £, iar anul din unghiurile ascufite ale triunghiului
are masura . Exprimati lungimile ipotenuzei, ale catetelor ete.

§. Baza mici a unui trapez drveptunghic are lungimea b, latura
Loblici* are lungimea ¢, iar unghiul ascutit misura 2. Sd se exprime
buza mare, latura perpendicularid si diagonalele.

9. inte-un cere de razi R se considerd un unghi la centru de masura
s, Care este lungimea coardei ,corespunzatoare” iy
1. Un lriunghi isoscel are unghiurile de la bazd de miasurd z, iar
Juturile congruente de lungime . S8 se caleuleze baza, inalfimea cores-
punzitoare bazei si indltimile corespunzitoare laturilor congruente.

11, Se cunose lungimile bazei §i a laturilor congruente dintr-un
triunghi isoscel, Sd se serie o velatie din care si se poatd determina
unghiul de la virl al triunghiului (relatia va conline, evident, ,sinus”
sau ,.cosinus™).

{2, Cunoseind lungimea i litimea unui dreptungh, sa se determine
masura unghiului ascutit lormal de diagonalele sale.

13.- Un punct este la distanta de 15 m de centrul unui cerc de razd
5 em. Sub ce unghi ,se vede cercul® din acel punct (cu alte cuvinte,
care este unghiul format de tangentele duse din acel punct la cerc)?

4. Doud cercuri de raze R si r au distanta ¢ intre centre. Sub ce
unghi se vad cercurile din punctul de intersectie al tangentelor comune
exterioare? Dar din cel al tangentelor comune mterioare?

15. O dreaptd este la distanta h’p Lil'l;.\i‘l'll|-l'lli puui cere de raza H.
Cave este unghiul format de dreapti eu tangenty la cerc intr-un puncl
de intersectie al ,n:ll-L-1nt,ui"|:|1 cercul !

16. in AABC cud A =90° ducem AD L Bt.-Dif 0 AR EF'1 BC.
Exprimati B si AF cunoseind BC = « g R

17. Avitati-ci clga

: 1%, Avitati ed cbyg p = bgl9(
- 19, Caloulati tg 29°, otz

+ g agsasta problemy ca §i la cgle co mn
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20. Ce putetr spune despre unghiurile z, y dacd tg # = 2.1 1 otgy

0.57

21, Aratati ca daca » < y atunei le » < to Y dar cleg r > ete .

22, Determinali tangenta si cotangeita unchiurilor de 30°, 45°
s1 607,

Rezolvarea triunghiurilor oavecare

In acest paragral vom rezolva cele trei probleme puse 1nca de anul
trecut, Ja lectia despre constructia triunghiurilor. )

Problemd rezolpatd 1. Tntr-un triunghi se cunose luneimile a doud laturi
$t masura unghiului cuprins. Sa se determine lungimea celei de-a treia laturi
$1 masurile celorlalte doua unghiuri.

Si considerfim intii un caz coneret, in care si presupunem ea ,anghiul
cuprins® este dal pu prin mésura sa ci prin cosinusul siu (fige. 1. 60).

B

\ Fig. 1.60
/908 b

A D o

Ipoteza Concluzia

AB =5 AC=73 A <90° cos A = 04 BC =14..,4C= .
=R =

Rezolvare. Pentru g putea aplica relatile din triunghiul dreptunghic

ce le cunoastem, si ducem indltimea BD. Vom avea din AABD. AD —

=4Beos 4 =504 =2, BD= |/AF — AD* — |/71, apoi DC = 7

—2%=5 i din ABDC, BC= [/BD*+ DC* = /1B, sin ¢ = Y2
/&6
TR et
¥ \/T.- = |/ 0,4565 = 087..., C = 49°.. iur I ABC = 180° - (32 4 +
&0 2

+ 92 €) = 180° — (66° 4 42°) = 74° (unghiurile din parantezd sint ambele
pulin mai mari decit valovile scrise...)*,

Vom rezolva insi prima parte a problemei si in cazul
literale; se va vedea cum rezult
pentru problema 3.

general, cu date
atul'ce-l vom obtine va fi ezential in special

> ’ { 51
* Puteam detepmina pe BD gi ca AB sin A, jar pe € i din cos € — —D- = oot
: BC V&6
48

Va trebui sa deosebim doud eazuri,
Casul 1, | 'nehiul cupdins este asentit (fie. T. A1),

%

Ipoteza Conclusiv

Al =¢, AC =0, b € ¢, < 4= 2: Br=,

Rezoloare. Rolurile ce le joaca 4B si 4°¢' in enunt sint simetrice. (e
aceed am precizat ¢d b < (. pentru a gli i B < <2 C, deci 68 B este asen-
[it si cd ligura aratd ags cum a fost desenati. Vom proceda la fel ea in cazul
concret de mal sus: vem considera piciorul D al perpendicularei din ¢ pe AB,
care, datoritd ipotezelor, se va afla intre A s B.

In AACD avem €D =1 sin %, AD = beos z: apoi BD = ¢ —
— beos . Teorema lwi Pitagora in ABDC di BC =|{BD* I- DCe

= ['b%in“z I (¢ deos x)e == !.('H::{:-:i?l'":r' R 0 1) g~ Z0C G088 3=
== vr‘_rt": i i r,': - 2!_}”' cOR a5

Cazul 2. Unghiul cuprins este obtuz,

Fig. 1.62

Lputezu ; Conclusta

AB s, AC = b Zh =g B

Rezolvare. In acest cuz 37 B este sigur ascutit. Avem 3 CAD = 180°—z
$1 in continnare procedim in acelasi mod ca in cazul 1: 4D — heos(180°— &),

CD = bsin(180° — &), BD = ¢ + beos(180° — 2), BC = YT~ + BD? =
l:'I-FJ:-H_II-I;.;';(._I:‘:l-l - J-'.} _,_[.r A »‘;ll-.u I'-«'{-I-."':h - e} = I.'..-";'-" _;“ e : _’,}u I_‘IIH{i;\,‘l(—__'_:?}
b

siapoi s B = ==,
[

Observagie. Daca examinam cele doud formule obtinute in cele doud
cazuri pentru lungimea lui BC observim cd. dacd detinim, pentry 90° < <
< 180°%, cos & drept — cos(180° —u), atunci formuls de la cazul | este vala-
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bilii -4 in cazul 2: Dacd definim §i cos 90° = 0; atunei formula de la eami‘“}t'
va fi valabild si pentrn 324 = 90°, devenind teorema lui Pitagora. -
Din rezolvarea problemei 1 deducem deci. ~
Teorema Tui Pitagora generalizati in orice triunghi,
piitratul unei laturi este egal en suma pitratelor celovlalte douid laturi minus

| dublul produs al celor doud laturi inmulfit en cosinusul wnghinlui format de

ele, convenind si considerim eosinusul unui unghi obtuz ea fiind egal eu cosi-
nusul suplementului, ¢u semnul minus.

B

Fig. 1.63

A C

BC: = AB® +AC* — 2AB - AC - cos A; "cos = — ¢os(180° —z),
cos 90° = 0. '

Aceasti teorem# se numeste teorema lui Pitagora: ,generalizald® deoa-
vece teorema lui Pitagova este un caz particular al ei, pentru 974 = 90°% -

Problemd rezolvatd 2. Cunoseind masurile a doud unghiuri ale unut G-
unghi gi lungimea laturii cuprinse fntre ele, ¢a ge determine lungimile celor-
lalte doudi laturi (i misura celm de-al treilea unghi).

Vom considera un caz concret (fig. 1. 64).

. Ipoteza Concluzia
BC =10, ¥ B = 25° ¥C = U B v ey B o o
Rezolvare. BEvident <4 == 180°—(25" - 40°) = 115”. Vom considera,
ca in problema precedentd, piciorul D al perpendicularei din € pe Ab. Avem
o
g sin EiD 3
= ﬁ = 4.66... Caleulul hui A B se face asemandtor, ducind perpendiculnis
d.ino..i;,bpﬁ AC 1 AB = e T”.’ T 1.0-.- 0;5_;3
sin (480 - ) . 0,906 .

Observotie. Dacd vom conveni si consideram c¢d sinty = L gl ed,

pentru 90° < z < 180°, sin » = gin(180°—2), atanci in figura [.64, de exem-

€D = BCsin. B = 100,425 = 4,23," jur Y CAD = 65°;, AC =

w700,

Guldm indljimes div B a triutighiujul, am cajeuls wél dietauta AD-de ia 4

RG s B

pha, am puies sere dwect €D = ACsim A4 si dect AC = ar {10 lormoid
st ' iy A ;

valabud in toate cazurve {chiar cind 3~ B ar i obtuz).
 Probiema rezoswana . Gunoseind jangimiie ceor treilaturi ale unai (ri-
unghy, s5 se afle mésurte unehwrycr saie, '
Vom considera, ca mai mgh

®

ite, un caz concret (liz, [G3).

Coneluzia

i Pl i Nl ay
v KO =

ﬂezqwai'-ea este sunpli. pe baza teoremei lai Pitagora weneralzate,

BC¥ = AB* -+ AC* — 24 B~ ACeos 4, dem 4% = 25 4- 64 — 3ueos A;cos d =

o S5 bl ;

SR e 60°. Asemiindlor obbinem G4 = 49 425 — T0ens 1, cos I =

e 1 e [_'} 142 N g D 9 . oot ¢ .i|

=--=0142,., g 6=81.5% 61 20 =49 + 64 — [12¢o= C, Cos € = - =
; ’ i4

= 0,785.... §7C = 35°... Bineivleles ¢d uitiul nnghi pulea Nt dedas dio celes
1a?t-e dovd — suma anghinriior trinngbivion find 1807,

Ubservaiie, Unaore. cind atit datele problemei, cil si ceea ce se cere cal
culyt, se referd nurmal 18 lnnvimi de segmente, este avanbajds si oo anbre-
ndm g unghioy in caleniele noastre &1 sd ennntim teoreme i Pitagors gene-
ralizatd astiei: pOivet il ey GIHET o e fregies il oste oo el S Ir;;é".rmmr"—rr
celoriatie doud plus sau winas, dupe com anehind opus este obinz sai useefil,
produsud dintre una din celelaite doud s1 profeclio ceteifulte pe e,

¢

Fig, 1.66
A Do - B R >

BC* = AB* + AC* — 4B 4D BC? = AR + AC* +2A8-AD
AD = L ACeo: A

De exemply, daca v situatia din problema rezobvatd 3 am dom ea eal
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la piciorul inaltimii prin formula de mai gus si am gasi AD =

teorema lui Pitagora am deduce BD = |/ ABE — ADF = |/

52

=2, iar apoi din

i

[58 -51/3

4

8. Probleme

1. Care sint toate valorile ce le ia eos @, cind z variazd de la 0° la
180°? De cite ori este luatd fiecare din aceste valori?

2. Aceleasi intrebiri ca la problema 1 pentru sin .

3. , Rezolvati ecuatiile® cos x = 0,75 cos @ = —0,39, cos » = 16,
precum si sin x = 0,4, sin & = —034, sin z = 2.

4. Si se arate cd relatia sin®z 4- cos®z = 1 este adevirvata pentru
orice & cuprins intre 0° g1 180°

5. Exprimati, pentru 0° < 2 < 90°, sin (90° 4 ) st cos (90° 4 ) in
functie de sin z, cos @.

6. Este adeviirat ca cos 2 = /1 — sin® z pentru orice « intre 0° g
{80°? Dar sin 2 = }/1 — cos%z?

7. In problema rezolvatd 2, figura 1.64, determinati lungimea AB
fird a mai duce perpendiculara din B pe AC.

8. Un triunghi are unghiurile de 60°, 45°, si 75° iar latura dintre
unghiurile de 75° gi 45° de 4 em.

a. Determinati lungimile celorlalte laturi

b. Folosind §i metoda giisita in problema, 7 deducefi o expresie
exactd pentru sin 75° si cos 75° ,

9. Cele trei laturi ale unui triunghi au lungimile de 10, 12 s 8.

¢. Caleulati lungimile medianelor acestui triunghi.

h. Calculati unghiurile dintre mediane gi laturile corespunzatoare.

11}, Un triunghi are doud laturi de 8 si 11, iar unghiul euprin¢ intre
ele de 60°. Calculati lungimea celei de a treia laturi si mésurile celorlalte
doud unghiuri.

11. Un triunghi isoscel are laturile congruente de 8, iar unghiul
din virf de 45° Caleulai baza sa, iniltimea corespunzitoare bazel.
Deduceti valorile exacte ale lui sin 22°30" si cos 22°30" (in expresiile
lor vor apirea, bineinfeles, radicali). ;

12. Rezolvati problema 11 cu un unghi oarecare 2 in loc de 45"

13. Laturile unui triunghi A BC au lungimile de 4B =6, BC =7,
("A = 8. Pe latura BC se alege un punct D astfel ca BD = 3. Determinal
lungimea AD.

14. Un triunghi are o laturd de 12, unghiul opus de 56°, iar unul din
celelalte unghiuri de 62°. Determinati raza cerculul circumseris triun-
ghiului.

15. In problema precedentd, determinafi si raza cercului inseris in
triunghi.

16. Doua laturi ale unui trinnghi au lungimile de 9 g 14, unghiul
cupris nfre ele wsbe de 40 Caleulat tungrmmea hisectoare 11!'!!‘{!55}}1:1125—
toare laturi de 4,

17. Laturle uoul paraletogram au hingimile de 5 s 8, jar unul din
nnghineile sale are S0 '

a. GCaleulati lungonile dingonalelor

b, Caleulati unghturde dintre diagopale silatur,

e Caleulati unohind dintre  diagonale.

I8, Distanta dintre conlreele a doud cercurt de raze 9 si 13 oste de 20,

a. Caleulati luneimea coarder lor comnpe.

b. Caleulati ungh! dintre tangentele 1 cele doud cercurt intr-unul
din punctele lor de intersectic,

L9, Aveeasi problema. distanta diolee centre Fimd de 3.

20. Bazele wnui Lrapez au 15 respectiv 9 ca lunging, iar laturile ne-
paralele au 11 @ 13, :

a. Cum arabd trapezul. asas sau asa

(Cu alte cuvinte: ungliurile ascutite ale trapesului sint  aliturate
Bau Opuse.)

b. Caleulatr lungimile diagonalelor trapezului.

¢. Caleulati unghiwale trapezulhii. _

d. Caleulati unghiurile dintre diagonale s laturi.

e Caleulati unghiul dintre diagonale.
Incercati sa vezolvati fiecare din puncte bazindu-va pe cit mai putine din
rezultatele punctelor precedente,

21, Bazele nnui trapez sinl lungi de 16 4 4. una din laturile nepara-
lele are 6, we una din diagonale 12, Rezolvati penfrn acest brapez punctele
a-e din problema precedonta. '

22, Din dowd puncte ale anet drepte depavtate intee ele cu 4. ducem
doud segmente perpendiculare pe acen dreapta. de lungimi 5 si 7. Core
esbe distunta dintre celelalte capete ale acestor sepmente.

28, Intr-un patrulater conves A BCD avemn AR = 13, BC = 25,
] o y 4 s ; = . . . 3 ’ "
CD =26, DA = 12)/2 jar BD — 17. Caleulati lungimea diagonalei 4¢.

0 i . + an P s . . .

24, In problema 23 caleulati si unghiurile patrulaterulul, unghiuvrile
dintre diangonale si latwel. unghiul dintre diagouale.

9 3 . v 3 O F e . 3

25. (o problemele 2324, punctul D este in interiorul, in exteriorul
sau chiar pe cercul ve trece pemn A, B, CF

Aplicatii praetice

Heamintiti-va aplicatia praticd de la pag. 26 ¢ rezolvai din nou pro-
blemele respective, fard @ mal wmasura nimic pe hirtie.
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Tnirebdri. Cu ce se usureazda munca elevului din figura 131 daca el are

Ja dispozitie tabelul de la pag 467 |
Cum puteti atla, fara a trece riul, daca aparatul meteorologic din fign-
ra 1.67 este vizut de observatorul din punctul &7

<43
=id

CITEVA TEOREME IN PLUS
(FACULTATIY)
In problema 17 de la pag. 12 s-a cerut si se demonstreze:
Teorema bisectoarei. Bisectoarele interioari si exterioari. a

unai unghi dintr-un triunghi, fmpart latura opusi intr-un raport, egal eu
raporful laturilor ¢e formeazd unghiul (fig. 1.68)

Fig. 1.68

. Ipoteza - : {,onulu.ﬂd

DAC, XCEAB' = XEAC . DB _EB _4¥
{D:.B ‘i: %( : DC CrOC AU

- - Demongtratia o v'o‘n sﬁhita numai, Alegem pe dreapta AB pun(,tels
D', E’ aga incit AD' = AE" = AC, D’ fiind pe semidreapta AB’ iar ‘E} pe

eemidreapta 4B, Se ara

Thales in ABD'C tdiat de AD si in ,‘f H’ l.udt de H

: Pe baza teoremei bisectoarei vom rvezolva:
Problemd. Fiind date dond puncte A,

ate.

e atle locul geometric al tuturor punctelor 1/ pentrn e

M

S
Fig. 1.69 ot

kg
/ SR
A 2 R I,

Ipoteza
MEB

Rezoleare. Si. ducem bisectoarea interioard §i cea exterioard a .4 W R.

Ele vor tdia dreapta 48 in doud puncte C si D astlel incit, conform teoreniei
. - CA4 D Mo & .
bigectoarei, (_—= Qf‘_ = k. Deci punctele €' si D sint fixe, nu depind e
¢B. DB

M, ¢i doar de A, B § k (vezi problemele 4 gi 5 de la pag 12). Avem g
MC | MD..., deci M se afli pe cercul de diametra CD.

Pentru a rezolva complet problema, urmeazd s demonstrim ca oriee
punct M de pe cercul de diametru C'D are proprietatea %‘ = I (scrieti ipo-

ME

teza gi concluzia acestei parti a rezolviirii). Aceastd demonstratie intinping
greutdti mai mari decit ne agteptim. Vom proceda prin urmitoarea metods
Vom alege un punct M pe cercul de diametru €D, vom considera dr eapta ¢ .l,f
g simetricul 8" al i B fati de C M (fig. 1.70).

Mf
M

Fig. 1.70 VB
90°
A sy D

Despre punctele € si D stim ¢ au proprietatea ce trebuie stabilitd, deci
presupunem ca Y este diferit de aceste puncte. Rezultd cd C M nu este per-
pendiculard pe AR, deci B’ nu se afla pe AP g dreapta AB' taie dwdpla
€ M=ntr-un punct M (acest ultim fapt rezultd din BO=2C A, deci AB % € M),

Revultd ugor ca M’ (, este hl‘vbbtUdJl—:d ;:;4 U b‘ dem (teorema bizestoarei)
wA cd_ ; :
e

S v aaD dp R s A T h ey 1 % ) Ko

B

B sioun numar & diferit de’ |

MM A i "
are L5 he(fig. 1.69).
ME : ;




Conform primei parti a rezolvirii, M’ se va afla pe cercul de diametru

CD. Dar dreapta €M nu poate avea mai mult de doud puticle comune cu

i . MA )

acest cere, deci M' = M si e k, q.e.d.

M

Observatie. Pentru % == 41, locul geometric din problema este media-
toarea segmentului A B.

. i ; MA :
Cercurile ce apar ca locuri geometrice ale tuturor M cu . ke, pentru
i »

un segment dabt A B gi pentru diversi £ <= 1. se numese cevcarile lui Apollonios.

Problema rezolvati 2 de la pag. 11, impreund cu problema 18 de la
pag. 13 arata valabilitatea urmatoarei teoreme.

Teorema tui Menelaos., Daed o dreapti 4 ce nu frece prin
nieiunul din virfurile unui trionghi ABC taie dreptele BC, CA, AB respeetiv
in M, N, P, atunci EENC T

MC N4A PB

Convenim, la fel ca in cazul puterii unui punct fata de un cere, sa consi-

derim ca I—ti—;i: este negativ daci M se afli in interiorul segment ului BC §i pozi-
M *

tiv dacd M se afld pe dreapta BC, dar nu in inteviorul segmentului BC. Valoa-

vea -1 din enuntul teoremei spune cd sint doud posibilitafi: doud din punctele

M, N, P sint in interioarele segmentelor respective iar al treilea nu (fig. 1.74)

sau nicinnul dintre cele trei puncte nu se afli in interiorul segmentului res-

pectiv (fig. 1.72).

Fig. 174

¢ M Fig. 1.72
N

P

Aceasta Leorema ne da pogibilitatea si imagindm o metodi de a demon-
stra cfi trei puncte sint coliniare.

Urmitoarea teoremi ne oferd o metoda de a demonstra ca trei drepte
sint concurente. .

Teorema lui Ceva, Daei D este un punct nesitual pe niciuna
din dveptele AL, L, (|, unde ABC este un triunghi, si dacd M, N, P sinf

punectele de intersectie respective ale lui AD cu BC, lui BD eu CA si CD en
MB NG PA
MC  NA PR
cu privire la semnele rapoartelor ce wpar) (fig. 1. 73).

AB, atunei avem — —1 (unde facem conventia de mai sus

A

P N
Fig. 1.73

B M C

(Se poate intimpla ca figura si arate altfel: numai unnl din punetele M, N, P
si se afle in interiorul segmentului respectiv).

Demonstrajie. Teorema lui Menelaos in A ABM tiiat de PDC di
?;} f—?; g—:ﬁ = 41, iar aceeagi teorema in, A ACM taiat de NDB da
NC DA BM _ 4
NA ‘DM’ BC

Sit inmultim, membru cu membru, eele doud egalititi. Tn dreapta obti-
nem evident -1, iar in stinga g2 este -1, ﬂ = E iar o

- DA DM : CM MC BC

Se ajunge imediat la relatia doritd; mai mult , modul de redactare al demon-
gtratiei nu este influentat en nimie de inlocuirea figurii 1.73 cu o figurd descrisd
»in paranteza de dupa figura 1.73% q.e.d.

Sa dam gi ,rezultatul” problemei 13 de la pag. 52 rezolvata cu date literale
impreunit cu demonstratia sa.

Teorema lui Stewart. Daci M este un punet in inferiorul
laturii. BC a wnui friunghi ABC, atunei AM?- BC — AB* MC - ACA
«BM — BC - BM - MC (fig. 1. 74).

B M "
Demonstraiie. Teorema lui Pitagora generalizatda in AL, AABC,
da A M2 AB:+-BM? —2AB-BM-cosB,
AC2 = AB2 - BC? — 2AB - BC - cosB.
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Eliminam pe eosh inmultind prima relatie cu BC, gi sedzind din ea
pe a_doua, inmulfitd in prealabil en BM. Relatia ce se obtine se serie, dupa
ce trecem termennl AC? - BM in membrul dei:

AM2- BC = ABYBC — BM) + AC?*+ BM — BC - BM(BC — BM)
de nude pind la eelatia doritit mai este numai un pas: BC — B —= M.

9. Probleme pentru parvagratul facultativ

1. Ce devine leovema loi Stewart eind M este mijlocol lui BCT
2. Caleulati lungimile hisectoarelor unui trinaght cunoscind - lungi-
mile laturilor sale.

3, Desenati o ligurd in cave, in acelagi triunghi, si se poatd aplica

si teorema lui Menelaos si teorema lui Ceva, doud din cele trei. puacte_

liind aceleasi in ambele aplicatii, Enuntati rezultatul obtinut.

{. Enuntati si demonstrati veciproca teoremei lni Menelaos.

5. Aceeasi problema pentru teorema lm Ceva.

6. Se congiderd trei eercuri, ce n-au centrele coliniare, si astfel ineit
printre ele si nu existe doud cave sa fie interioare san tangente interioare,
((0)). (Cs), (€5). Tangentele conumne exterioare ale lui (C;) $i (C,) se intil-
nése in A ,; definim asemandtor punctele Ay, Ag,. S& se arate ca cele
trei’ puncte sint coliniave, ; 25 =

7. Lnuntati o problemd aseméndtoare cu problema 6, in care si
fie vorba 'si de tangemte comune interioare. '

Q. Cercul inscris in trinnghinl 4 BC atinge laturile BC, CA, AB in
M, N, P vespectiv. Demonstrati e¢i AM, BN, CP sint concurente.

9. Enunfati o problem# aseméinitoare cu problema 8 in care sa fie

vorba de un cerc tangent celor trei laturi ale noui triunghi, altul deecit

cel inseris.
" 10, Care este locul geometrie al punctelor pentru care diferenta
patratelor distantelor la doud puncte date sa fie constanti?
1. Care este locul geometric al punctelor ce an puteri egale fatd
 da doud cercuri date?
: 12. Locul geometric din problema 11 se nnmeste ,axa radicald"

-l

a celor doud cercuri. Formnlati gi demonstrafi o teoremd care sd aiba

drept caz particular pe cea din problema 5pag. 33.

13. Pe laturile BC, CA, AB ale unui triunghi se considerd punctele
. N, P astfel incit AM, BN, CP si lie concurente. e W', N', P
simetricele lui M, N, P fatd de mijloacele lni BC, CA, AR, Demonstrati
ea AM', BN', CFP sint concurente.

(4. Dintr-un punet M se duc perpendiculare pe laturile BC, C'A,
AR ale unui trinnghi; fie O, E, F picioarele lor. Si se demonstreze ed
BD? 4 CE® + AF? = CD* + AE? + BF* Enuntali si demonstrati o

reciproca.

# Tiozullatul se numeste ,,teorema mud.imu':i“.

156. Determinati locul geometric al punctelor pentru care suma patra-
: “telor. distantelor.la douil puncte date A §i B este constanta.

16. Se consideri un punet 4 si o dreapti d ee nu trece prin el. Fie
@' paralela la d. ce trece prin mijlocul segmentului cu capetele in A si
in piciorul perpendicularei @ din 4 pe d. Si se demonstreze ca locul
geometric al punctelor egal departate de A si d este tot una cu locul
geometric al punctelor pentru care distanla la @ este medie proportio-

nalii futre distanta la 4’ gi dublul distantei de la 4 la d.
17. Tnbr-un briunghi se cunose doud laturi @, b si unghiul B opus
uneia din ¢le, Daterminati cea de a treia laturd si celelalte doud unghiuri.
Discajie:.in ce. cazuri; avem. o solutie, in ce cazuri doud gi in ce cazuri

niciuna?

“Observatie. In paragraful dinaiote.am invitat sé. rezolvam toate cele
trei probleme ce ni le-am pus anul trecut cu oazia construirii triunghiu-
rilor. Anumg: cunoscind trei din elementele unui triunghi (nu toate unghiuri),
si calouldm celelalte trei, Din problemele ce le-ali rezolvat, afi invitat sa cal-
culabi lungimi gi unghiuri ce apar in paralelograme, trapeze, patrulatere oare-
care, creur. -

- Aplicatiile practice ale geometriei ne pun tocmai astfel de probleme,

~ In acest paragraf ati luab cunogtinti de posibilititi de a continua dez-
voltarea geometriei in stilul in care v-am prezentat-o. Ati vizub ci se mai
pot demonstra teoreme interesante, frumoase, asupra figurilor ce le cunoag-
tem; astfel de teoreme sint incd multe, Enunturile lor nu se complici mereu.
Ce simplu este enuntul problemei 8, §i ce dificili, daci nu imposibild, apare
solutia ei dacd n-am cunoagte teorema lui Ceva. Avem astfel o idee asupra
resurselor de care digpune mintea noastri in actiunea ei de cﬁnuafgteral a
lumii. :

In clasa a IX-a, la ,Geometrie plani®, veti relua cunogtintele cipétate
in clasele VI-=VII la un niel mai inalt de rigurozitate si veti face cunogtinta
gi cu alte feoreme de geometrie,

Atunci veti stiipini mai bine decit acum caleulul algebric §i veti putea
rezolva ecuatii de gradul 2, ceea ce vii va permite si fratati multe din proble-
mele ce le-ati rezolvat pina acum cu date literale.

in clasa a VIII-a veti folosi cunostintele din clasele VI—VII pentru
studiul figurilor in spatiu si pentru caleulul elementelor lor.




\ CAPITOLUL 2
ARTI

INTRODUCERE

Notiunea de arie era bine cunoseuta, ined dimainte de a [ ineeputb. in
glara a Vl-a, studiul geometeiei. Astfel, in figuea [1.1, intuitia ne indeamni
sa spunem ca arvia A BC este mai mare decil aria DEF, in ciuda faptulul cq
DEF este mai lunga® decit ABC. Exista o situatie geometrica in eare ariile
se aduna, asemanatoare cu cele in care se aduna lungimile segmientelor sau
méasurile unghiurilor: in fig. II.1 avem aria GHIJK = aria GHI -+ ana
GIK 4+ ara IJK.

A —_—

!!'I\\
/ \
/ \

Dar oo no am lual in considerare notiunea de arie cind am deseris, in
partea | -a manuvalului de clasa a Vl-a, notinnile de baza ale geometriei plane.
Este cazul sa privim aceasta ca o lipsa? Nu, deoaroce astfel de nogiuni, sngerate
de experienta noastra si nu de logica dezvoltarii geometriel. mai pot apdren
i chiar vor apdrea in capitolul 3.

Ne aflam deei w fata uner situatii nol Intuitia neastra pune in evidenta
g notiune noud gi unele proprietat ale ei. Noi <im{im® ci aceasta este o notiun
te enomekrie. Se pune llI'lF|.li!'Hl:l 28 exprmam toale aceslea in lit{'ilm‘jul gen
metriei noagtre, cu alte euvinte sa deflinim aceasta notiune si sa demonstrim
proprietatile descoperite de noi inainte.

a0

Cum in clasele precedente ati mai invillat cum se caleuleazi ariile, noi
vom merge aeci ,drept la tintd®, fara a ignora cunoglintele de pind acum
asupra ariilor (evident insa, fard a ne bhaza pe ele in demonstralil).

Observatie. Cind vorbim de aria unni triunghi, ne gindim de fapl nu la
aria figurii formatd de virfurile triunghiului, ci la aria sinteriorului triunghiu-
jui®, inteles drept mullime a tuturor puncielor care se afld de aceeasi parte
a oriefireia din laturile trinnghiului ca gi virful opus (fig. 11.2).

Daca privim schema triunghi — interiorul sdu — aria, observim ca
fiecdirni triunghi, chiar gindit ca o figurd formati numf\i din trei puncte
(virfurile) i corespunde o arie. Un astfel de mod de a gindi seurleazi expune-
rea, evitind repetarea inutild a covintulai ,interor®,

Aria unui triunghi

Definifie. Prin aria unui (riunghi intelegem jumditate din pro-
dusal dinfre o laturi a triunghiului gi indlfimea eorespunzifoare acelei laturi. Cu
alte cuvinte aria unui friunghi este egalé eu jumstate din produsul dintre
Whazi® gi ,indllime«). '

Aria triunghiului ABC o vom nota Sype

A D B

Avem trei posibilitdti de a caleula aria unui triunghi dat, corespunzi-:

toare celor trei laturi ale sale, si nu stim dinainte cd toate trei conduc la
acelagi rezultat. Ar i trebuit deci sd demonsirim, inainte de a da definifia
de mai sus, o teoremd, al cérei enunt il puteti ugor deduce (vezi chiar pro-
blema 9 pag. 24.

Teorema asupra pulerii punclului apiruse ca o teorema importanti;
din ea am dedus teorema lni Pitagora. Teorema ce va trebui s-o demongtrim
aici, degi ,,de neinloeuit® in acest paragral. nu apare ca o teoremd atit de
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tmportanta in alte 4,1[11#1.]0 ineit sa merite sa fie pusd in rind eu teorema
It lhalm o tea a lui Pitagora ete... O astfel de teorema se nnmegte ,lemi™:.
deci prin e vom intelege tot o teorema, insi care are nnmai in rol ‘l]l}ltdi’)l.

[storia matematicii cunoagte insi exemple in care o L umild lema” a.
sfirgit. priu a deveni mai celebri decit teoreme demonstrate pe baza e

I, e m & Intr-un triunghi. produsul dintre o laturd si indllimea cores-
panzatoare ei este acelasi pentru toate cele trei laturi (adtTel spus. definifia
precedentii  este  corecia).

A
E .
I":I:' || i
B8 D c

Ipotesa Conelusin

S BG. BE I AChe! T1:4) AD - BC = BE « AC

Demonstrafie. AACD ~ N BCE, eonform cazulni 2 de asemdnare,
decarece 4= LDC = 90° =3~ BEC 81 92C = 97, annliﬁ‘—li = ;n de nnde

obtinem, scriind ca produsul mezilor este egal cu al extremilor, relatia din
goneluzie.

Observatie. Arvia unui triunghi depinde de unitatea de misura aleasd
pentru lingimi. Dacd inlocuim aceastd unitate cu alta, de & ori mai lunga
decit prima, atunei lungimile tuturor segmentelor se 1mp'u‘t cu k, iar toate
aciile triunghiurilor devin de A* ori mai miei.

: In imtroducere am vorbit, de o,situatie in care ariile se adund. Un prim
fapt de acest fel este stabilit in teorema urmditoare. :
“Teovemi (proprietate de aditivitate pentru arii). Dacd D este un

punet din interiorul laturii BC a wnui trinnghi 4 BC, atanel § 450 = Sapp +

+ Sicp (g, TL5).

A

JFig. 113

90°
B H H ¢

Demonstratie, S congiderdm indltimea A/, Avem Sipe =

BC-AH _

(==

(BD ~ DC)AH  BD-AH | DC - AH

2 2 2

~ Sapn + Saco, ged. =Y

" Observagie. Enuntul ,proprietitiii generale de aditivitate” este complicat
si nu-l vom da. In problemele 6, 7 de mai jos, vom indica alte expresii ale
acestei proprietiiti; in paragraful urmiitor vor apéirea de asemenea alte pro-
prietiti ciirora li ge potrivegte acest Litlu.

In incheierea acestui paragral, sa arvatdm cum teoremele demonstrate
aici, desi simaple, permit seurlarea rezolvirilor unor probleme.

" Problemd rezolpatd. Si se demonstreze ci suma distantelor unui punct
din interiorul bazei unui triunghi isoscel la cele doud laturi congruente este
constanta. i

A

IMig. 11.6
¢
I poleza = Conelugia
DE 1 AB, DF 1 AC, 4B = AC DI 4 DI = ... (constant).

Demonsiratie. '\omqtd esbe una din problemele ,,de cl. VI-a“. Acum putem

face demonstratia astfel. Si deriem, conform teoremei de aditivitate, Sapc =
AB.DE | AC - DF _ ABDE+DF) ..

= Sanp + Sacp, deci -5'.-1~r it e ey 2
. 25550 ; : i ;
nem DF + DF = —2—+ deci este aceeag pentru toate pozitile lm D in
interiorul segmentului BC.
1‘) thleme
¢ .. /1, Exprimati aria unw triunghi dreptunghic.

9. Care este aria unui friunghi dreptunghic isoscel de catetd a?

9. Care este aria unui briunghi echilateral de laturd a?

i. Cunoseind doua laturi gi unghiul cuprins intre ele, exprimati aria
unui triunghi. Care este raportul ariilor a doud triunghiuri ce au un
unghi congruent.

H. Caleulati aria unm triunghi ale cdrui laturi au lungimile sale
13, 20 s 21.

6. Pe laturile A B, AC ale unul triunghi se considerd punctele D.E.
\riitati ¢ Sapo = Sapr 4 Sepr + Sper.

7. In interiorul uoui triunghi ABC se considerd un punct M. Ari-

“tafi’ ca Sape = Sapm 4 Spey + Scan-
8. Intr-un paralelogram ABCD avem Ssnc = Sppg-

* Problemele 12 si 14 sint facultative,
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4, Raportul distantelor de la mifloent unei laturi a unni triunghi ls
celelaite dond laturi este egal cu inveranl raportilui laturilor respective

10. Demonstrati, prin arii, teorema hisectoarei (pag. H4).

11. Intr-un triunghi ABC, simetriea medianei AL fati de hisee

toarea AF taie BC in F. Deferminati mpnrt-ul%.

12. Simetricele medianelor unmi trivnghi fatd de bisectoarele virly
rilor respective sint conenrente.

3. Suma distantelor nnui punet din wterioral noni trinnghi echila-
teral la lalurile triunghiului este constanti.

14, Demonstrati, prin arii, teorema lui Ceva (pag. H6—5H7).

15. Raportul ariilor a doud triunghiuri asemenea este egal en patra-
ful paportuiai de asemanuare,

6. Raza cerenlni inseris intr-un triunghi este eitul dintre dublul
arieltrinnghialor si perimetrul acestuia.

15. O paralela la latura BC o unn friunghi A BC taie laturile A8,
ACin M. N. 8a se arate ea arvia triunghinlui A BN este medie proportio-
nald intre ariile trinnghiorilor A BC & A MN.

I8. Ariile a dond trinnghiuri congruente sint egale.

19. Care este locul geometric al virfului 4 al unui trinnghi 4 B0,
ce are virfarile B, ¢ fixe iar arvia constantd?

ARIA UNUL PATRULATER

Inainte de a o defini. avern nevoie de o lema. la fel ca in paragraiul
precedent. Anume:

Lemia. Fie ABCD nn pafrulater conves, Atunei Sipe -+ Supe =
= Spcp + Sapp (fig. IL7).

s ,

C Fig 117

B

Demonsirajie. Sa nolam en O inlerseclia diagonalelor patrdaterului
Confoem proprietatii de aditivitate avem S pe + Sipc = Saop + Spoc +
+— Stoa + Scop = (Seoc -+ Scop) + (Saop + Spos) = Sscp + Samp, g.e.d.

G4

£ — Matematica-geomenriz, cl. & VIi-a

Delfinitie. Prin aria unui patrulater convex 4 BC'D intelegem numii-
ml Sipe + Sapc (vezi fig. I1.7), notat en S,pep.

Observatre. Problema corectitudinii acestei deflinitii rezolvata prin lema
precedents, apare datorita faptului ¢a am convenit sa considerdam patrulaterul
ABCD drept, tot una eu BCDA etc,

Inainte de a enunta teorema privind aria unui paralelogram, si reamin-
tim cd dacd avem doua drepte paralele @ si b, (fig. 11.8), atunci distanta de la
un punct A de pe a la dreapta b este aceeasi pentru toate punctele 4 € a;
ea se numegte ,distanta de la @ la 6 si este totb una cu distanta de la 6 la a.

A A; B

a T

Fig. il.8

909 902
7, I B’

b

Vom numi indltime corespunziboare, unei latur a unw paralelogram
distanta intre acea laturd si latura opusa,

Teoremia, Aria unui paralelogram este egali en produsul dinire o
latura a sa gi inalfimea eorespunzifoare.

A C 3]
+ \ I
Fig. 11.9 : E 3 ;.
_1 ]
[
LR £
Ipoteza Coneluzia
AB|CDAD|BC Sapcp = CD - AA’

AL L ¢D.Ce 1. AB
Demonsiraire. Avem AA’ = CC” conform proprietitilor distantei intre
dreplele paralelele A B, C'D mentionate mai sus i AB=CD (opus in paralelo-
AR« CC" D - AA’ [t ,
4B 00" f.\‘_J)z.Ii_ LB At
5 :

Consecinta . Aria unui dreptunghi este egald eu produsul dintre
ungimea si litime a sa.

g}‘aﬂ'i] 'Ull!_i!li'-(’ll S ARCH 1“.__”;(_ . 4_\“_-“-,-',

i o
Fig. 1110 900 ig" Sapep =AB: AD
_QO /

1
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Consecinta 2. Aria unui patrat este egali cu patratul lungimii
laturii sale. ak

Koty o8
90° 90°

S szop = AB?. Fig. 1111

90° 90°
Dy e
0 c

Teoremi Aria unui trapez este egali eu produsul dinfre semisums
bazelor-sale si indllimea sa (infelegind prin indllune a unui trapez distania
dintre baze ).

0 G 5'
|
{ | Fig. 11.12
| l
|
AD B
Ipoteza Condliaie
AB |CD, DD’ L AB s :AR:CDD‘DF

Demonstragie. Si ducem si BB' |_CD, B’ fiind situat pe dreapta C'D.
Avem BB'= DD’ (distanta dintre dreptele paralele AB, D). Obfinem

: o AEB- DD’ CD+ BB’ AR 4+ CD)DD’
Sarcp = Sasp + Spop = 2 o 2 = X 2

Observatie. In general aria unui poligon se defineste ca suma ariilor
unor triunghiuri in care acesta ,se descompune® (fig. 11.13).

ete.

11. Probh'eme

1. Aria unui pétrat este de 5 em?® Care este lungimea laturii sale?

2. Expl'imati aria unui romb in functie de lungimile diagonalelor sale.

3. Cunoscind lungimile celor doud diagonale ale unui patrulater
convex cu diagonalele perpendiculare, si ge afle aria sa. 5

4. Exprimati aria unui patrulater convex in functie de lungimile
diagonalelor gi de unghiul dintre ele.

5. Definiti aria unui patrulater concav ca diferenta ariilor a doud
triunghiuri. Aveti nevoie de vreo lemi in prealabil?

6. Indicati trei moduri in care se poate ,descompune” un patrulater
concav in doud triunghiuri, dupid modelul situatiei din definilia ariei

unui patrulater convex §i demonstratli cd in fiecare din aceste cazuri
suma arilor celor doud trinnghiuri este egald en aria patrulaterului, -
definitd in prohlema 5.

7. Fie ABCD un patrulater convex, £ un punct interior laturii 4 5.

Ardtali cd Sipcp = Sape + Serop-

8. Fie A BCD un patrulater convex, M si N doud puncte interioare
PESIJE‘-G“'\F laturilor A B, CD. Al‘ﬁt-ﬂt:i ca S.-'LBGD = S.LMND - SBMNO'

9. Fie M, N, P, Q punecte interioare laturilor A B, BC, CD, DA als
unui patrulater convex ABCD. Demonstrati ei Sipop = Suwrg ¥
-+ 8aun + Sene + Sppe + Saqu-

10. Definili aria unui. pentagon convex: va trebui demonstratd in
prealabil o lema. ' I

11, Cunoscind lungimile laturilor unui patrulater convex, determi-
nati aria sa.

12. Aplicatie practica. Ce trebuie misurat pentru a determina ariile
din figura 11.147 '

Fig. 11.14

13. Cum faceti pentru a determina aria unui teren care are in inte-
riorul sin o elidire (este vorba de aria tereaului ,inclusiv® clidirea),

cladire de o formd mai complicati®

Fig 1115

14. Cum faceti pentru a determina aria unui teren in care un virf
este inaccesibil?

Fig. I1.16

iy Incercati si rezolvali probleme de tipul 12—14 efectiv pe teren.




15. Se considerd mijloacele M, N, P, Q ale laturilor AB, BC, CD,
DA ale unui paralelogram. Dreptele AN, BP, CQ, DM determind un
paralelogram. Care este raportul dintre aria acestui paralelogram gi cea
a celul mitial?

16. Raportul dintre baza mare gi baza micd a unui trapez este k.
Se due diagonalele si se prelungesc cele doud laturi neparalele pind cind
se intilnesc. Si se afle raportul dintre aria fiecirui triunghi format si
aria trapezului. Puneti in evidentd cele doud triunghiuri de aceeasi arie,

17. Aflati unghiurile unui romb a cérui laturd este medie propor-
tionald intre diagonalele sale.

18. Dacii segmentul ce unegte mijloacele a doud laturi opuse ale
unui patrulater convex imparte patrulaterul in doud patrulatere de
aceeasi arie, atunci patrulaterul initial este un ftrapez sau un paralelo-
gram. '

19. Construiti un triunghi ABX ce are aceeasi arie ca $i un patru-
later convex dat A BCD.

in incheiere, vom prezenta modul cum se poale stabili teorema lui

Pitagora cu ujutorul nojtunii de arie.

A a MbB
: v

in figura II. 17 ABCD este un pitrat, AM = BN=CP=DQ =«
iar AQ= BM = (N = DP = b. Din lriunghiurile congruente A MQ,
BNM, C PN, DQP deducem congruenta unghiurilor marcate cu o linie,

respectiv cu doud gi apoi, pe baza teoremei sumei unghiurilor intr-un
triunghi, ¢i MNPQ este un dreptunghi. Din congruenta aceloragi
triunghiuri deducem e MN PQ este un pitrat. Scriind (vezi problema 9)

: . ' . : ; ab
Sapcp = OyNpg T+ Samg + deducem cii (¢ 4 b)* = MN? +4 a
-

deci MN® = a® + b%, ceea ce este tocmai teorema lui Pitagora.

Problemd distraciied. Impartiti poligonul din figura 11.18 in cinci poli-

goane astfel incit, :!|"r1||jim[|t-’v altlel, sa s¢ formeze din ele un patrat.

Rezolvare. Aria poligonului este 3, deci latura pitratului ce se va forma

'. o ‘1"_ = s . o w 1 4
va IslB. Dacd examindm mai atent figura, gisim in ea segmente de lungime
2. V5, dar nu de ¥3.

| Sd lranstormam intii poligonul intr-un dreptunghi, de form# mai apro-
plata de cea pitrata:

7
5 / EF
G 5 »
Fig. 1119 | A 2 A f._smu W I8, D
__ R P
7 -
2 7

‘ﬁpﬂl 8d I-I'-'.HIS!UI'T[']E:I]I'I dreptunghiul intr-un paralelogram, ce are una din
laturi |3, dar avind griji si nu atingem taieturile existente. . .

V3

Fig. 11.20

LM
2 t
g V3
Latura din stinga a te

Tunghiului G se caleuleaza prin teorema lui’ Pita-

o |
ol eI dnde L2 4. '8a wida s W
gora, gasindu-se — < 1, de unde sintem siguri ca laetura ce separd pe G

nu le intilnegte pe cele dinainte.
In fine, cum aria paralelogramului obtinut este tot

- Pt
T i oy AEAY a4, ca s a figurn
jjij'f_;mle, rezultd ¢a indliimea sa corespunziitoare acestei laturi va fi V3 si
tdindu-1 dupd aceastd inilli =

time, vom putes i i i i

: Lime, @ compune patratul dorit (vezi

= DY ar ; » AT : i 1 . ‘

:‘:lg:]tl.l..,l}.. Dar problema cere s# tiiem poligonul in 5, iar tdietura dupi acea
% R ek i R Vs e j lupi

1 ;?‘e risca sd Londuca_ la 6 parti, en exceptia cazului eind am face-o ince-

pind din coltul dreapta jos P al paralelogramului (fig. 11.21)

Nu cumva atingem en aceastid tdisturs Al ici
) a atmgem cu aceastd tdieturd ,bucdtile mici“? Un caleul ne

aratd ca nu! Distanla MN este de ! ezl i RS i
L. M este de— — vezi lig. 11.19— jar iniltimea din

P taie dreapta MN intr-un punct ¢/ aga ineit A PM(Q este asemenea cu G si

6y




i . ; M Npp e
din acea aseminare obtinem 1}? = ——de unde MQ =— > — Unega{htate&
d - W L & & e
o S :
5 : : T st
se verilica prin ealeul direct san prim ridicare la pétrat:| = > 7

lé g ? Fig. 11.21

G NN

am si cd G este un triunghi dreptunghic cu unghiul ,din

Si' observ
- 30°, deci PQ intilneste latura

dreapta® de 30°. Aceasta ne arati cd IIQPM =
; - A % 5
opusd a paralelogramului intr-un punct la distanta de i 2 =1 de capatul
din dreapta al acestei laturi, deci in interiorul ei.
Existd si alti solulie:

1 /|3

(4
Explicati-o gi incercali sa gisili si altele!
Eventual incercati aceeagi problema si in alte poligoane: un
gram, un triunghi ete.

paralelo-

POLIGOANE REGULATE

Definitie. Numim poligon regulat un poligon cu. toate laturile
congruente si foate unghiurile congruente intre ele.

 Dacit printr-un proceden oarecare impartim un cerc

egale gi ducem corzile care subintind pe fiecare din ele,
diviziune succesive, obfinem un astfel de poligon.

in n (» > 3) arce
unind punctele de

I?_lnghmrﬂe acestui poligon sint congruente fiind inscrise in arce de
360°

i

Ug -+ 2 A v . 2
masuri egale cu «(n — 2) iar laturile sint congruente subintinzind arce

de. aceeagi misurd: 20 .
n
Am pornit prin a constata ci astlel de poligoane regulate exista., Sa

demonstrim urmitoarea:
Teoremi: Orice poligon regulat se poate inserie infr-un eere.

' Demonstratie. Dacd A, = dy= A, = ... = r;%.-l, 8i ta1ufile-
Asdy = Ay = Ay ... = Ay, ducem mediatoarele laturilor 4 A A,
(vezi hgur_li]e [1.23, T1.24 si notatiile de acolo). Mediatoarele LI’OD a]l!t’;‘
se intilnese in 0. (Daed nu s-ar intilni, ar insemna cd sint |1=1ralr:lﬂ :Iﬂc-i Ek
A A4 = 180°  ceeace este absurd). Trinnghinrile ,-”'_\,-1;; l 0 i
= AMoA,0, (M, i M, fiind- mijloacele laturilor 4,4, respectiv A,4.). Re-
zultd cd 04, este bisectoarea Ini 924, 4,4,. M0 liind mediatoare, asfﬂr;mnloh
0_*1_2 = 04;. Ducem OM, | AgzA,. Triunghinrile ANOAM, = z;()l lfh pentru
f.‘-i‘l‘ ipotenuza OA; este aceiagi gi 92 M, 4,0 este j umitate din nnqhif:l }:ujiﬂlonu.-
lui, fj(:ei congruent en J70A3 M. Rezulta ca i M,A; = .-l._,..-'lfq.de_-i 0 l'; esle
mecl_iateavea lni Az4, deei, 04; =0A,. La fel se arabd cd .0.-14 ‘_01; E‘hll.'-
Deci toate punctele A, A,, ..., A, sinl egal depirtate de 0. 't‘ﬂoremau esl.e;
demonstrata. Acest punct 0 se va numi centrul poligonului regulat. :

Vom nota latar: i Aoy : : :

a latara poligonului regulal cn 2 Jaturi cn /, (fig. 11.25). Stiind
¢d un unghi la centrn care subintinde o latura de policon reculat are o
n

st cunoscind raza f a cercului circumseris poligonului, putem caleula A M (nnde
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: 2 ARp® 5 .. 180°
M este mijlocul laturii AA’). AM = R sin — deci [, = 2R sin onl

Segmentul OM dus din centru, perpendicular pe laturd in punctul M se va
o 180°

numi apotema poligonului regulat. O vom nota cu a,, §1 @&, = R cos n

Daecit luerurile par simple presupunind deja facuta impértirea kmn]i cerc in
arce egale, existd totusi anumite dificultdti de constructie. De pildd 5-a dc‘.f.
monstrat ci impartirea unui cere in 7 arce egale nu se pu.ate face cu rtgl‘e‘t §1
compasul (aceastd demonstratie fine de fapt de algebrd gi nu de geqmehflc):
Fiti atenti: Nu am afirmat cd nu s-a licut pind in prezent. Am alirmat cd
est..e dovediti imposibilitatea acestei operati. C(m{s'f-l‘l.l('-{;ii]l_! pe care le‘ oagiti
prin anumite eirti de desen sint aproximative, contind 51 pe gradull de lll-inil'-
fectiune a obiectelor cu care desenéim (grosimea minei creionului de pilda).
Ele nu constituie procedee exacte ci numai otile.

Vom gisi ci unghiul la cedtrn corespunzitor laturii unui hexagon
regulat este de 60° (fig. T1.26). De aici rezultd un procedeun simplu de construc-
l‘..it;'_ a sa. Toate triunghiurile avind un virf in centrul hexagonului si ca laturd

Fig. 11.26

opusi lui, laturile hexagonului, sint triunghiuri echi]atet‘ale.. Deci latura
misoard cit raza: [; = R. Impirtim un cerc in 6 pérti egale lmnd‘ un pul"lct
A pe cerc drept centru gi cu o ,deschidere™ a cmu]‘msu!ul cil .R’ trasind B g1 F
(fig. 11.27). Mutind apoi succesiv centrul cercului oblinem si celelalle punete

de diviziune, virfurile hexagonului ciutat. Observim ecd este suficien

‘ . 1 i ' a1 i 2
ofigim cn compasul numai trei punete consecutive A, B, F, si pe fcmalt&
B ; ’ RYa
le aflaim ducind diametrele cu aceste extremitiiti. Apotema aq = ——*

Gl g

virfurile unui hexagon regulat

de diviziuni in care am impartit cercul si
sarim® eind ducem corzile — laturi.

tabel in care apare ca

initiale gi al ,pagilor sariti“. In functie de acest

Daed unim din dous in doud virfurile unui hexagon, de pilds 4, C, E,
obtinem un triunghi echilateral. Caleulind din formulele laturilor g1 apote-

melor, obtinem L, = R |[3 i a3 = Al

La pitrat (poligon regulat cu 4 laturi), unghiul la centrn corespunzitor

este de 90°. Aplicind formulele obtinem I, = R)2, a, = HI—E’;‘

»Poligoane« regulate stelate

Dacd impértim cercul in cinei arce egale si unim punctele de diviziune
din doud in doud, segmentele AC, CE, EB, BD, DA vor fi laturile unui
»poligon® regulat de un tip anumit: Laturile lui se intersecteazi si in interios
rul cercului. Acest ,Poligon® se numesgte stelat (fig. T1. 28).

Fig. 11.28

(El este un poligon regulat cencav,)
Atuneci cind am ficut alirmatia

ca orice poligon vegulat are virfurile
pe cerc, demonstr

afia de mai sus era valahbili §i pentru ,,poligoane® stelate:
nu s-a intrebuintat nicdieri in demonstratie faptul cj poligonul ar fi convex
Trebuie numai s3 considerdn i i k.
), considerdm laturile complete, nu portiuni di irf

B ote, ni uni din ele, ¢ ‘-
R e . piete, nu portiuni din ele, cu virfu
tul, extremitatile laturilor, agezate pe cerc.

O primi constatare:
Presupunem ci un cere a fost impartit intr-
§i ducem ca laturi coardele sarind peste ¢
un poligon regulat cu un numir de lat

. un numar par de arce egale
ite un punct de diviziune. Obtinem
uri de doud ori mai mic; De pilda unind
. din doud in doua, obtinem un triunghi echila-
Leral. 'Se pune deci problema msimplilicarii eu un factor comun al numiirului
al ,pasilor* — arcuri pe care” fi

5@ presupunem i am impértit un cerc in 14 arce egale. Facem un
[eactie ireductibili raportul dintre numirul de arce

4 vom preciza natura poligo-
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nulni obfinut. Netam cu 2 numdrul de diviziuni initiale, cu A ,pasi® (arcele
subintinse de o coardd) si cu [ Iractia ireductibild obfinuta din simplificarvea
rapoetului n/k-

' | . '
| i I N [V o V VI — VII
i
| | __:”______H_i {
] ! I ' | ] | 1
no | 14 P (U R T S RS SRR A S
| g i) | e |
ol SRR (L SN I 3 S T T
| : t | 21 ! | |
ket M) g 12 2g 14 7 |
4/ o 5 — e { — 2
/ = IR e SR I oS B
| | E ;' }
! i |
5 | |
e 5 — | -~ pt b=
r—’ i . . | | = g o |
<Z |z 88, 281 8. (B0 8. | BE |
oy 4 AiE - | i | H
55 | OHE 5[—,&*_‘-5334.51 << |3<E| =< | B8 |
= dZzA | Az | - | RE@ ([ S@4a | REg | g |
<o OQw B .S | P | B |OFHw | B&='| 20 |
A AOw | BELOD | vl = Mo | el Bo | =z

Am oprit aici tabelul. Dacd & = 8, atunci n — £ = 6 §i este ca $i cum am
fi inceput sd socotim de la punctul initial pe cerc in celdlalt sens. Daed in loe
de 14 am i avat un numar impar de diviziuni initiale, de exemplu 2p +1,
ne opream la k== p; de exemplu la » =17 ve opream la k — 8

Altd constatare: daca fraclia ireductibild este un numdr intreg, poligo-
nul este convex. Dacd numitorul lui f nu este | atunci poligonul este stelat
si anume steaua are atitea ,coltur™ cit aratd numaritorul.

Deci nu toate poligoanele stelate cu acelasi numar de colturi sint
yasemenea®. Heptagonul din coloana a 1V-a diferd de cel din colodna a Vi-a

Tabel de rezultate

L= RIF 0= 3
L= AT fty = HL
LR g = a_‘f__l,l_;
=2y a=LE e
ho = 2 (15~ 1) 1= T VIO LIVE
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Tahelul ar deveni mai ngor de rétinut dacd am adduga la a; si'la I cite

un factor [T pe lingd R: ultimile doud linii din tabel nu trebuie memorate.

12. Prohleme

1. In triunghiul echilateral A BC de latura a (fig. 11.29) se ian punc-
tele N, M € AB, N'P' € BC, M'.P « AC

Fig. T1.

o
L=

B N’ P’ e
Determinati & in functie de ¢ astlel ca hexagonul MW PP'N'N si fie
regulat.
2, Patratulut din figura 11.30, de latura « i se ,taie colturile “in aga fel

ineit g8 ,rdmind” un octogon regulat, Sa se calculeze latura » a oetogo-
nului in functie de latura « a patratului (fig. 11.30).

i

P —— e

NED4

3. Cunoseind Z, s R. caleulati a,

Fig. 11.30

4, Folosind patratul inscris in cerc de raza R, calculati latura octo-
gonului convex inseris in cerc in funclie de A,

8. Pe laturile hexagonului regulat A BCDEF se construiesc in afara
patrate, si in virhuile hexagonului, cu douna latari ale acestor pétrate

TR




S e

ca laturi, triunghiuri echilaterale de tipul Ini BHI. Sa se precizeze ce fel
de poligon este GHIJKLMNOPRS (fig. 11.31).

B0 o,
R H

Fig, 11.31

o o

O
mm

N K
i A 4

6. Precizati natura poligoanelor regulate pentru n = 7. Cite ,tipuri®
de heptagoane stelate existi?

7. Precizali natura poligoanelor regulate corespunzatoare imparvtiri
cercului in 21 arce egale. Faceti tabelul.

8. Si se stabileasca masura unui unghi al unui dodecagon regulat
convex (n = 12).

9. Dacd un poligon are toale laturile congruente este oare regulal?

10. Daca un poligon are toate unghiurile congruente este oare
regulat?

11. Gasiti numérul diagonalelor unui octogon regulat convex. Era
necesar s precizim cd poligonul este regulal?

12. Sa se demonstreze ca in orice poligon regulat convex se poate
inscrie un cere, adicd se poabe construl un cerc tangent la Loate laturile
sale. ¢

Si se arate ca centrul cereului inscris comeide cuo cel al cerculu
circumseris poligonului regulal convex.

0 problema cu enunf deosebil.Sa punem intii problema constrairic ce rigle
st campasul a unii segment de lungime Vn unde n este orice numdr natural.

Stim ed constrnim pe |2 cunoscind segmentul unitate (fig. 11.32).

Fig. 11.32

. nwmmere pozitive aw suma constantd, produsul lor este maxim cind ele

»OPIRALA® LUI ARHIMEDE, Pe segmentul AR =
diculara BBy = 1. Segmentul 4B, = |/2. Pe 4B, d
BB, =1 si conlinuim cu acelagi procedeu: BBy | AB, (By,B; = 1) etc.
Din teorema lui Pitagora rezulti A B, — |/ 3,AB, =|/%&, = 2, AB, = |/

L/ 5 ele,

Presupunind construil segmentul AR, = l/ = T_. construim A B

nl — |//n,
. ® F o -
Procedeul duce la construirea lui|/n prin ,recurenti®,

adied fologindu-ne
de constructia prealabili a seementelor /2. 1/8..... Vn=1,

Problema:* Dindu-se un cere de centru O cunoseul,
numal cu compasul virfurile unui pdirat inseris in el

e

Sa se gdseascd
Daca reusim, raza A fiind datd, si putem ,cuprinde® in compas un
segment fle R)/2, am reustb constructia (fig. I1.33). Ca in orice problema de
constructie, si considerdm problema rezolvati: pornind dintr-un punch arbi-

Fig. 11.38

g\ \j ja

trar A, consideram virfurile consecutive ale hexagonului regulat inscris in cere,
B, C, D. Deci segmentul AC = R /3. Cu o deschidere de compas cit AC
st centrul in 4 si apoi in D, trasim doud arce de cerc care so laje in J.
Congiderind triunghiul dreptunghic A MO, segmentul OM = i [/_g Deci
construim intii virfurile trapezului 4, B, C D, apoi cu ,deschiderea® AC s
centrele A si D trasdm arcele de cerc care se taie in M. sprindern® in uump;_l‘.k:
distanta OM si o ,purtdam® pe cerc de trei ori. Ob tinem astfe

2 | virfurile patra-
tului cautalt,

Douii probleme vezolvate 1. Problemdi rezoloatd. Sa se arate ¢d dacd doud

sinl egale.
Vom incerca o solulie geometrici a acestei probleme. Pe

: niru aceasta
putem g4 o formuldm si in felul urmator:

St se demonstreze ed din toale dreptunghinrile cu perimetri

: constant.
arue ceq. mat mare o are pdatratul.

* Problemi datd la etapa pe municipiul Bucuresti a Olimpiadei din 1978

{ ducem perpen-

ucem perpendiculara




' {: - - 5 « o E - P . h = . ¥ L : o iy 4 '] ! !
.l Compardm patratul ABCD de laturd o cu dreptunghiul DEFG cu b‘curtaL.elbte_ %BT}‘OU d(hg II3b)f Intradgvie kgt al,t-d b-D'iSdf A.,B |
I lungimea DG = o +  § litimea ED = a — g (fig. 11.34). care frece prin are distantda ON < OM deci B'N® = R* — ON® > R? — i
. |

! 1 s |
) g A 1
I || / s A/%B |
et /4 |
, y {
" I jag=x e 13 Fig. 1136 53 1
et ..
D CoiG .f

Evident ambele au acelasi perimetru. Cu notatiile din figurd, ca sa
compardm aritle pétratului ABCD cu a dreptunghiului DEFG revine la a
preciza care din ariile dreptunghiurilor A BHE si HFGC este mai mare. Am-
bele dreptunghiuri au eite o laturd o, Dreptunghiul 1T are cealaltd laturs cu
x mai micd deeit o are dreptunghinl 1. Deei dreptunghiul IT ave aria mai micd.

'Si spunern si altfel:

Aria lui ABHE este wa. Aria drveptunghinhui HFGC este a(e — u) = . i
= ai — o* Vizibil aria lui EFGD este mai mica decit a pitratului 4 BCD LUNGIMEA §1 ARIA CERCULUI
pentru ¢d ax > ax — 2* solutie evidenta (Egalitate am avea daci z = 0). '

Aceastd problemé rezolvati ne poate duce si la o a doua:

2. Problemd rezolvatd: Si se avate ci daed doud wumere poszitive au
| produsul constant, swma lor este minimd cind ele sinl egale.

l Vom porni de la problema precedentd: in figura pe care am fdcut-o

t pentru ca s-o rezolvim, pitratul ABCD si dreptunghiul DGFE au acelasi
perimetru si ariile difersi pentru ca dreptunghiul (11) este mai mic deet drept-

P unghiul (I). Deei addugim la dreptunghiul IT dreptunghiul cu interior hagu- ! |

vat (111) FIV MG astfel incit dreptunghiul (I) gi dreptunghiul C MNH si devina ; : ' |

| echivalente (fig. 11.35). Deci patratul ABCD si dreptunghinl EDMN sint |

'.; T Bl B
H F N : Fig 11.37

|| | ﬁ/j Fig. 11.85

—OM? = BM? deci 2B’N >2BM, deci A'B’ > AB adicd B'M + MA' >
> AM + MB. Dar aplicind puterea punctului M. AM - MB = A'M - MB’ , |
= constant si problema este demonstrati!

Calcualarea g1 chiar definirea lungimii unei curbe si a ariel ,mérginite®
de o curba inchisé sint probleme care in unele detalii ale lor necesitd cuno-
gtinte ce nu le aveti incd. De aceea noi nu vom demonstra formulele pentru
lungimea s ama cercului. ci doar vom avdta un mod inuitiv de a ajunge la
ele.

Sa considerdm douad poligoane regulate convexe cu acelasi numir de
laturi, de exemplu doud octogoane, inserise fiecare in cile un cerc.

1 C

L

—

')

g i X -/_y

| M |

ll . D e C ; G : Sa-notdm cu P, p perimetrele lor, cu A, r razele cercurilor in care sint |

0[ u schivalente (produsele DM+ MN g AB: AD sint egale), dar perimetrele lor . Anscrise. . P 'sAB”  AB S o : ! |

I} difers, cel al patratului este mai-mic deci 2(DM + MN)B, 2(AB -+ AD). ' " 5 Avem ; R gy ey g MIe A faptului cd AAOB -~ i

| : 0 altd solufie la aceastd problema se poate da prin puterea punctului & B C 1 2 360° P i |
A % ] = = _= : Il

* Il interior: dintre toate corzile care frec prin M, in cercul de centru ¢. cea ma : &A 0 B {carul b de el lu O'B' » LADB= ,_-}:A O 2 ) !

i i 78 _ ; . 79 |
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Daca am considera in loc de octogoane, poligoane cu un numéar foarte
e A ; . Lope T AN br L
mare de laburi inscrise in aceleagi cercuri, relatia = — ar rdmine adevi-
r '
ratd, iar P ar fi ,aproape” de lungimea L & cercului de raza R, p ar i aproa-
pe® de lungimea 7 a cercului de razi r.
; . : v ¢ { o .
Obtinem, schimbind mezii intre ei, = = =, adici: raportul dintre
F i r
langimea unui cerc gi raza sa este acelasi pentru toate cercurile,

Acest raport constant se noteazi cu 2z; valoarea aproximativa a lu =
este 3,14159.... m este un numar irational; pici el nu se ,misoard® ci se deter-
mind de exemplu prin formula. ce contine o suma infinitd, si care o veti invita
in clasa a XII-a:

m=2 ]/JT’ i —t*l'— i .—l“——“T"—. it
3.3 5+ B 7. g

Lungimea L a unui cere, de razi B este egali eu 27z inmulfit en R adied
L — jTL[i
Sa revemm la figura [1.37 si sa notam cu @ lungimea liniei A BC for-

: ; . A J 348 3 <1 A0C
matd din trei latum ale octogonului, Avem £ — 248 _ 3 _ =
: p 8B 8 560°
ARC : ; T o { e, Ry
= ———-, relatie ce ramine adevarati chiar dacd arcul A BC ar fi mare (prin
460°

ABC intelegem masura, in grade, a arcului A BC),

Si piistrim punctele A si € fixe gi si considersm in loc de un octogen,
un poligon regulat cu un numéir mare de laturi, inseris in acelasi cerc, avind
A 1 € printre virfurile sale (pentru aceasta numiirul laturilor sale il vom alege

. . : 7] ABC dre g e
un multiplu de 8). Ht’-.!li.l[.lii—i; = — va ramine valabild g1 pentru acest
360 :
poligon; ¢ va i ,aproape de lungimea M a arcului ABC, iar P va i, ‘ca
SR ; ; : ; e M
tnat inainte ,aproape” de lungimea L a cercului de raza R. Obtinem -
—
ABC !
= ——, de unde deducem:
360°

Lungimea unui are de cere de misuri u dintr-un eere de vazi B este
iR e s : ! &

datd de formula '—'g—---(u fiind exprimati in grade).

180

Fig. 11.38

80

S& revenim din nou la figura 11.37 gl 8 considerdm aria octogonului

AB: (.. Ea este egali cu 88 = L LR R S

ACB . Pind aiei demon-

5 3

stratia este riguroasa si ne conduce la:

Teorema. Aria unni poligon regulat convex este egali cu jumatatea
produsului dintre perimetrul gi apotema poligonului.

Daci vom considera un poligon regulat ¢u numir foarte mare de fatur,
inseris in cercul de razi R, atunci perimetrul siu va fi waproape” de lungimea
cercului, iar apotema ,aproape* de raza cercului. Ajungem la concluzia ca
aria unui cerc este egali cu jumitate din produsul dintre himgimea gi raza sa.
adica gty b :

)

Aria unui eere de razi R este egali cu =R,

In fine, sii consideram, in ligura 11.37, aria poligonului A B...CO. Ea

este egald cu de tre) ori aria triunghiului A0 B. deci en > din aria octogonului
3 g

. pa Vi 3 2 3 a 3
regulat: rapoy Lul;e.s,t.(- tol wma cu raportul dintre misura arealui 4BC st

360°. Tinind punctele A si C fixe st marind mult pumarul laturilor poligonului
regulat (acest numdir riminind un multiplu de 8), aria poligonului considerat
AB..CO va li ,aproape de aria mérginitd de razele 0A, OC si areul ABC
ele. Ajungem la:

DeYinifia. Se numeste sector eircular figura formatd dintr-un are
al unui cere gi din razele acelui cere en capefele in capetele arcului

Fig. 11.39 '

s1 la:
Aria unui sector civeular al wnui cere de razi R e corespunde unui
are de mdsurd u (exprimatd in grade) este datd de tormula “=8°
3607
Observatie. Cuvintele ,multe®, +8proape”, nu an sems matematic. Ele
sugereaza numal un rationament, mai rafinat. ce nu lam precizat aici.
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- 13, Probleme

1.7Aflati aria cuprinsd intre un arvc-de 60° al unui cere de raza R

, i coarda 5a.
I §1 L1 a b .
| 3. 'Aceeasi problema pentru un are de 240°

e

4 Pe cele trei laturi ale unui triunghi dreptunghic ca diametre s
deseriu cercuri ca in figura 11.40. Aritati cd aria hasurata este egald cu

aria triunghiului

Fig, 11.40~

‘ 4. Dous cercuri secante au razele de 410 gi 7, iar distanta centrelor
de 15. Aflati aria portiunii comune a celor doud cercuri.
5. Aceeasi problemd, cind distanta centrelor este de 5.
. Doud cercuri tangente exterioare au razele de 9 si 4. Aflati aria
cuprinsd intre cele doud cereuri i una din tangentele comune exterioare.
7. Aflati aria hexagonului regulat de latura a.
8. Aflati perimetrul figurii 11.41, daca raza cercului este 6 si dis-

1 tanta de la centru la virf este 12.

_ Fig. 1141

'
9. Care este lungimea curelei de transmisie din figura 11.422

S—

10. Aflati iungimea gi aria unui gemicerc. Degenafi.

i a

1 e

11. Caleulati aria din figura H.43" (hasuratd)..precum si perimetrul

figurii hagurate, vazele celor trei cercuri fiind foate egale &u 2.

Tig. 11.43

\

[y ] ’
12. Aceeagi problema: pentru figura hagorata T11.44.

Fig. T1.44
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CAPITOLUL 3

TRANSFORMARI GEOMETRICE

In primele paragrafe ale acestui capitol vom prezenta citeva notiuni
pregititoare.

SEGMENTE ORIENTATE SITUATE
PE ACEEASI DREAPTX

Doud semidrepte de pe aceeasi dreaptd pot i de acelasi sens (cu alte

Fig. 111.1
cuvinte se poale ca una si fie inclusil in cealaltd), sau de sensuri contrare (cu

Fig. 11.2

alte cuvinte, in caz contrar, sau intersecfia lor este interiorul unui segment,
gau ele n-au nici un punct comun).

Observafie. Dacid A =& B, atunci semidreptele AB si BA au sensuri
contrare,

Definitie. Vom numi segment orientat o figurd formata din douid
puncte A, B, nu neapirat diferite, luate in aceasti ordine.

Segmentul orientat format din 4 si B se va nota A4 B.

- T - . . .
Deci AA este si el un segment orientat, iar, pentru A4 # B, segmentele

orientate AFB gi BA sint diferite (spre deosebire de segmentele , obisnuile®
AB si BA care sint aceleasi).

—

AB.

B4

Punctul 4 se numegte originea iar B extremitatea segmentului oriental

T

Detinifio. Si considerim a dreaptd 4; un segment (obignuit) » pe
sa §l un sens® pe d. dat priute-o semddreapti s a i d.

Fig. 111.8 W S d

-+ + = ey

i
Acestea fiind fiwate, deflinim misura unw segment orientat 4 8 de pe &,

. re—
81 0 notam bol cu A B, astlel:

—
Cazul 1. Daci B = A, misnra segmentului orientat 4B este considerata

B

Cazul 2. Dacd B # A. misura segmentului ovientat A5 este egali cu
langimea segmentuhui (obisnuit) A £. eu semnul daeci semidreapta A B are
acelagi sens eu s si en semanul — dacd semidreapta A B are sens contrar eu s

pig. fis AP = +2 = = RBINE |
ED et A ¢

—— e
Decii AB + BA = 0. Daci masurile a doua segmente orientate sing
egale gi nu sint O atunei kegmentele (obignuite) corespunzitoare sint congru-

—_—

. —
ente. Reciproc, daca AB = CD abupei avem A5 = + €D, semnul liind -
sau — dupd cum semidreptele 4B si CD sint (e acelasi sens sau de sensuri
confrare,

R s < £
Teoremi DaeaA,B.C sint punete coliniare, avem 4B + BC — A(.

Demonsiraize Va trebui sa congideram mai multe cazuri.

—F —
Cazul 1. A = B. Relatia se reduce la AC = AC.
Cazul 2. B = C. Analog.
Cazul 3. A = €. Relatia devine :-f} - 3,-? = (f; am observat mai sus
cd este adevirata, :
Caznl & B este inlbre 4 81 C (hg. IIL.5).

“

Fig. 1115 '
A B e
- . ) i e e e
Semidreptele AB, BC. AC au acelasi sens deci AB. BC, AC au acelasi
semn §i relatia se reduce la 4B + BC = AC.
Cazul 5. A este intre B si € (lig. 111.6).

Pig. 1116 B i G

AB 5l BC au semne contrare, BC > AB, AC are acelasi semn cu BC
a1 vélatia se reduce la BC — AR = AC.

35




Casul 6. C este intre A si B.

A [ =
Se demonstreazd ‘asemdndtor cu cazul 5
ii. 1. In definitia masurii unui segment orientat de pe o dreapta
.0 datd unitatea gi sensul, alegind unitatea de masura
meazd sd aibd misura + 1 (fig. 11L7).

Observay
datd, putem alege dintr-
drept un segment orientat nenul, ce nr

u Fig. 111.7

. Notiunea de miguri a unui segment oriental gl teorema dmnonutrata
mai sus ne permit sa demonstram unele afirmatii fara a mai LUI;‘-I‘Lll(?lld ma;
multe cazuri corespunzitoare diteritelor pozitii relative a punctelor de pe
dreapta. De exemplu:

Problemd rezolypatd.
lui A fatd de O iar B’ gime
= AB.

Remlmu e. Ipoteza se serie Ori

Fie A, B, O trei puncte coliniare, fie A’ simetricul
o T w P e
tricul lui B fata de 0. Sa se demonstreze ca A'B' =

A_O (_)—z? f?(’? Demonstratie: AR=

— i
__> '] B '\I-
A’O i OB’ _—— 0/—1’ + Ob = AO BO = OA + BO = .!)._4 deei,
:::lm am_lohﬁervat dupd dei'init_,la masurii unui segment orientat, A'£ == 1B,

14. Probleme ' e e
e e

1. DdC‘Ei A, B, C, D sint puncte coliniare, ardtati c¢d AB + BC +

+ CD -+ DA = 0.
. Care este relatia intr
neste ml;lucul M al unui segment (obignuit) AB?
3. Dacd ﬁegmentele (obisnuite) AB §i CD au acelagi miiloe, atunei

e misuri de segmente orientate carve defi-

P
4. Daca 1[‘ = (,D demonstrati ea AF = BB

5 Fie 4,0, 0 trei puncte coliniare, fie B ﬁll‘lllﬂtﬂ‘lbill Tui A i:Lta de

0 si € simetricul ni B fatd de 0. kmt&t.l e ;16' = fl o0’
#. A. B, C, D find puncte uuln'n:-u-n-_ a_mt.nt.; ci AB-CD + A(
v Lly 1 7 :
= — —> |
. DB 4 AD- BC=0. _ | i b 004
7. A. B. M, N fiind puncte coliniave, A# B M#B N+#B#g
ool E]
R —r ks
MA _NA  pgtati o8 M= N
V  — — = 2
: MB NB
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s N
Semidrepte de acelasi sens si de semsuri contrare
pe drvepte paralele

S& considerdm toate dreptele paralele cu o dreapta data, sa consideram
o secantd §i un semiplan determinat de acea secanti. Toate semidreptele
obtinute intersectind acel semiplan cu dreplele “paralele eu dreapta datd le
vom congidera cd sint de acelasi sens.

Dacd acum vom alege douni semidrepte sitnate pe doud din dreptele
paralele din figura L8, vom spune cd semidreptele au acelasi sens daca
Miecare din ele are acelagi sens cu semidreapta din figura 111.8 de pe dreapta
_pe care este sitnatd, sau daca fecare din ele este de sens contrar cu semidreapta
respectivi din figura TIL.8; vom spune ci semidreptele alese sint de sensuri

V/ ?
Vz *
i
V

contrare daci una din ele este de acelasi cens si cealalli de sens contrar cu
semidreapta respectivd din figura 1118 (s, si s, sint de acelasi sens, Lt
sint de acelasi ‘sens, iar r, s r, sint de sensuri contrare) (fig, 117.9),

s
I

. Fig 1118

/4
Fig. 1119 M// 7

‘ el I
A 2
1774

53 observam e¢d aceste conventii nn depind nici de secanta aleasa s

‘nici de semiplanul ales (fio. 171.10).
S
R 7
A

& ‘/@,

Fig. 11110




Si observim si cd, dacid incercim si ,acordim“ in acelagi mod
sensurile pe doud drepte concurente, nu reusim, deoarece ,acordarea® va

depinde de secanta folosita (fig. IIL. 11).

Fig. 111.11

-

Acordarea sensurilor pe toate dreptele paralele cu o dreapta data,
acordare descrisd mai sus, ne permite ca, odatd aleasi o unitate de masuri s
un sens pe o dreaptd, si méisurdm cu ele toate segmentele orientate situate

pe drepte paralele cu dreapta datd (fig. I11.12).

7 i B

AB =3
3 Fig. I11.12
D % CD-= —2
u
fro—p

Nu avem insd voie si masurdm cu ele segmente orientale situate pe

drepte neparalele cu acea dreaptd. .

Aplicaie. Fie a i b doud drepte paralele, A gi B doud puncte pe a, C

si D dous puncte pe b. Fie M mijlocul lui AC, N mijlocul Ini BD. Atunci
! : > I, —> 4B 0D
M si N sint situate pe o paraleld la @ §1 b g1 avem MN = —-é—-—“

Enuntul dat reprezintd o teoremd, ,compusi” din alte gase, indicate

in figura 11113, care corespund cazuvilor A = B sau nu, C = D sau nu,

AB = €D saun nu, semidreptele AB gi CD sint de acelasi sens sau de sensuri

contrare.

Aceastd teoremi nu ne face deci sd aflaim nici un fapt nou. Ea este
importantd deoarece reustgte si unifice intr-un singur enunt, destul de sim-
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plu, cinci teoreme diferite (faptul ce eore:punde primei figuri din 111.13 nu
meritd titlul de teoremi). Aceasta es e posibil datoritd nofiunilor introduse
in ultimele doua paragrafe.

A B

AB _A.B

EIES ~ D D G

Fig. TIT.13

15. Probleme

1. Se considera unghiurile 0y, 2'0'y’ in care Oz si 0'%’ sint para-
lele i au acelagi sens, iar Oy gi 0'y’ sint de asemenea paralele si au
acelagi sens. Demonstrali ci cele doud unghiuri sint congruente,

2. Douéi unghiuri cu laturile paralele gi de sensuri contrare sint
congruente.

3. Doud unghiuri cu laturile paralele, doud de acelasi sens si doud
de sensuri contrarii, sint suplementare.

4. Considerati un triunghi A BC, alegeti pe fiecare din laturi cite o
unitate de masurd §i un sens, considerati o paraleli la BC si exprimati
teorema fundamentald a asemdndrii folosind numai méasuri de segmente
orientate.

5. Considerati doud drepte paralele, doudl puncte A si B pe prima
gi doud puncte C si D pe a doua, §i unititi de misurd si sensuri pe una
din cele doud drepte paralele gi pe AC. Considerati un punct M pe AC
si intersectia IV intre paralela prin M la cele doud drepte si BD. Expri-

" — 4 —T
maflL y = MN in functie de x = A M.

6. Fie A", B', (", ' picioarele perpendicularelor din virfurile 4, B, €
ale unui triunghi si din punctul G de intersectie al medianelor sale pe
o dreapta d. :

89




Exprimati GG cunoscind H’, ﬁ' cc.
“Vectorr

Cele aralate in paragraful precedent ne condue la:

Definitia. Fie AB si Ch doui segmente orientate. Spunem ¢
¢le sint echivalente in unul din urmditoarele doui cazuri:

Lt e =)

2.4 # B, C # D gisint indeplinite simultan conditiile:

a. AB || D san 4, B. C, D sint coliniare

b, s4B=C].

. semidreptele A4 §i CD au acelagi sens.

B D

/ e T )
- Fig. 111.14

A A C (5} D

co G

Sa observim ca nu puteam impune conditia ¢ atit timp eit n-ar fi fost
impusd condilia a.

Ovice segment orientat este echivalent cu el insugi; daca un segment
orientat este echivalent cu al doilea, atunci gi acesta este echivalent cu pri-
rul: doud segmente orientate echivalente ecu al treilea sint echivalente intre
ele.

Fig. I11.15

Definitie Ne numegte veetor o multime formatid din toate segmen-
tele orientate echivalente en un segment orienfat dat.

; ; —>
. Vectorul format din toate segmentele orientate A4 se va aumi., vee-
torul nul®.
y g
In vorhivea curentd vom spune ,vectoril 4B in loe de . vectorul ce
—
cD
. . ¢ A 3 5 - _-% - '_+
coincid®. sau eca .sint egali”, in loc de .segmentele orientate 4 B si CD sint
echivalente®, -

coniine segmentul orientat A B" si vom spune deci ca ,vectorii AB si

940

S& obgervdm ca fiind date-yh segment oriental 4B si un punct C,
R . L.
— 'y
existi un punct unie D astfel incit segmentul orientat CD sa fie echivalent

o—n
cu segmentul orientat AB.

O
" A /’
A

Fig. 17116

Anume: . dacii: B = A, alegem D = €, iar dacd B # A atunci ducem
prin (' dreapla d paraleld cu A B (daca A, B, € sint coliniare, d se alege drept
AB), alegem pe ea semidreapta .\',-L'l_l'_ll arigine ' gi de acelasi sens cu semi-
dreapta A B si, in fine, alegem pe s punctul D pentru care CD = AB.

Pe scurt: orice vector se poate ,aseza®“ astfel incit s& aiba ,originea“
in orice punct dorim. e

Problemi rezolvata

Daci A7 este echivalent cu'(;‘l:, demonstrati c# “AC este echivalent
3 m—

cu” BD.
Rf‘ér}h-‘m‘ﬂ. Cazul 1. A, B, C nu sint coliniare. :

Datoritd faptului cii semidreptele AB i €D aun acelagi sens, ABDC
este un patrulater. El este un paralelogram, deoarece laturile opuse AB, DC
sint paralele si congruente. Rezultd ci si AC, D& sint paralele gi congruente;
de asemenea, ci semidreptele AC, BD au acelagi sens. Cele trei fapte, impre-
und, afirmi; conform definitiei, cd _:1—5 8l lj?_f;: sint echivalente.

Cazul 2. A, B, C coliniare. Atunci i D rezulta situat pe aceeasi dreaptd

- —r
cu A, B, € si urmatorul caleul cu masuri de segmente orientate: B = BA +

M b — — e s
+ AC +CD = AC + (CD — AB) = AC ne convinge de valabilitalea enun-
tului si in acest caz.
" Rezultatul din aceastd problemd ugureazd rezolvarea citorva din pro-
blemele ce urmeazi:

- 16, Probleme

1. Desenati doud segmente orientate care sa indeplineascd doud din
<7 eonditiile @, b, ¢ si sd nu o indeplineascd pe a treia. Din cele trei vari-
ante ale acesteli probleme, care este ,absurda®“?

g1
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2. Fie A, B, C trei puncte necoliniare. Convingeti-va cd existd un i 4
: i b E 2 B n cele ¢ce urmeazd vom presa ; - i ifia™ din earc
punct unic D astfel incit A BCD sa fie un paralelogram. Caracterizati-| S S Pro OPans ¢l ,ne o flxa?‘, p:}m@f& din car
vaotoriil* tn deul modurl 3 privim planul s deci ¢& am previzal, peniru orice semidreapli, care ésie |
. vectorie : £ A semiplanul de la stinga ei i care este cel de la dreapta ei. ';
3. Daca AR este echivalenl cu A’ B’ §i BC este echivalem. cu B'C’, In legdturd cu-aceasta, sint valabile urmitoarele proprietdlis i
e m— 3 : v Y . 0 ! i - . . Fr -
' demonstrati cd AC este echivalent en A'(" (direcl este mai greu decit a. Dﬂcgi doud semidrepte s g ¢ au acecasi origine g dacd ¢ este situatd |
s-ar parea la fneeput; folositi problema rezolvati). fn semiplanul de la stinga lui s, atunci s este situati in semiplanul de la dreap- |
III i > Kl L] i
It | 4. Intr-un paralelogram A BCD se noteazii eu [, F mijloacele latu- ta lui 7.
| ; rilor AB, CD. In figura obtinutd gasiti toate perechile de segmente 1
. orientate echivalente. cu capetele in eite doud din punctele A, B, 3 i X |
Bl C. D. E.F. semiplanul /de la |
4 5. In problema 4, completali figura cu incd un punet, situat pe stinga /lui 55 \\)\ ‘
| una din deeptele A B, BC, CD. DA aga incil i putem forma cn el un s e s v 5 5 |
i | R Fig. I11.18 ’ & Q\
| IJ| segment oriental echivalent e AC. In eite moduri putetli face aceasta! / \0(\ @,0 |;
&1 6. Un trinnghi echilateral A BC are centrul® in 0. Asezati® vec- 1 / ((.\\Q \© o :‘
I torul 04 cu orviginea in B, apoi in C. Precizali in fiecare din cele doud L

| eazari pozitia extremitidtii vectornlui. ; ;

| 7. Indicali perechi de segmente orientate echivalente pe figura |

‘I . formatd dintr-un triunghi $i mijloacele laturilor sale. b. Daci s si s’ sint cele douit semidrepte diferite, cu originea in O situate ;

i pe dreapta d, atunci semiplanul de la stinga lui s este tot una cu semiplanul ‘
| 1 de la dreapta lui ',

1 ‘
£l ING] 1 ORTENTA’ i y 2 |
A UNGHIURI ORIENTATE : semiplanul de la stinga lui s = |
! 11 . 9 a N ' o |

a Acest paragral este asemdndtor ca idee celor privind segmentele orien- g 0L '-SE'm!P[GHU[ de la dreapfa lui's ‘

n tate de pe aceeagi dreapta si de pe drepte paralele; aci insd situatia nu ne S—= g S |
-y eonduce la notiuni ce au complexitatea notiunii de vector. ‘ |
|8 - & . ' F 5 - ‘ . . i |

1 Daci privim foaia de hirtie ,de deasupra®, aga cum facem de obicei, & Dack 0% O ot seinidrente varalala do' acelidi #eny. dach OF. Gy’ |
atunci, relativ la orice semidreaptd, unul din semiplanele determinate de it d- S dons id t'p p] le di lasi / q; dacd (‘)‘?’f‘.l estye ‘

dreapta pe care ea este agezalli ne apare ,la stinga“ semidreptei, iar celilalt i . o b Eeml,(' SERL R ,ac,e A DA g
d (t oias : K gituatd in semiplanul de la stinga lul Oz, atunci 0'y’ este situatd in semiplanul |
a8 dreapta® semidreptei. R |
de la stinga lui O'z". |

semiplanul >~ semiplanul

de la stinga de la dreapta . ‘
lui s lui s Tl 1 _ i
i i o Fig. 111.20 |
T | /" 1 | |
s i

. |
: | i Daed insd am ,intoaree f{oaia* 8l aceasta ar fi transparenti (ar fi mai | ; .
o ’ gren 84 realizam aceasta privind-o .de dedesubt®), sitnatia s-ar schimba: , y L " o o |
F A semiplanul ce apirea .la stinga“ semidreptei ar aparea acum la dreapta® Obserr‘-afzr& A pmzentﬂ.t' nnt'm.m]'j din U.U%L .parﬁgraf, ot s ,dm, t.ml (it
R gl §i invers, A asupra semidreptelor de acelasi sens gi de sensuri contrarii, la nivelul intuitiv, i |

8 - la fel ca in partea I din cl. a VI-a. ' '

1 |

I 92 o |

1
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PDefinitie. Prin unghi orientat vom: inteleze o figurd formati din
doud semidrepte 4. & eu aceeasi origine, nu mneapirat diferite, eonsiderate in
aceastd ordine. Tl vom nota £ (&, k). :

Deci: “£ (h, k) este si el un unghi orientat, iar, pentrn 2 # & unghiul
orientat % (h, k) este diferit de unghiul orientat =% (£, k). _

Detinitie. Prin misura unui nnghi orientat & (4, %) notatd tot ew
“f (h, k) vom intelege.

a. 0°F =daei h = k.

b.-+ 180° san —-180° daed unghiul (obisnuit) < (&, %) este alungit. .

¢. Tn celelalte eazuri, misura unghiunlui (obisnuit) 3 (&, &), luatd cu
semnul - daed & este o semiplanul de la stinga Ini % gi cu semnul — dacé &
este in semiplanul de la dreapta lui k.

k -
B (hk)=+45° > (hk)=-120°
fig. 11121
—h K
I?(h,k):O" Rk ?{h.k);:ﬂ&() 8

Observatit. 1. Convenfia de la ¢ in legiitura cu semiplanele n-avea sens
in cazurile @ §i b; de aceea a trebuit si le considerim separat.

2. In cazul b din definitie, facem o convenfie care se poate enunta si
astfel: in calculele eu masuri de unghiuri orientate, considerim totdeauna ci
360° = 0°. Aceasta este o sifuatie agemanitoare cu cea in care sintem intere-
sati, in aritmeticii, de resturile impértirilor numerelor cu 4, de exemplu. In
studiul acestor resturi scriem 4 =0 (mod 4) i nu 4 = 0, 4-2 = —2 (mod 4)
si nu +2 = —2, Aci vom scrie de exemplu, +180° = —180° (mod 360°).-

Reamintim ca ¢ = & (mod ¢), unde a,b,¢ sint numere intregi, inseamn#g
¢ divide pe a — b. In cazul nostru # =2 (mod 360°) tnseamni; citul %E‘-IE este

un numar intreg.
3. Oricare ar fi o mdsura de unghi # i 0 semidreaptd k, existd o semi-
dreapta unica £, cu aceeasi origine ca gi &, astfel incit >¢ (&, k) = u (mod 360°).
Daca pentru —180° < u < 180° aceasta se poate intelege din figura
I11.21, sa consideram cazul # = 1 0600°. Avem 1 000° = 3 - 360° — 80° = —8&(°
(mod 360°), conform conventiei explicate la punctul 2. Deci problema, in
acest caz, se rezolva ca in figura 111.22.
(mod 3607 _
‘_‘-_'—“—-“—-'-“‘ﬁ
Nfmod 360%. © .\
_ \

*(hk)=1000°
(@l -,
\ 1000°=-80° @%_x‘ -
: S

Fig, 1i1.22

e

P |

Un caz mai familiar este u = 280°, de exemplu, in care seriem u =
= 360" — 80° == —80° (mod 360%) i care se rezolvd deci tot ,prin figura
111.22¢%, s

4. Dacd privim planul ,din partea cealalti® atunci misurile tuturor

unghiurilor orientate apar eu semnele schimbate.
B Urmitoarea teorem# are aceeasi importanti ca gi cea aseminitoare
de la segmente orientate de pe aceeasi dreaptil: permite calcule si demonsiratii
fird a mai face figura, fiird a mai considera toate cazurile ce pot apirea ca
urmare a pozitiilor diferitelor semidrepte unele fatd de altele. Bineinteles ca
in demonstratia ei va trebui si considerdm toate aceste cazuri, cu toati »har-
ficia“. i -
" Teoremi. Dacd u, v, w sint trei semidrepte cu aceeasi origine, atunei
(u, w)=6(u, v) + E(v, w) (mod 360°).

Demonstrajie. Cazul 1. w = v sau » = w. In acest caz relatia este evi-
dentd, unul din numerele din partea dreapta fiind 0°... ,

Cazul 2. u = w. Relatia se reduce la >(u. v) = — >&(v, u); ea rezulti
din definitia mésurii unghiului orientat g din proprietatea «, ilustratd in
figura 111.18.

Cazul 3. Unghiul 9(u, w) este alungit, iar celelalte dou# nu sint nule.

W - u

Fig. T11:28 -

W ' v
In ambele situatii, relatia rezultii din 32(u, v) + 3(v, w) = 180°
¢ Cazul 4. Unghiul 3Z(u, w) nu este nici alungit nici nul.

b Privind eventual ,din partea cealalti“, putem presupune ci w se afld
fn- semiplanul de Ia stinga lui #. S notdm eu u’ gi w' semidreptele ce +prelun-
gesc” pe u g w. :

i ik ‘ . stk W

Ls

) AV e
Fig. 111.24 ~==

W’

Deosebim patru subecazuri.

a) v se afld in interioruld(x, @) (.fig. I11.25, a). In acest caz relatia este
I, w) = 3(u, v) + (v, w), despl‘e care stim ed este adevarata.

b) 2 se aflit in interiorul 3Z(w, u’) sau coincide cu z’. In acest caz relatia
este X (u, w) = I3(u, v) — I (v, w), despre care stim c¥ este adevdrata (situ-
afie asemdnitoare cu a).
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¢) v se afki in interiorul <7 (u, ©') sau coincide cu ', In mod aseménator
cu b) ajungem la X (u, w) = (. w) — 9n, 2).

d) » se afld in interiorul 37(xa’, @’). Aici apare sitnatia deosebita legata de
conventia de mai sus. Relafia devine 9 (u, w) = —(u, ¢) — (v, a:-'.) {mod
360°). Stim de la ,unghiuri in jurul unui punet® cd <Z(n, v) - X (0, W) ~+
F X (@, u) = 360°; aceasta aratd ci diferenta dintre membrul intii st al
2-lea al relatiei, hmpirtitd la 360°, da rezoltatul 1. Cu aceasta teorema este
demonstrala.

Fig. 111,25

17. Prob eme

I. Considerati un triunghi .4 BC. Convingeli-vi cd sau pentru toate
cele trei semidrepte ADB, BC, CA ,virful rdmas"” se afld in semiplanul
de la stinga, sau el se afld in semiplanul de la dreapta pentru toate.
Enuntati teorema asupra sumei unghiurilor unni triunghi conside-
rind unghiuri orientate.

2. Aritali cd teorema asupra sumei unghiurilor unui triunghi obti-
nut‘ﬁl in problema precedentd rimine valabili si pentru trei punc.te
coliniare (dar distincte doud ecite doud).

3. Desenati un patrat ABCD astfel incit ¢ si D sd fie in semiplanul
din stinga semidreptei AB. Care sint masurile unghiurilor orientate
$(AB, AC). %(CB, CD), (DB, DA), 2(AD, AB), ete.?

1. Desenali un hexagon regulal A BCDEF astfel incit C, D, E, I
si se alle in semiplanul din dreapta semidreptei A B. Care Silli. !D‘t'lSlH‘ilf:
unghiurilor orientate “&(BC, BA), “H(CD, CA) H(FC. FB), F(EA.
ED) eto.? '

b. Se dan doud drepte «, / concurente in O g pe [iecare se alege
cite o semidreaptia @', #' cu originea in €. Cite valori poate lna masura
unghinlui orientat “&(/', ) (prima semidreapta tiind cea de pe a)?
Aratati cd 2 “f(a’, /') ia acceasi valoare in toate cazurile descrise.
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6. Se dau doud semidrepte k, k de origine 0. Cite semidrepte 4 de
origine O existd astfel ca ¢ (&, b) = 26 (b, k)? Dar astiel ca (A, b) =
= -2 (b, k)?

7. Oricum ar fi punctele A4, B, C. D diferite doud cite doua, avem
6 (4D, AB) + 2% (BA, BC) + % (CB, CD)+ 2% (DC, DA) =1U.
Demonstrati aceasta in general §i apoi considerali cazuri speciale ca exem
ple: pabrulater convex, concav, existdi un punct comun interioarelor
seomentelor 4B, CD etc.

8. Fie 0, A doud puncte pe o dreaptd d, fie B alt punct in plan si
¢ simetricul lui B fatd de d. Avem X6 (0B, 04) = —=£(04, 0C).

DESPRE TRANSFORMARI. GEOMETRICE

Obignuim sa gindim ca doua triunghiuri (sau, mai general, doud liguri

g
geometrice, desi nu am discutat acest caz pind acum) sint congruente daca,

desenind una din ele pe o hirtie transparentd, putem si le Tacem s coincida
prin suprapunere. Ne-am ferit pind acum de agtlel de ,argumente” in rationa-
mentele noastre, In acest paragral vom da o expresie matematicd precisd a

notiunii de suprapunere, sau, cum se obignuieste a i se spune, de izometrie.

o

o,

Fig, [11.26

o ,suprapuncre” apare drept un proce-

Din punct de vedere geomebric,
winctul @ bine determinat

den de a considera, odatda cu liecare puncl /. |

pentreu 0 suprapunere data. in care este  mutal™ #
Dar aceasta nu este altceva decil ,0 functie definita pe plan, eu valor

in plan®.

Definitie. Se numegte fransformare geometricd o Tunefie U/ :z—

—x unde = este plannl, gindit ea malfimea punetelor sale, eu alte cuvinte o

{ransformare geometricd este o functie deliniti pe plan en valori in plan.

R Maternatlca-geometrie, el a VII-8 97




punct-P din plan un: punct hi—nf de
din plan. -

{ icd es a ataga liecirui
o transformare geometricd este un mod de a atag

s terminat, care depinde de. P, notiat U{.P)’

53

e drept ceea ce gindim noi

i [ etricd apar
ar nu orice transformare geom b/ cool :
o ad definim U(P) = A.daca

- a . . 97
a 1i o suprapunere. De exemplu, in figura 111.27,

1A,
WA el
d

R 8 a din figurd
P este in semiplanul din stinga, U(P) = A, daci P este pf:: dreaptf.t“ J](n Efm,,
i U(P) = A, dacii P este in semiplanul din dreapia. Prin aceastd tran
. St _strivit® in cele trei puncte A_, A, Ao

Fig. 111.27

mare geométricit U planul este
Aceasta nu este o suprapunere;

punete. : "
Definifie. Se numegte izometrie o transformare geomefrici ce du

ite si p ori i infr-unul congruent
punete diferite in puncte diferite si care duce orice segment infr-un g

- ificit distantele intre
o suprapunere nu modifici distantele

e el

tri aate izometrie
Cu alte cuvinte, transformarea geometricd {/ se numegie 120
daci:
a. Pentru orice'4 # B avem U(4) # U(B).

‘h. U(A)U(B)= AB pentrn orice A # B.
A U(A)

Fig. IT1.98

X Uis)

i in clas i simetri t4 de o dreaptd d, pe
Exemple. Am viizut in clasa a G-a cd simetria fat pté d, p

care 0 vom nota cu Sg, este o izometrie.

0° AC = Sy(A)Sa(C) s
]B.S,-;’B) AB = S,(A)Sy(B) Fig. 11.29
: efic.
C 902 S4(C)
s 1d

g8

Am vizut de asemenea ci simetria aid de un punct 0, pentru care vom
imiroduce o notatie la pag. 102, este o izometrie.

A urB)
UA)U(B)= AB '
A0 = U(A)U(0) Fig. 111.80 < QU0)
ate.
B - UA)

18. Probleme

L. Dacd U este o izometrie §i ABC este un triunghi echilateral,
atunci U(A)U(B)U(C) este un trinnghi echilateral.

2. Dacét U este o izometrie si 4, B, € sint puncte coliniare, atunei

U(4), U(B), U(C) sint coliniare.

3. O izometrie duce un triunghi intr-un triunghi congruent cu el.

470 izometrie &/ duce interiornl segmentului AR in interiorul
segmentului U(A) U(B).

5. O izometrie duce un paralelogram intr-un paralelogram.

6. O izometrie duce un pitrat intr-un pitrat.

7. O izometrie duce o dreaptd intr-o dreapti.

8. Daci A, B, C sint necoliniare si / oste o izometrie, atunei
L U(AYU(B)U(C) = 3 ABC.

TRANSLATII

Delinigie. Fio ¢ un veetor. Se numegte translatie de vector ¢, trans-
formarea geometrici 7, eare duce un punet P in extremitatea vectorului v,
sagezat’ eu originea tn P.

/—L/ 5%
P

Translatia de vector nul este asa-numita transformare 1den-
tied, transformare ce lasii pe locitoate punctele P. Ea se va nota en /.
Teoremi. Orice translafie este o jzometrie,

Fia. TI1.91

Observaie,

99
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Demonsiratie. Fie A si B doud punete oarecare, A" si B’ lmagmtle lor

‘ 1 * .

prin translatia consideratd. Segmentele orientabe AAd" s :"; vor fi deci

echivalente. deoarece ambele ,fac parte* din vectorul translatier. Vom de-
osebi doud cazurl.

Cazul 1. A, A’, B, B' coliniare. In acest caz ipoteza se poate gerie

" —_—r —_—
AA = EF’ si concluzia AB = A'B’ rezulti din A'B = A'A + AR =
—_— e —_—
— X4 +AB + BB = — AA' 4+ BB + AB= AB.
Cazul 2. A, A’', B, B' necoliniare.
A --)B Fig. 111.32
\M‘/,
Ipoteza Concluzia
| BB, AA' = BB’ ' AB=A'B

Semidreapta AA' de acelagi sens cu semidreapta BB
in acest caz incepem prin a observa ca AA'B'B este un patrulater

A A

adicd nu arata aga ca urmare a pértilor 1 gi 3 ale ipotezei. Avind

HoiH
laturile opuse A A’ si £ B’ paraléle gi congruente el este paralelogram. "msr.nh:'f
AB == A'B’ ¢a opuse in acest paralelogram (pentru a evi ita lolosirea, ca mai
sus, a unei teoreme ,suplimentare” din clasa a 6-a, se poate ardta ci A ABA'=
= AB'A’B, cazul 1).
Observatie. Fie T o translatie. Cunogcind imaginea T(F,) prin aceasia
translatie a unui singur punct P, translatia T este perfect determinaté: ea

este translatia de vector PyT(P,).

Intuitiv, un vagon de cale feratd, pe o portiune dreapli de linie, executd
o translatie (pozitia sa, la liecare momenl fixal, se obtine printr-o anumitd
translatie, ee depinde de acel moment, din pozilia iniliala (fig. 111.33).

=)

Fig. I11.89

ST, h, ") L N
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19. Probieme -

L. O translatie duce un eere intr-un cere.
Douit cercuri de raze egale pot totdeanna si lie  suprapuse"
printr-o bLranslalie.
3. O translatie duce o dreapta d intr-o dreapld paraleld eu ea, sau
tot in d.
.,.t- i i
k. Singurele drépte transformate in ele insele de o translatis de
vector nenul 7 sint cele  paralele® cu vectorul v al translatied.
3. Se considera doua cercuri gi un segmenl. S se construiascd un
panct M pe primul cerc si un punet N pe al doilea asa ineit segmentul
MN si fie congruent i paralel en segmentul dal.

. Aceeagi problemi ea la 5 inlocuind unul din cercuri eu o dreapta.

7. Se considerd nn pitrat ABCD de centru 0. Fie M, N, P, Q) mij-
luar*eie laturilor AB, BC., €D, DA. Si se precizeze pozitiile punctelor
IM} '.I'Jr N}, TAp( P 7-1“ (.)

8. Se considerd un hexagon regulat A BCDEF, de centrn 0. Si se
% . %l A ' i % * =
precizeze imaginile virfurilor sale prin translatia de veetor AQ. Aeeecasi
—
problemé pentru tranoslajia de vector OB. La fel pentru cea de vectar
B
AC.
9. O translatie transformd o semidreaptd intr-o semidreapta pava-
lela gi de acelagi sens eu ea.

10, 0 translafie transformi un segment orientat intr-unul echiva
valent cu el

11. O translatie transforma un unghi oriental intr-unul de acemnsi
MmAasurai,

12. Poate o translatie de vector nenul sa transforme un poligon in
el insusi’

13. Dati exemplu de o figurd care sa fie transformati in ea insda
de o translatie de veclor nennl,

. - " s, . -
14. Aritati cd o transformare geometrica ce transformi orice seg-
ment oriental intr-unul echivalent cu el este o translatie,

ROTATII

DeYinitie. Fie ¢ un punet Tixat i o« o misura de unghi orientat.,
Rotatia de eentru € si uughi oriental » se definegte drept transformaresa gegme-

401




e imriienad

7 intr et 0 = Rp 4 (P)
trica R ¢e duce ¢ in ¢ iar un punet P s C intr-un punct ¢ 1_1(_ o
e e 4 - ]

definit prin &(CP, CQ) = u, CQ=CP.

A o? s

Q

/ Fig, 111.34
S
¢

: =

i e b \arey identicd 1.
Observatii. 1. Rotatia Rgo de unghi nul este transformareu identici

de (.

M =

Lo 8 & (li' onl ore t f ; 'F“":l[I I('(l A0 4 X- idt-d
. J.{ a L RN & ﬂl'l_‘h 1A ].(_0 Chis LR LS nai .q]“letil | :
.2.-. ol 1.[-?( Jfl. - 18 : :

@

@Oo
p Fig. 111.85

o

5 i i ste 0 izometrie.

Teoremi. Orice rotatie R, , es 3 I
Demonstratie. Va trebui sit alegem doud puncte oarecar:?. zl{, A %-d I:OTEUH
n. (M), N’ = Rg,, (N) i s demonstrim c& M' N'= JMN.

G Aty Wt 8 ihirne:
Qo geenenslaC, 2, & nee?hmar Concluzia.
[ pateza. M'N'— MN
CM=CM',CN=CN, :

{CM, CM') = $(CN,CN') (=u)
S(CM, CH') = %(CN, s el s
Demonstrafia in acest caz. Avem Z&(CM, CN)=Z%(CM, CM' +

+ R(CM', CN)=%(CM, CM') + R(CH',CN') +Z(CN', CN) = %(CN,

CN’)
=9

(¢
Deci
{,‘—1‘{!1

+ 36 (CN' CN) + %(CM', CN'), =% (CM', (-‘;?J’), [1.0{3] i::flia;’}?
1;"(-:;\”. Rezulta AMCN = AM'CN’ (cazul 1) si deci M'N' = MN.
special® €, M, N coliniare. 43yl Lo

Ewi::la?;r(:’ma—l l{! gan € =N rvmilairnedi{p‘. din definitie: CN T t",_f\u;;.g;
S heazul € # M, € # N. Din demonstratia de la cazul g%‘.ne: a 13?. Ly
- N) = SO M, CN'), valoarea lor fiind in cazul de fata 0 sau 150°.,
‘;" ( \r)\ n_ldif' )t.c_eie (U CN sint de acelagi sens, aga sint si %Brmdf‘ep[e}?
L(?ll\t"’ hi-:;r d-lr’[ﬁ CM. CN sint de sensuri contrare, asa sint g1 CM’, CN'.

N N

: Fig. 111.36

=y
M NZC N

i M —CN' | =|CM —=CN | =
fu prima sitnalie avem MEN=" | & CN

— MN. iar in a doua M'N' = CM' +CN' =CM +CN = MN, q.e
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~ Un carusel executa o rotatie (¢
vagomiului de cale ferats pag. 10G0),

20. Probleme

U acesagl precizare ca si la miscarea

L. O rotatie duce un cerc intr-un eere,
un cere dat in el insugi?

2. Dous cercuri .de raze egale pot fi ,suprapuse”
al cdrei unghi orientat poate fi ales cum dorim. # (.

3. O rotatie transforma o dreapta intr-o- dreapta. Poate i dreapta
imagine paralela cu cea initialda? Dar identicd? Descrieti cazurile in
care au loc aceste situatii, :

In ce caz o rotatie data duce

printr-o rotatie,

. O rotatie transformi o semicdreapta
rile, precizate prin solutia problemei 3,
daca semidreapta imagine este de acel

intr-o semidreapta. In cazu-
in care se poate pune problema
agi sens sau nu cu semidreapta
initiald, precizati care este situatia. '
9. Sa se construiased un triunghi echilateral o
celelalte doud virfuri situate pe doua dr
care problema are o infinitate de solutii
6. Sa se contruiased un pétrat ce are doud virturi opuse pe doua
cercuri date, iar unul din celelalte dous intr-un punct dat.
7. Care sint rotatiile care duc un triunghi echilateral in ol insugi?
8. Aceeasi problemi pentru un patrat.

% Aceeagi problemi pentru un he

u un virl dat si en
epte date. Descrieti situatia in

xagon reculat.
10. Se considerd un hexagon regulat 4 BCDEF gi figura A formati

i i . | : T e 7 '
din trei cercuri de raza B de centre 4, C, £ & din trei cercuri de

. e . ; i . -
‘raza —ARB de centre B, D, F. Care sint rotatiile ce transformi figura
Y

H in ea insdsi?

I1. Se considera un' patrat ABCD in ¢
din stinga semidreptei 4 8. Precizati
prin rotatia Ry

12. Se considera un hexagon regulat A BCDEDR.
semiplanul de la sting
sale prin rotatiile i,

are C, D) sint in semiplanul
imaginile virfurilor patratului

46™"

in care ' este in
a semidreptei A B. Precizati imaginile virfurilor
socs Aceeasi problema pentry R
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13. € si D fiind puncte diferite, determinaii un punct X astfel ca

Ry oo (X) = By _gpe (X). Aceeasi problemi inlocuind —60° eu +120°.

La fel eu £60°, --60°.

Problema rezolvati. Dindu-se Lrei deepte paralele (lixate) sii se con-
struiasci un triunghi echilateral cu virfurile respectiv pe fiecare dintre ele.
Obsercajie: dacii existd unul, prin translatie de-a lungul dreptelor putem

obtine o inflinilate.
SOLUTIA 1 (fologind numai cunogtinte de clasa a 6-a). Sint date
dreptele a, b, ¢ (fig. 111.38). Considerim problema rezolvati.

a Q A
b Fp
B

Fig. 11138

Y ! : '1_|__
i M,

Ducem (notatiile sint cele din figura) AD L ¢ 8 C' M iniltimea triunghiulu
care taie segmentul A8 in M, mijlocul siu, Patrulaterul ADC M este inscrip-
tibil 37ADC = 3 A MC = 90°. Deci D,, = C, = 30°. M este de asemenea si
mijlocul segmentului PQ (P si Q sint punclele unde DM taie pe b, respectiv
a). Problema este terminatd: ducem AD L e, ADQ = 30° ludm mijlocul
segmentului 2Q. Unim A cu M si prelungim pina taie b in B. AB este latura
triunghiului cautat. .

SOLU TTA 2 (prin aseminare). Daca distanta dintre « gi b este m, cea
dintre b si ¢ este n, latura AC este impértitd in raportul m/n. Cum toate triun-
ghiurile echilaterale sint asemenea, ludm un triunghi echilateral A'B'C" si ii
impirtim latura A'C” in raportul m/n prin punctul interior N (fig. I11. 39).
Ducem prin A’ si B’ paralele ¢’ gi b" la B’N" si obtinem o figuri ,asemenea”
ou cea cautatd. Fie d’ distanta dintre @ si ¢. Prin procedeul construirii celei

|

Fig. 111.39

.de a patra proportionale”, cunoscind distanta o dintre dreptele a gi ¢, obii-

nem latura AC a triunghiului 4 BC' ciutat.
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3

s gOIfU ?fl 3 (prin l'()tHLjQ). Rotind pe 4 in jurul lui B éu 60°
H ecl voting ‘-h"'-_-ﬂ{‘t't'- @ in jural unui punct fixat la r'rma.l':m- B ne b obti
nem acolo unde ,rolita® lui « taie ¢, punctul €, deci avem J'Jll:ll"'l.fl;f" .I”i 8

Ll a LEItn-

Lajungem"

chinlui,

PROBLEME RECAPITULATIVE

: rl.}l"ﬂ triunghiul 4 BC, latura BC = 5 c¢m, medianels BB = G :
§1 (;i‘ = 4,5 em. Si se afle celelalte laturi ale triunghiului. T
2. III'ELJ}UZU' ES_USt‘:I-‘.l ABCD este circumscris unui cere. El o {
b.aza mica, de 2 ecm i baza mare CD = 8 em. Se core r I g

si laturile neparalele. i

3. Intr-un triunghi isoscel OA B E(!A = 0B) . AOB 36 °. Lua
£ = & x L
pe latura OB punctul € mterior, astlel incit (ﬂ}} = J6°
streze ca: ‘ o
a) AACB ~ NOAB,
b) OC = 4B = AC.
4. Intr-un cerc de centru O i ' i

4 L  de cent ngeriem un poligon regulat cu 10 laturi
{LIBIL.ngJI rﬂgulfal.). Fie AB, BE si EF trei laturi ale su]ﬁnnmecul'iv - ‘fl’f
se Ipterser:lmaza cuOB in C. Notind AB = BE = EF = / bA 0. )1 -
= R demonstrati ci s o

@) 'CB=H—1:

by OC = AC = [;

¢) R(R =0 =1 gau B+ Rl — R?'= (-
d) Verificali relatia * 4+ Rl — R — [x . “"5_}[; L R RYE)
gasiti de aiel latura decagonu : ; J :
eului inseris.

b IL:. trapezul f_{!’l-."..}.ll.-Lll'l:_-{'hi{‘ ABCD, indltimea BC = 4
mica A f; = AD = u, iar baza mare CD :
bazei micl gi laturii 4D,

6. In figura R.1 cercurile

‘ £ ol 3 de centiu 0y, 0,, 0, si razi
v P e =) gy Al i - 4 LU iy " R :
sint tangente la dreptele V7', V7" g Langente%xtirjoure intr:; eﬁb 4

aza cerculul inscris

. Sa se demon-

-

lul regulat convex in functie de raza cer-

3 . cm, baza
= o cm. Delerminati as
am. Delerminati 2, masura

3

Fig. R.1

Demonstrafi ca aria ceroului

cea a cercurilor {01) §1 (03), [0_»,‘) este media pl-OpOl'l’:ionajﬁ' intre
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7. Printr-un punct fix 2 situat in interiorul cercului fix de centru
OO0 # P) trec coardele perpendiculare mobile AB, €D de mijloace
M st N respectiv. ;

5i se demonstreze ca MN are marime constanti.

8. In cercul de centru O, 4 si B sint doud puncte diametral Opuse,

e . T o L . . 5 A
Fie M gi N doua puncte variabile pe cerc, astfel incit MAN = 30°,

Dreptele MB i AN se intilnese in 2,

a) Cite grade are 9 MPA?

b) Care este locul geometric al punctului 27

9. In triunghiul ABC. 3 BAC = 60°, BD si CE sint inaltimi, iar
O este mijlocul segmentului BC. '

a) 5a se demonstreze ca: AOED este echilateral,

b) Daca AC = 4 ¢m si AB este de marime variabila, si se gédseascd
valoarea minima o laburii triunghiului echilateral OED.

10. Sa se determine care este dreptunghiul de arie maxima inseris
intr-un cerc de raza |,

11, in triunghinl isoscel 4BC este inseris un cerc. Laturile 48 =
= AC = 13 cem. iar baza BC = 10 ¢m. Sa se calculeze raza cercului
inseris.

12, Se da un cere si 4 un punct exterior. Ducem A 7 si 4S8 tangente
la cerc (fig. R.2). (8 s T sint pe cerc). Coarda TL e paraleli cu AS.
Segmentul AL taie a doua oara cercul in (). Demonstrali ca TQ indil-
veste tangenta AS in M, mijlocul el

Fig. R

13. PL aanifhulptd AC, ABC, fiind un triunghi, se ia D asa incit
X CBD = <«CBAC. Demonstrati ca: a) BD este medie proportionald
intre AD gi CD; b) BD este tangentd la cercul circumscris triunghiului
ABC.

14, Se da triunghiul dreptunghic ABC cu 42 4 = 907, 48 = §,
AC = 4

Sa 86 gdseasca latura patratuhn A MNP, unde M & AB. N r_ EC
P c ', Catetele fiind b, e, aceeasi intrebare.

<

15. In figura R.3, 4 BC este un triunghi oarecare, A BDE §i ACFG
pétrate. Si se demonstreze ci: a) EC = BG, b) EP 1 PG, ¢) AP este

bisectoarea lui 9= HAJ.

Fig. R.3

(o

16. Un semicerc cu raza I este inscris intr-un trapez isoscel (adica
are centrul pe baza mare DC, i eske tangent celorlalte laturi AB, BC
g1 DA). Unghinl ADC format de o laturd neparaleld cu haza mare are
45° Sa se afle arvia trapezului.

17. Si se alle aria unui trapez isoscel, stiind ca bazele sale sint 12
gl 20 em, iar diagonalele sint perpendiculare intre ele.

18. Intr-un patrat A BCD sint inscrise doud gemicercuri cu diametre
AD si BC. Un cerc mai mic este tangent la ambele semicercuri g la
latura A B. Sa se socoteasca raza acestui cerc in functie de a, latura AB.

19, Segmentul 4B = a, lix, este in acelasi timp coardd si tangents
a doud cercuri concentrice de vazd variabild. Si se demonstreze cd aria
coroanei circulare cupringi intre ele este constanti,

20. In pétratul ABCD de laturd « (fig. R4) se inscrie triunghiul
APQ cu 9Z QAP = 30°, (Q pe segmentul DC si P pe segmentul PC}
I APQ = 90°. Se cer laturile acestui triunghi.

Bl oomin

Fig. R.4 p
302

A B

. 21. Se da triunghiul ascutit unghic ABC in care CB = 3 si inilti-
1‘11%:1 AA’ = 2. Si se afle latura patratului inseris in triunghi (doud
virfurl pe BC, celelalte doud respectiv pe 4B, AC).
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29, In figura R.5 A BC este un triunghi isoscel inseris intr-un pétrat
(AB = AC = g) gi pe indltimea AD ca diamelru e construieyte un cere
care tale AB in M si AC in N..Se core MN in funglie de a.

A .

- /-—

g,

Fig. R

B D c

23. Demonstrati ca orice figura plana care are doud axe de simetrie
perpendiculare are gi un centru de simetrie! Reciproca este adevirata?

24, Cu laturile ¢it ale vespectiv triunghiului echilateral, hexagonulm
vesulat gi pétratulul inseris in acelasi cerc, se construieste un triungh
Si i se precizeze natura. Gisiti raza cerculu circumseris lui.

25. Pe segmentul AB se considera punctul A/ variabil i, de aceeasi
parte a segmentului, triunghiurile echilaterale A MC i MBD. Cercurile
cirenmscrise acestor triunghiurt se taie in W si NV (fie. R.6). Ariitati ca:

1y 4, D, N sint colimare.

2) gasiti locul geometric al lui 2, miflocul lui €D, cind J/ se migea.

3) mediatoarele segmentelor C M si MD trec printr-un punct fix.

%) daci AM = x i AB = a, sa se exprime CD in funclie de a $1 2.

26. a) Si se arate cd simetricul ortocentrului unui triunghi fata de
o laturd se afli pe cercul circumseris triunghiului.

b) Sa se construiasei un triunghi cunoscind: o inaltime, ortocentrul
fixat pe ea si marimea segmentului dinfre ortocentru gi alt virl.

27. Triunghiului ABC i se prelungese laturile a, b. ¢ cu segmen-
tele CB' =, AC' = b si BA' = ¢, cum se vede in ligura R.7. Se ob-
tine un nou triunghi A’B'C".. Daca stergem  eu vadiera triunghul

'

inifial, rémine numai triunghiul A4'B'C".
ghiul A BC.

Construift din nou triun-

(Olimpiada R.F.G. 1977)

28. Un trapez isoscel cu baza micd AB = 2¢ g1 baza mare DC =
= 2b, este circumscris unui cerc. Se cere aria trapezului.

29. Fie ABCD un patrulater convex cu diagonalele AC =3, BD=4

a) Fie M un punct pe AB, MN |BD, (N &€ AD), NP || AC
(P& (D), PQ | BD, (Qe€ BC), QM' || AC (M’ € AB). Demonstrati
ca M si. M’ coineid.

b) Calculati laturile lni MNPQ in cazul in care el este romb.

30. Construiti un triunghi A BC cunoseind 'apm'tuF“-j--?: = % , latura
BC = 4 gl raza cercului circumscris R =3 em. o

31. Infigura R.8 catetele AB = 3 em i AC' = 4 cm ale triunghinlu
dreptunghic ABC sint diametrele a doud semicercuri construite in
afard. Sa se caleculeze tangenta 7T'S comund acestora.

SX

32, Se di triunghiul A BC & un punct D mobil pe latura BC. Fie
0 s (' centrele cercurilor cireumserise triunghinrvilor ABD i ACD.

a) 54 se avate ca raportul razelor acestor cercurlt este constant
¢ind D pareurge interiorul laturii BC.

h) Care este pozitia lui D pentru ca razele cercurilor s& fie minime?

38, In fignra R.9 ABC este un triunghi echilateral gi se conslruiesc
in afara lui, pe laturi ca diametre, semicercuri. Un cerc este tangent
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“la toate aceste semicercuri. Sd se afle aria portiunii hasurate in functie
de . latura triunghiului echilateral.

34. Pe laturile unui triunghi echilateral ca coarde §i tangente la
respectiv celelalte laturi, se construiesc trei arce de cerc ca in figurs

R.10. Si se ealeuleze arvia hagurata in functic de L latura trinnehiulu.

; s% ; Fig. R.10

35, Dintr-un triunghi dreptunghic cu laturile &, ¢, sa se ,decupeze”
cercul inseris. Se cere aria rimasi din triunghi (fig. R.11).

36. Pe laturile AB si CD ale patrulaterulm convex ABCD se iau
respectiv segmentele A M = NB, DP = QC. Sii se arate cd daca arule
lui- AMPD si NBCQ sint egale. patrulaterul 4 BCD este trapez (fig.
R.12)

i e C

37. Intr-un cerc dat de centrul O si de raza 2 em inscriem un drept-

unghi variabil A BCD. Pe latura A B luam punctul M. Ducem MN || AC.
(M € BC); NP || BD (P& CD), PQ || AC (Q € DA). Aratah cd
MNPQ este paralelogram gi caleulati perimetrul sau.

oy
i
(==

SOLUTII

PROBLEME RECAPITULATIVE
DIN MATERIA CLASEI A 6-a

L. Se compara de pilda AEBG cu AABC. 2. a) ILB'CH = 30°, impreuni
cu simetricul siu formeazd un unghi de 60° si X B'HC = BAC ete...
by 3 BHC ==120° deci HI il imparte in & BHI = X [HC = 60°ete...
3. Cu notatiile din figura 8.0.1. vezultd congruenta AADM — A ABN pen-

A B

= 0.4 N

D M. €
trugC D = I B~ JDAM = IINAB, 3L AMD = SLANB 1 AN = AM
deci ipotenuzele AD = AB (fig. S:0.1). 4, Romb! Cu notatiile din figura
AABC = NADC (cazul 2), deci AB = AD, BC = DB. Aseméanator se arati
ed AD = DC, AB = BC (liz. S.0.2).

}'_} Fig. $.0.3

4 -.C w8

5. Tese mmediat din inegalitali de laturi in triunghiurile formate cu laturle
initiale. 6. 5°, 50°, 125°. 7. Ar insemna (fig. 8.0.3) ci atit AOAD cit gi AOCB
ar fi isoscele, si de aiel c¢d dintr-un punct se pot duce doua perpendiculare
digtincte pe aceeasi dreaptd. 8, Se dovedeste ca unghiurile opuse sint supli-

mentare. 9 In figura S8.0.4, JCABA' =90° = JLABA", LA' = M. 10.

W e o — v I e kM s M v - -




Este mijlocul ,arcului mic® BC. Nu are importanta: trece prin ‘]1‘11']101_31].]. arcg!}l‘l
pe care nu-l descrie A. 11. Considerdin problema !‘ﬂ:ct'llx-'u[;lni.__ (.E!I‘(‘-l;ll'llf.‘, cu dia-
metre DA respectiv BC' au cite un semicerc pe care se alla (In}m virfuri alvt-
patratului (fig. S.0.5.) Fie M si N ,mijloacele” celorlalte doua rﬁumu:ertiu_i'l.
Pe aici (conform problemei precedente) trec bisectoarele-diagonale ale unghiu-

Fig. 80.5

B

B

rilor pitratului, Deci unim M cu IV g prelungim pind taie semicercurile cele-
lalte. Obtinem P si R, virlurile patratului gi de aici incolo problema este
simpla. Examinati cazul eind M si N coineid. 12. 1 fiind pe bisectoarea 4: A,
arcele BL si LC gint congruente (L este punctul unde I]lsecboul'e_a*dm z'fx L.';I{1.e a
doua cara cercul), deci s coardele LB": L.C. 1_, centrul cercului inscris t:l'll'!d
gi pe bisectoarele lui B si €, cu notatiile din figura S.06 X L =2 1,
IILC = X2 + X3, deci ILCIL = AL 2 4+ X3

=

14. @) Cu notatiile din figura 8.0.8: 3C4,= A, =3 M,, {J}:Az{:]:'.ANZE. De aipi:
X M,= ¥ ANE, si AAMN isoscel. b) Ducem AE | MN, EN = EM.

M

13. 3 B' = X AB'B, etc., deci A'B’ | A"B” (fig. 5.0.7).
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de aici MN 4 NP = 2PE — 2AH, & ¢} locul ceometrie al lui E este un
segment din A paralel la BC.

156. Laturile neparalele sint congruente: una este linie mijlocie st alta lind
mediand intr-un triunghi dreptunghic este jumitate din ipotenuzi. 16. «)
C'A, || BH, A'C' | AC si BH | AC deci C'A, 1L A'CY, b). Patrulaterul are
doud unghiuri opuse, drepte: figura S.0.9. Alplg ¢!

Fig. 8.0.9

A

P
1
B A &

17. Folosind rationamentul din ultimele doua probleme referitor la celelalte
virfuri si laturi ale triunghinlui. 18, Prelungim CB cu €D = BC si se formeaza
mn briunghi 1soscel AABD cu 32 BAD = 60° deci echilateral. 19. Din problema
precedentd 47 # DA = 90°, din congruenta trivmghiurilor ACER si A BDA re-
zultd JCBEC = 3 ADF. Deci AEFD inscriptibil deci I AFE = 3~ ADE = 90°.
20. Ducem perpendieulara pe inallimea AA4’, apoi eu centrul in 4 s cu doud
raze cit AB respectiv AC intersectiim aceast perpendicularia. Existi dous
solutii (cu nughi obtuz sau aseulit) figura S.0.10.

Fig. 8.0.10

21, 4, = B, = «C, (le vom nota pe toate cu 1, 5.0.41) L ADC =
== 180° — 371. Din triunghiul isoscel DCF rezulti:

i

Fig. 8.0.11
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Y FDC =. 180 — (180 — <o — <31) _ A+ <1

2 T
%:_E.D.‘i = 1807 — {:3 BUS — <] & — = !_II e _“}..'r___l__-'_*_l — 090)-
2 2

I ADC == 180° — 1, _
XEDF = ¥ EDA + ¥ADC — X FDC = FET 31 90° 1 480° —

—y e =l _gp ettt o Se o9l g
22, Intit construim triunghiul dreplunghic BB'C’ unde se cunose ipolenuza
BC si cateta BB'. Apoi prelungim B'C pini taie arcul care  vede® segmentul
BC sub unghiul 4. Sint doua solulii dupa cum constrnim arcul capabil’ de
A de o parte sau de alta a segmentului BC. 23. Pe coarda BC construim arcul
capabil de unghiul 97A. Cu raza MA si centrul M tdaiem cu un ave de cerc
acest arc capabil de 4, figura 50.12

Intersectia este punctul ciutat. Existd doua solutii daecd se taie arcul capabil
in 2 puncte, una dacd cercul de razi MA si arcul capabil sint tangente, nici-
una dacd MA > MN (MN L BC) si o infinitate de solulii daca A4 = 90
P
2 ) X

24. Se giisesc trei triunghiuri congruente. A doua intersectie a doud cercuri
se alld pe cercul circumseris unui patrulater...

2. Construim un triunghi de laturi BC, i BB’ 51 1: CC'. De aici rezolvarea

o (8}

este imediatd... 26. Pe semicercul de diametru BC eu centrul in B respectiv
C ducem corzile BB, CC'. Unim B cu €' i € cu B si se vor Liia in A..
27. Se construieste un triunghi cu doud laturi cit cele date, si a treia eit: dublul
medianei. Dublul uneia dintre medianele acestui triunghi (precizati care)
este labura a treia cdutatd... 28, Considerim problema rezolvali, avind cercul
circumseris lui A BC, prin D mijlocul arcului BC trece prelungirea segmentu-
fui . AI’ (bisectoarea cunoscuti) (vezi figura $.0.13). Perpendiculara din M,
mijlocul lui BC trece prin D s prin O centrul cercului; mediatoarea covzii
AD ftrece §i ea prin 0. Problema eéste rezolvati: construim triunghiurile
dreptunghice AAA'T §i NAA'M, ducem MD perpendiculard pe A'M gi{D} =
= AI " MD. Mediatoarele lui AD g1 MD ge intilnege in 0. Cu o razi eit
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OA taiem dreapta A’ in B g €. 29, Unghiuvile 5= W ¢ & W (lig. 5.0.14)
sint eonstante liind ,inscrise® in respectiv arce fixe, deci <= P este constant gi
wvede® segmentul 77" sub acelagi unghi, ¢i anume de 90°, 37 M & < M’ find

A |

A

I @ 4
] / Vs N
A AT o
BV o
[
Fig. 8.0.18 Fig. 8.0.14

complementare. Solutia este deci un cerc de diametru 777, 80. Se construieste
intii un semicerc de diametru BC se duce pe el B’ in compas cu centrul B
st raza BB'. Unim C eu B’ ¢ prelungim pind taie cercul de centru O si de
raza OB. Daca O nu este pe mediatoar®a lui BC. problema este imposibil.
3. Consideram problema rezolvati. O M este axa mediani in OA B (fic. S.0.15).

2

7o

B e

/}’/
B
ot
' Z OZ )\M Pz
\X \/
A ;

A

0]

Fig. 2.0.15

Punctele A §i B sint egal departate de OZ. De aici ni se sugereazi ci trebuie
sé se giaseasci pe o paraleli la OX respectiv OV egal depirlate de M. Deci
luam pe OZ, segmentul M 2 = O M. construim paralelogramul AOBP de dia-
gonald OP si punctele 4 si B sint cele cintate. \

32. @) In figura S.0.16, patratul TOMS ingcriptibil avind doua unghiur
opuse drepte. Deci < Q7'S = 60°. 7 fiind pe bigectoare 70 = T'S. Deci
avem desa face cu un triunghi isoscel eu un unghi de 60° 4) Bisectoarea un-
ghivlui mobil A BMC trece prin mijlocul (fis) al arcului mare BC...

A

Fig. 8.0.16
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CAPITOLUL 1

1 pag. 12-13

1. AC =25 cm, CB =30 cm. 2. CA = 275 cm, CB = 330 cm (C se gédsesle

- . - Ia_: i = f'f
in afara segmentului A B, mai aproapede 4). 3. 2 = =, y = az z = =.
Folosi i iile d to: CA DA o CA-+CB DA -;.DB“
» Fol a din proportile dertvate: — — Ly - = A~
4. Fologim una din proport 5 DR o5 25

AB AR ~ v ¥ T 1 B Y nly =y P L A
— @ — & 0B =DB&C = D. b. Ralionament aseminator cu (4).
® CB ¢ DE 4 l

6. Se aplica teorema lui Thales de mai multe ori...7. Teoremele in legituri cu

linia mijlocie. 8. Dacé este corect formulata, procedind prin reducere la

absurd gi folosind rezultatele de la problemele 4 1 5, reciproca este adevirati.
LV 3

. £
Aveti grija la ,asezarea” punctelor pe cele doua laturi. 9. =— = —. 10. Se

NC 8
folosese, de pildd, doud triunghiuri congruente. 11, Ruvede{_,i‘denwnsl.r:qja
teoremei lui Thales, care a fost ficutd pe un caz pacticolar. In loc de D,
veli avea D, iar B ar juca rolul lui D,. Evident, neparticularizind, va trebui
sd apelati la un ,gir de puncte, seriind de exemplu: | D,, D,,..., D%, adicid
nu puteti sd enumerati toate punctele. 12. Cu notatiile din figura S.I.1 , pur-
tdm" in continuare pe aceeasi semidreaptd w si w i, cu originea tot in O, pe

o alta semidreapti il desenam pe ¢, ducem apoi prin A o paraleld la MN -
* BN = 2. 13. Nu putem ,incepe dintr-un punct O, segmentul  trebuind si
apard pe ambele dreple in pozilii care nu-si corespund. Trebuie folosit un alt
procedeu. 14. Se foloseste teorema lui Thales in AOA,,B, si AOB,C, si apoi
reciproca in AOA,C,. 15-16. Desenim 6 segmente daci D nu este mijlocul
lui BC, §i 3 daca BD = DC. Se demonstreazi folosind repetat teorema lui
Thales §i problema 4. 17. Prelungim latura AC a triunghiului 4 BC cu seg-
mentul AM = AB. Tinind seama ci triunghiul 4 M B este isoscel, ¢i 3= BAC
este unghi exterior lui gi ci 4D este bisectoare, obtinem AD |MB. Aplicam
acum teorema lui Thales in AABC. In cazul bisectoarei exterioare purtim
segmentul 4 M = A B astlel incit M sa lie in interiorul lui AC (Daci AB <AC)
ete... 18, Procedeul este aseminitor. Punctul M nu se giseste in interiorul

unghiului, dacd 4 ramine O si B. 19. Se aphed teorema lui Thales. 20, I—/—i— =

V6
= ——. Dati alte exemple fird si amplificati sau sa folositi proportia din
2
exemplu,
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2 pag. 18-20

ACAB~ACPN, tinind seama cd SF LB

= — , ze obtine MP = NP. 3. Pro-

MD NG

eaden similar cu cel de la (1), 3. Exprimind doua relatii de ageminare unde

D G D b C

Fig. 8.1.2 Fig. 8.1.3

figureaza un raport comun, se ob{ine relatia cerutd. 4. Unim de pildi una
din extremitiitile bazei mici cu mijlocul bazei mari, pr

( taty | baz in punctul unde se
tntersecteaza diagonala ducem o paraleli la baze. 5. Este in fond problema
1), ge obfine x = 2

= .

p 6. 5O = =——L. 7, DE =10, AE =13. 8. Cu no-
L~} fi —_—
tatiile din figura S.1.3.
ad ac
=5 R e L | 108

S I, b=g
9. Cu notatiile din figura S8.L.4. (DB = m, AC = n) se obtine, din asemanarea

triunghiuvilor ANAB s ANDC : ND =" Np _Mmb 17 R

e
L]

o+ b o4 b fJL'J.

JV L‘ T {1114

a-h

Ay 4

=
=

-y —

q & G

Fig. S.1.4

Fig. 8.0.5
10, a. Folosim notutile din figura 8.1.5.: B,C, =5, B)C,=3. Revine la

a impdrti segmentul 4,4, = 1 cm in raportul L3 Din A, M = 1 4 e om
E 8§ 8

1y




iy T

e

B

gi NM =3 —1—% 4 =45 em. b, Proceden aseminidtor cu cel de la a).

| Pyl T i X s : d It
1. Mo :H” (0 fiind centrul cercului eu raza mai mica) MO = 1—{“—
= s
. . - i ar { A :
12, Pentru tangenta comund interioard MO' = }-{f——. MO = .h'” (vez
..1' r —

procedeul analog de la problema 6). 13. Proceden analog cu cel de la 41).
14. Un cere cu centrul O’ pe OA, cu raza de k ori mai mic, astlel ineit
0’4 : . S : o
3 k. 15, Rationament similar cu cel de la 14). 16, Punctul se afld la
intersectia tangentei comune (exterioard sau interioard) cu linia centrelor,
17. Prin doud asemindri se ,transpune® suma de rapoarte pe diagonala AC.
18. 4. 19. Se aplici teorema fundamentali a asemdndrii :

3. pag. 24-25

1. Au unghiuri respectiv congruente. 2.-8. La fel cu4. 4. Cazul doi. 5. Cazul
1. 6-7. Formati doud triunghiuri asemenea. 8. Raportul ipotenuzelor egal cu
cel a doud catete implicd aseminarea triunghiurvilor (cazul 2). 9. Cazul 1 de

asemanare: doud unghiuri au laturile vespectiv perpendiculare. Atentie: .

aceastil proprietate va fi utild la capitolul arii! 10. Se aplica problema prece-
dentd. 11. Din asemiinarea triunghiuvilor APMC i AMNE vezulta: % =
L 1

M iy i i i Ay ]
= ETG = gonstant, pentru cd raportul dintre o latura a unui patrat 31 diagonala

sa este constant (usor de demonstrat cu cazul 1). 12, Construim un pitrat
oarecare MN PQ cu latura QP pe BC si M pe AB, unim B eu N si prelun-

gim pind la N’ pe latura AC (fig. S.1.6). Ducem apoi N'F' L AL ete. Pitra- g

tul ciutat este M'N'P'Qr. 18. a. Din congruenta APAD = AMAD.b. Din
aseminarea AABE ~ AAMQ (cazul 2). . Se aratd cd MB_LPS, gl ca patru-
laterul convex PA T M e inscriptibil. 14, a. Din congruenta AECB = ADCA.
b. Din a. rezulti AGCB inscriptibil si de aici’imediat b, ¢. Patrulaterul CDEG
inscriptibil (din a) etc. 15, Am demonstrat (11) cd intr-un triunghi, produsul
dintre indltime gi latura pe care cade este constant. Deei DQ - AC = D'+ A
(in AADC), PD+ AB = BD+ AA’ (in AABD, A’ fiind piciorul inaltimii din
A) dar BD = DC s de aici relatia cerufd este imediati.

A | A

M ML

]
AT R o T I

Fig. 8.1 6
b. pag. 33-34 . i
1. Compardm in figura 8.1.7 APAT~APBT (cazul i). 2. Se aphea in ambele
puterea punctului gi se pune in evidentd secanta comuna. 3. Se demonstreaza
o4 un punot care nu sn gisegte pe acea secantd comund are puteri diferite fatd

{ﬂﬁ

Fig. 8.1.7

Fig. 8.1.8

de cercuri, unind punctal cu mn punet de intersectie al cereului si constatind
od punctele celelalte de mtersectie eu cercurile +-£il'ém. 1. :I‘Ef{'i.g;lﬂ'-:'!. rirn‘ul.lﬁ"
in punctele lor de tangentd. 5. Intersectim doud locuri seometrice n;h; ti 1
celor din problema procedents (secante comune) s '|mn"r‘$-uI au gisest le_u’
locul geometric corespunzator si eelei de a trein I;I’,I't"-l"rl'l'i Pe iwr::'l'lsj’:f o
dreapti o, en o extremitate comuna ducem s(&gnn*niﬁln  §i 0, §i '3£- fsjtt“t;'r'|1.-1mlj;“}
oare este '-'l-”'('-?"-‘ﬂt.:'iulh':'t o3 coarda. consteuim [-in cere { fl;_:‘ ";l.:‘;}.l Ta]‘];en{}ug ;Jd
acest cere esto Ve, To particalar pentro comoditate. se ia i'-.nar(lﬁﬁu-xf (i
dismetru, 7. Unim A ew A g prelungio ping laie drea pla d in M. {.,'D]‘lt'sﬁ‘lliiﬁ
,:i ‘::‘_[J_,Il'!_f{ ~h_:’li L. -.-j\.I.H_'J".I tedm pe o segmentul WP = ¢, care s poate lua in
doua sensuri, g1 construimn cercurile ee trec prin P, B, A. Sint dous. dups

oum am tuat pe dreapta d punctul P de o parte san de alta a luj M. 'Da]""i

ABjld. atune punctul P de tangentd se obtine ducind rn(-c[iato:ire.a se:—

mentulm A B, la iutersectia ei cu o Atunci solutia este unicd, S Comparim

L-rmngluul_,-_“__ .-” AD g A MC B i tinem seama i unghiurile opm;nin"l;]'iunp" tr 1

later mseriptibii sint suplementare, 9. Dacs 374, —= ¥ B. yentrn cd 37 A E’L}}u
v =X BNC resultd XD, =¥, (g, $19), T i

Aplicind cazul 2, din asemanarea
rea AMDC ~ AMAB, deci €
1 475 + 976) = 360° & (1 +

_.':“‘,.'.J_.VD ~ ABLMC vezultd s1 asemina-
= B, 904 == 30Dy, deci 2(IM +374 +
D) + (974 +976) = 180° 10. Cu notatiile
te MdA+ MB = k (diu ipotezd), pe de alta

din figura 8.1.10 avern pe de o pu}r
parte MA - MO = ¢ {conslant) (ea patere a punctului M fatd de cere). Fiicind

S :

i) B
Fig. 8.1.10 M




raportul, ME= N (constant). Deci daca C descrie cercul, M descrie gi el un
c

MC
® e , (MO Kk
cere, raportul dintre raze fiind =, avind centrul O', = —= —
¢ | ML [

11. Daci M se afld pe cerc, ducem diametrul ce trece prin M (MN) (fig. S.1.11).
Punctul P astfel incit MN - M P —Fk va fi (din aseminarea AAMN ~
~ A MBP, cazul 2) piciorul perpendicularei din B pe diametrn. P este lix, B
mobil, deci descrie coarda perpendiculard pe M.

! A
&,

£ 2

Fig. 8.1.11 Fig. 8.1.12

12. a) Pe latura AD construim un ghinl X EDA =¥CDB, triunghiurile

AEDA ~ ANCDB (x). b) Se observi ci i AADB~ AEDC (xx). ¢) Din (x),
d AE ¢ EC
=== == e

(xx) rezulti respectiv (cu notatiile din figura $.1.12) = y T
BD b DB a

ande bd = AE- BD, ¢a = DB EC. Adunind: bd + ca = BD(AE + EC),
q.e.d. Aceastd teorema se numegte a lui Ptolomeu.

13. Demonstratia este prin reducere la absurd.

14. Construim un cerc oarecare ce trece prin cele doud puncte, astfel ineit
el sil taie si pe celdlalt cerc. Ducem secantele comune ale celor doud perechi
de cercuri. Din punctul lor comun ducem tangenta la cercul dat. Oblinem
astfel un al treilea punct (cel de tangenti). Cereul civeumseris ultimului punct
gi celor date este corenl ciutat, Constructia ge simplificd daci triunghiul for-
mat de centrul cercului dal gi cele doui puncte date este isoscel. Sint doua

solutii.

6. pag. 39-40

_ 60 25 A4k s . . ; N
1. 12, 2 ) 25 1A% o proiectia catetei cuncscute peipotenuza esle 6, ipotenuza

13 13 18

50 . L 4D v : ; w 32
este =, cealaltd catetd —, prolechia celeilalte catete pe ipotenuzd este 8

3 5 :
3. Ipotenuza este de 25, cealaltd catetd de 20 gi celelalte segmente importante
ge obtin prin inmuliirea cu 5 a segmentelor omoloage dintr-un triunghi eu
laturile de 3.4, 5. 4. O cateld este de 26, cealaltd cateti 624, ipotenuza 67,6
ete, b. Cateta cu proieclia cunoscuta are 5 J/10, cealalta catetd este de 150,
indltimea de 15 10 ete... 6. inaltimea are 21, ipotenuza 70, o cabetd 7 |10,
cealalti 24 V10 ete... 7. Dacd intr-un triunghi pitratul unei laturi este egal
cu suma patratelor celorlalte doud laturi, triunghiul este drepbunghi. Atberdie:

120

-

0 oresenlyd tHinies i farmnlan s ;
; r;:'::‘;P;Eiih[’:Rﬁll l:;[t Em mq!al-lna acestel reciproe: se face in enunful urmétor:
e l!reﬁlnnu_luio‘P {I;;“«:ZPK{TL-U' .Pgal cu suma pitratelor catetelor, triunghiul
el este dreptunghic. Dem ‘“-:]i."b}f!" la inceput si triunghiul ,sre” catete deci
gk abenid B g -:“Clmh-l_d Lia se face prin constructie: se di un triunghi
A t, by e, i pe laturile unui unghi drept desenat alidturi 3 xoy, se
{")l:"_”""' respecliv segmentele OC = b, OB = c. Rezultid BC - . yuw 2
r}!:l'i'llh_i'”é'?i!'lll{;“lli{'_ I_"tl‘_.'f}f‘ doud triunghiuri rezultd adevirul flﬁl'll':e:lt-it;i ; R._-{:‘;
gura S.1.13, 1o osind notatiile ei: ¢ = ga, #?* = ala—2), aduni A '| :
:; ‘ !)"\_ {r;{(: = =gh ; i— ), adunind obtinem
2 In AABC cu I£A = 90° ludm : :
ca BD—= BE = ;I?Eiﬂ,! > find ndel. py ipovenuiza. SC punctele D B astfel
iind intre B gi ' (este ca si cum am fi dus cercul

A

g b Fig. 8.1.13

=

B X ax . C

rl_r} centru B si de raza BA...). Cu ajutorul triunghiurilor isoscele BAE, BAD

§1 01 < — 90° aritim e o Srrate s e

S1eu 374 = 90° aridtiim o ITF = JDAC = %{l BC (de fapt am redernon-

strat pe figura noaslri teorems i Fiscim ey .

N hE v ”!JS licflft_lj‘bz;?a a|su;_lnlc1 unghiului inseris). Avem AACD ~
’ . AC*=(CB + BE) (CB — BD) etc. 10. «}/2. 11. 2 3.

A T
Ers DR Dele . il i
3 p‘-t/ ambele. 13. Ipolenuza este de 10, cealaltd catetd de 5 /3, indltimea
de 512 ete... 14. Latura ,,oblici* este de 5, di ' 5. :
T 14. Latura ,oblica“ este de 5, diagonala mied de /65, diagonala
mare 4129 15 ol e St e
npl :LI] {{*j—} Existid doud pogibilititi: a) indltimea de 2 J/26, cealalti dia
gonala de f e 108 WA1- fan T . ¥ 4 Er
v_r)_:%l_ 1]|[( 145, Is}ium nl:_l_i_r.d J443; b) indltimea de 4 |11, cealalti diagonali
245, latura T E ? 94. 17. 8 /o7 )0). l <
), latura ,oblicd® 8 /3. 16. 2)/21. 17, 8 )21 /5. 18. d = |/209. 19 Sucind
ﬁy?“plug:‘{utl] U I'Il Hl".(’.‘rlljl}i'ﬁ f-awl.l'gce ¢i prin centrul O, deducem e puterea lui
_n{[ .t core es .Pf’);lk — % Ea este minima dacii OM = 0 deci cind pu:ﬁ.fni
}.T..i in centru, caz in care puterea este — R% 90. |/b5. 21. 2 VRr. 22.)/391
e - 7 " . b ; Y Jdde @l . =1 P el
V31. 23. .Ifohfmnr_] teorema inallimii intr-un triunghi dreptunchic, s ;
general, fologind puterea punctului intr-un cere unde i 1{111g]1m, > BATaR
i st i L inf B de se poate duce o coarda
s o siderind triunghiul de catete 3 i 4, i
de u atete 3 gi 4, ipotenuza este 5, pr
1 vatao e H ¥ L - & ol Iog - . E " - > e i o
19(1..1;}9 catetelor pe ipotenuza sint 16/5, 9/5, iar indltimea 12/5 (vezi pm}‘ﬂ{pma
rezolvata - ‘onsiderin " tri i : ) . :
33:.[:-1 “, !‘-ﬁl )..” C.m;mdm,n_m acum un triunghi asemenea cu el,  raportul de
_.. ninare” fiind 5 ete. 26. E mai mieci cea dati. 26. Cea datd ,e:l'e latimea®
. ; | ‘ . = ; : ol e - gy LS
j;llr‘.;; latura mai micé a dreptunghiului, 27, 5 /10, 13 J/10, 15 VITT) 9)/10;
48.40: 48 - 40 = 8-5 V10 - 15V 10 10 10 s e
: T r;;'-mlo| fj 5 )10 VI.;_:V.IO 4+ 13 10 - 9 10 sau 48-40 = (5- 15 +
. ,..I [,ri" (% ..._)8. »Dacad intr-un trianghi ABC, D este piciorul indltimii
2 r_‘ -'m| : J: = L.E) . .{)C‘, atunei 924 = 90°“. Fals, deoarece D ar put-éﬁ 88
(ul;}t' “‘(':‘-‘ fa_-:*l C. 29, Construim triunghiul B'A'C’ cu A’ = 90°, B'A’ "':PA
e . 21 1 o r, A & . fe e o
e CA. S$tim din clasa a 6-a ¢ A < 37A’, daca s [111-111"' daca =
e < ; 9 a s a1 dacd BC <
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7. pag. 46248
1. sin @, sin ». Consideram un sfert de cerc unde AOB = z §i A0C =y
(O este contrul cevcului (fig. S.1.14). Evident CC" = BB’ (jumitate din coarda

; : i BB : H o .

mai apropiata de centru) sin @ = = sin = — (unde A este raza l'.l’:\l‘CH!l_ll].
] L8

Fractiile au acelagi nnmitor si este mai mare cea cu pumaratorul mai mare.

2. Rationarnent similar cu cel precedent, se obtine cos 2 > cos 7. 3. Sinusul

ereste mai repede in zona valorilor mict. 4. x = 45° - 5. Din tabel b3° < 2 <

-

. : JA
0 " &
< b4 din tabel 337 < 90° — o < 34. 6. Din figura S.1.15 rezulta pe linga

cele notate ca inaltimea este a sin@ cos @, iar proiectiile pe ipotenuza sint

@ - sinz st oa - cos?a.

a - 8 C

Fig. 8.1.15

2y i s " . - f v L

7. Privind figura S.1.16, AB = = AdC = .. BD = hetgw, DC ==
: sin & ) cos & 3

=h-ctg z, nnde numim tangenta unghiului « (notat tg ) raportul dintre cateta

sin @ - ‘
, lar cotangenta unm

opusa lui si cealalta cateta. si constatam cd tg @ =
cos @

unchi (notata cu ctg ) numim raportul dintre cateta aldturata si cealalta

: Er 1 Cos T & ; :
cateta: se verifica ugor ca otga = ——. 8 Cu notatiile din figura
sin oz :

Fig. 8.1.16

-

|

Ll Dy Cceos X &

STH6 DC—=b 4-c-cosx. AD=wu-ginz, BD= |62+ exine, AC =

== |le%in’z + (b+crcos %)%
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9. 2R - sin :  10. Baza este 2a - cog 2 indltimea corespunzatoare bazei este

a-sin . Hecare din celelalte in&ltimi este 2a - sin - cos z. 11. sin i:- =
~ L (fig S.1A7) 12. g~ & = L (fig. S.1.18).
20 p 4 a

Fig S.1.18

Nols<
O

5
13. sin '; = T) (fig. S.1.19) 14, sin%‘-‘ =B gn® BT (condiiile R 4

s L] d i ¢
+ r < d due la existenta tangentelor).

Fig. 1.8.19

15. cos o =

2V2

= 0 VD C

Fig. 8.1.20 Fig. 8.1.21

16. BF = a - costz, AF = |/ (a-cos z - sin 2)* + (a - cos’z — a - cos*z)? =

— a-sin @-cos. & /1 F sin’z + cos®.

8., pag. 52-H3

1. [1,1] fiecare valoare o singurd data! 2. [0.1)] in alara de capete, fiecare
valoare de doud ori!l 8. 2 = 410....2 = 112°, cog @ = 1.6 imposibil; z = 23°...,
sin @ — —0.34 deocamdati este imposibil, sin # = 2 imposibil. 4. Se foloseste
teorema lui Pitagora. §. sin (90° 4+ ) = cos @, cos(° + ) = —sin ¢, 6. Nu,
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dal 7. AB = BD — AD = 1000825 + 7,09 cos 115° = 10 - 0,906 — 7.0«

8. a) AD =22, DC = 2)2, BD =

BC = BD 4+ DC =22 4 33

b) sin 75° = l':i;"_"

pom e ——
64 - 100
9

F +
10. Notind cu 4 nnghiul de 60°. A8 = 8, AC = 11 obtinem din leorenya. lui

9. my = = I"r'}kﬁ!.\ g = ll'r::"rﬁ. I';’ﬁ = 3 {". '”

T4k
L

Pitagora generalizati BC = J97: sin B — LI—L gin: ¢ = ”i B 8 C .
2)/97 J'a7

=4 /9 1 V3 ;

2—J2
i e e ] {2z [fm . & ’ T il
sin 22°30° = L[ =, cos 22730 = .l.___'_. 12. 146 8in ' 8 cos -, sin 5 =
2 2 5 2 3
I — e - SR
o ]; =R, L - o el 1O
=} - =)
{ h o L Ne I
M, R~ —— —— o= 724 (prin rotunjire prin adaos).
sin hb 1.8929
sin Gy 0,588 A ; : v i Pl
16, p = —"2= o 272 o, (),601 (aproximativ prin lipsa).
I -+ sin 28° ° 1,469 '
16, 329 — 252 sin 50° — 28 277 — 252 gin 50°
; 9
" ’ o . &l & )
17. a) @, = 89 + 80 cos 40° = 89 + 80 sin 50°. p) E - FOP _
] 8

sin &0

89 -4 80 sin H0°

ks

(se exprim@i = si & prin simusuorile lor),

g5 ” . . . . -.‘
18. a) }“' ~ ,b) anghiul aseutit dintre tangente are cosinusul cos o = st
2 117

-se aplhed teorema dnd

250 e vl
19. ¢ = ...; b)Y eos g ==, 20 Fig. 5.1.22

26
Pitagora generalizata wnui trinnghi co latuvile 13, 14, 6 s se obline ca
unghiul opus laturii de 12 este obtuz. Din lungimile proiectiilor laturilor
neparalele pe baze, apoi indltimea 'rapezului. b) rezultd aplicind Pitagera
datelor obfinute. ¢) Cu ajutorul teoremel lni Pitagora generalizata, din acelast
triunghi. d) din triunghiurile dreptunghice din care am calculat diagonalele
se dedue gi unghiurile dintre diagonale gi baze ete. e) Utilizind suma unghiu-
rilor intr-un triunghi, 21. Diagonala nu poate forma un triunghi itnpreuna cu
laturile de 4 si 6, deci ea formeaza un triunghi impreund cu baza de 16 si
latura de 6. Cumn 12 < 16, latura de 6 nu poate forma unghi obtuz cu baza
mare, Din teorema lul Pitagora generalizata, proiectia diagonalei de 12 pe

3 ; : ok i 5
baza mave este 11 = = 4, deci trapezul este ca in prima figurd. Se continud
P -
intr-un mod asemdnator en problerna 20, 22, Sint doua solufii dupa cum acele
capete sint de péveli diferite san de aceiagi parte a dreplei: VA7 £ 5%
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93, In AABD, ABCD se calculeazd (M si N fiind proiectiile Iui 4, C pe
BD) BM, BN si apoi AM, CN (teorema lui Pitagora generalizald, apoi teo-
rema lui Pitagora). Se aplicii problema 22. 24. Se [oloseste problema rezolvata
(3) in cele 4 triunghiuri formate din cite o diagonald si cite doua laturi...; la
sfirsit se fologegte suma unghiurilor intr-un triunghi. 25. Dupd cum 32 B -+
+ X D este > , = sau < decit 180°.

9. pag. b8-b9

1. Cu nota@iile din ligura S.4.25: m? = —

g L2 e
2 2

Fig. 8.1.23 Fig. 8.1.24

ctab bae

-

e b+ e

2. Se aplicd teorema bisectoarel gi apoi Stewart. Se obtine:
b
—%a = —Ff"‘—lbL si de aici se scoate ¢, bisectoarea unghinlui A... 4=5. Enuntarea
B i 4
reciprocei nu ridicd difieultiti, demonstrarea ei se face prin reducerea la absurd
6. Se aplicd teorema lui Menelaos in AC,C,yC5, tinind seama ed raportul seg-
‘N .,
if']%;—' — ., unde s-au folosit notatiile din figura S.1.24.
d¥KE L g Ma
7. Se dau trei cercuri exterioare doui cite doui C,,Cy,Cs. Fie My, intersecfia
tangentelor comune interioare ale cercurilor Cy, Cy, M5 la fel pentru C',Cy
iar M,y intersectia tangentelor comune exterioare... Demonstrati ca M,
M, Moy* sint coliniare. 8. Cu netatiile din figura S.1.25, adicé tinind cont de
tangentele (segmente) dintr-un punct la eare sint congruente, aplicim teorema
Ini Ceva. 9. Exacl acelasi enunt, inlocuind ,cercul inscrig® ecu ,un cere
tangent celor trei laturi, nesituat in interiorul triunghiului®. 10. Doud drepte
perpendiculare pe segmentul de dreapltd care unegte punctele, demonstrind
ci proiectia medianei triunghiului cu virf mobil pe latura fixatd, rdmine
mereu aceiagi... 11. Se aplicd rezultatul de la problema precedenti si se obtine
o dreaptd perpendiculard pe linia centrelor (aceastd dreaptd se numesgte axi
radicald). 12. Axele radicale ale celor trei perechi de cercuri, ce se pot forma
cu trei cercuri €y, €y, 'y ce n-an centrele coliniare sint concurente (sau coineid
foate trei). Demonstratia pe baza problemei 11, la fel ca la concurenta media-
; BB T D Y L I
toarelor in briunghi. 13. Avem S fl =1 (Ceva), MG I ghe.
MC N4 PR M'B MC
14. BD® = MB? — MD? Se scriu alte asemenca 5 relatii; se inloculesc in
relatia de demonstral si se obliue o identitate. Reciproca: daca punctele
D,E,F situate pe laturile BC,CA,AB ule unui teiunghi satisfac din enuni,
atunci perpendicularele ridicate in acele puncte pe laturile respectivesint
concurente. Demonstratie. Fie M intersectia celor din D,E gi F' piciorul per-

mentelor
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pendicularei din M pe AB. Folosind si teorema directa deducem ci FA®—
_FB* = F'A*—F'B® Si presupunem ci ambii membri sint pozitivi, deci
ea I, F' sint de acciagi parte a mijlocului X a lni AB ca si B. Avem FA®—
—FB® = (FX— XA)? — (FX—XB)® = 2FX + XA gi deci rezultd FX = F'X;
(inind seama de pozitie, # = F’. Daca ati dat alt ,final de solutie® atenfie
la situatia in care nu ambele puncte £, £ sint intre 4 si B. 15. Folositi pro-

blema 4: un cere ey centrul in mijloeul X al Ini 4 B, san multimea formata

numai din X.

16, XA=XZ XA4*= X2 XY? 4-AY?= X &*
YX2 (AT — AS)* = (XT + AS)?
XY?2=2XT- 448
48 = S8 = TZ (fig. S.1.26).

Biegi MO S0

17. (Figura S.1.27)

a=

0 solutie dacd B = 90°, b < a

1 solutie daca B >90° b >«

0 solutie dacd B < 90°, b < a-sin b

solutie daci B < 90°, b =a-sin B

solutii daci B —90°, a-sin B <& < a -

solutie dacd B < 90% b > a

¢ =a-cos B < |72—a? sin?B unde semnul — apare numai dacd sint 2 solufii,

—_ el —

CAPITOLUL I
10. pag. 63—64

ab-sin €

I. Semiprodusul catetelor. 2. & = (R R [.":-":,"f;-. d. o4y § = - 2
2
-
b) Raportul produselor laturilor care formeaza unghiurile congruente. b, § =
o 1 s . e .
= Vpip-—a)p—ojip—c), unde p = — L & a. b, e laturile triunghinlu.
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6. Sapg = Supe + Spor = (Sape + Sepr) + Sece  (se aplicé de doua on
proprietatea de aditivitate). ¥. Se prelungeste A M/ pina taie BC in V. Avem
Sapc = Sann + Savc = (Sapu.~+ pun) + (Scaw + Scma) §i apoi Susc =
— Syne + Sync (de trei ori aditivitatea). 8. Unul din triunghiuri are aceeasi
arie cu un altul care impreund cu al doilea triunghi din enunt completeazi
paralelogramul. 8. Se tine cont cé mediana imparte un triunghi in alte doua
triunghiuri de aceeasi arie. 10. Cu notatiile din figura S.IL.1 (7 este bisectoarea

Jui A) exprimim in douil moduri raportul ariilor:

bi - sin 4

fﬂ:—@h—' — 2 . Prin simplificare obtinem relatia ceruta de
SAC 1k e A
a9

teorema bigectoarei. . A
FB _ SAFB _AB-AF -sinz _ AB® AC-AD.snz AR Sacp __ Aj]“.
2

W e = Sarc  AC.AF-siny  AC' AB.AD-siny  ACSaBD

12. Reciproca teoremei lui Ceva, fologind 11. 13. Suma digtantelor este%—
¢it iniltimea triungiului echilateral (e este latura lui). 14. (Figura S.11.2)

. ' Fig. 8.11.2 : Fig. 8.11.3
Sa0B _ SABM (AAOB, ANABM au aceeasi inéltime ce pleaci din B, ete.).

Spoc Sacm

: 8 MB / el oy .
Apoi SAauB _ MB o aceeasi iniltime ce pleacd din 4). lomultim cele

SAOM MC
trei relatit de tipul —‘%’l@"—"— - intre ele.
; BOC
15. Fie ABC, A'B'C’ si D,D’ picioarele indltimilor din 4,4". Avem ANABD ~
NA'B'D' deci AD AR BC . 8ABO BC . AD { BC 2
SN ] ; == ]

AD T AB  BC’ Samc BC.AD  \BC g
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6. (Figura S ; S s N ¢ : |
(Figura 8.11.2) Sapy = Yank +Sapg + Sygg = —:;~ AB- R + 1 pe. taie CB in M, fie prelungind AD pind taie CB in V. Scriem: Sasm 4+ Sypg =

B S e oY (AB + BC + CAVR s 2 = Sapp + Semp + Spuc = Sasp + Sepe-
P = g B 80 + CAR wic. 7. Cu notatiile din figura S.11.6 putein descompune patrulaterul EBCD ducind

19, SABN AP Sapg _ AC

Sann - AM S on — AR teorema Ini Thales eto.

|| | , i e dons ket
| .18' Evident : —f ah —= l ah A A — |
; 19. Dous paralele (-?itl]id"l,‘-’l-““i,fli fatda de BE. Fig. 8.11.6
' 1L pag. 66 : '
D G D C

1. 'r_.":) cm 2 b Ras . el
V5 em 2, - tdqtly. Sau se mai poate considera o3 este LAnscriptibil® intr-up

dreptunghi (fig. 8.11.4)

|
diagonala BD. Deci: | .

“egpe ~+ Sagp = Sepg + (Sesp + Saep) = Sspg + Saso q.e.d.

|
A : 8. Cu notatiile din figura S.11.7 1
|
|
\

B B |

A M A M ! |

q | N | 9
/ Fig. 8.11.4 | i 3@< ‘ |

/
D N ®
el fig. S.LL7 3 o iz .18

a - Samunp + Seung = Samnu + Sune + Suen = Samep -+ Sues = Sasep
9. Ducem o diagonald a lui MNPQ de pildi MP si se ajunge la problema
3. Proceden identic e precedenti (fig. S.11.5).
denbic cu cel de o S e e TG S ’ g i
i e la romb: 3 5 Ml : 10. Lemi: Fie A BCDE un pentagon convex (fig. S. 11.Y). Atunet oricum am
4. Inscriem patrulaternl intr-nn pe | auce o diagonald,  descompunem® pentagonul intr-un triunghi i un patru-
P e ; r-un paralelogram gi obtinem § — L dyd,sin « ater a eiror suma de arii este constantd. Aceasta constanta se va numi ari
| (hg. S.IL5) P pentagonului convex. Cu notatiile din figurd, dupa ce am dus o diagonald,
: : . de exemplu EC, sa cercetdm Sepc -+ Sapcop- @) Mai ducem o diagonald din-
: d> tr-una din extremitiitile celei deja duse, de exemplu EB.

IS SV _ A

< / A R A R
/ ! Fig. 8.11.3
2 B N C o
b E &
C D D

Fig. S.IL9

8 = 8uis L© : e :
OB A ‘3{;_.\(_. Una din dl.‘..‘:i!_'.l_ll“punt._].i este cea '_“” l"\l[‘|

|

\

L Duece el ikt : . _, |

. com prin A g1 C paralele la BD si notéim cu # distanta dintre ] Avem Sgpe + Sapcp = Sepe + Secs +Srea = Smpca + Sape. In  acest |

=X BC. h b) Alte douii descr . _ SR SIS Bl caz lema este demonstrati. b) Dacd ducem o diagonald care nu are ca extre- |

. 2 i descompuneri le obtinem fie prelungind 4.0 pina mitafi pe E sau C, de exemplu BD, avem: ] |

1 198 Sapcr <+ Scep = Sasme -+ Seue + Sucp + Supe = Sapoe -+ Ss0 q.e.d. . i
H :

; g — Matematicd-geometrie, cl a Vil-a 129 |
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e E

11. Nu putem determina aria; zontrnexempluj un dreptunghi cu ungumea @
si 1itimea b are aria ab. Un paralelogram cu o laturd « si alta b, dar cu un
unghi intre ele «, & # 90°, are ca avie ¢ - b sin « < a- h. 12, Dacd se cunose
toate laturile: trebuie duse dintr-un virf sau doud diagonale la pentagon
(respectiv una la patrulater), sau sd fie cunoscute doud unghiuri consecutive
la pentagon .gi unul la patrulater... 13. Se aplici problema precedentd.
14. Caleuldm aria patrulaterului A BCD (fig. 5.11.10) §i mai masurdm unghiu-
rile 3Z FAD, 3 FDA. Avem deci prin diferentd pind la 1807 5i pe X AFD g
de aici:
AD? sin FDA +sin FAD

2 sin AFD

Sarp =

4 E

2 AAE b

g M(k-vh- kh
e 0 . aK 0

Fig. 8.I1.10 Fig. S.I1.41
15. 1/5. 15. In figura S.I1.11 AEBD si AEAC au aceeasi arie, de asemenea
si AABD si AABC, sau AAMD g ABMC. Demonstratia este imediata

. iy %ak (k* — 1), Saps = ~ ah, Spag = ~ akh, Sanc = ah(k = 1) i ra-

poartele ultimelor trei arii cu aria trapezului vor fi: 1/(k* — 1), kJ(k* — 1),
1/(k +1). Rdmine de exprimat in functie de a, k, h ariile AAMB, ACMD
care se obtin din asemdnarea lor cunvscind suma indltimilor lor. :

17. Ducem dintr-un virf, de pildd B, paralela BE la diagonala ce nu trece
pl’i]l el (AC) (flg. 811'12} SA_ED = SABCD-

18. Cu notatiile din figura S.11.12 (M mijlocul lui AB, N al lui DC) Siun =
— Spun. Dacdl si Sapy = Senc oum rezultd din ipotezd, atunci perpendicula-
vele h, = h, si problema este rezolvata.

Fig. 8.11.12 Fig. 8.11.18
12 pag. 76

@ e 3 i .
i = LL T="FTr =1 [VZ — 1) (am rationalizat numitorul amplifi-
31 Vz+1 :

a : 2 1 = AR
cind fractia cu /2 —1) 8. a, = \/R2 = “i—“ i (Var® — &) 4, ;=
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= 31/2 -~ V2. 5. Poligon regulat cu 12 laturi (laturi congruente). 6. Facem
tabelul din care rezulti doua tipuri de heptagoane stelate:

| | 1
am | 7 7 7
| k 1 2 3
f 7 7/2 7/3
heptagon heptagon heptagon
convex stelat stelat
“ Talia ap Latsl ar Lot sesl o o isai ] 20 | o
Bl 2 3 4 b b i 8 9 10 i1
rl 2t 2 7 21 21 z 3 21 (4 2t A
2 4 5 9 . 8 3 10 | 1
UL S e o 240 w24 T ZE | 3E |24 E | TR AL VAL
2 gte- | ¢vx | ste- | ste- | ste- | cvx | ste- | ste- | ste- |ste-
. lat lat lat lat lat lat lat | lab

8. 159°. 9. NU! contraexemplu: rombul diferit de patrat. 10. NU! Contra-
exemplu: dreptunghiul. Se ajunge la intrebarea fireascd: oare pentru orice
n > 4 se poate construi un contraexemplu? Incercati! Pentru a doua intre-
bare puteti duce o paraleld... 11. N-are importantd dacd octogonul este regulat
gau nu. 12.... Triunghiurile fiind congruente avind laturile respectiv congru-
ente, sint congruente si indltimile...

13 pag. 82
1 R(2% — 3]/3)
E 12
5 >
2 Rz['—“ —13
i 3 4
3. Se afla aria ,intregii“ figuri, adicd se aduna aria triunghiului cu aria semi-
cercurilor desenate pe catete. Din aceastd sumd se scade aria semicercului
desenat pe ipotenuza.
4. Unghiurile de lingd latura de 15 sint ascutite (fig. S.I1.15). Aria céutata

este suma ariilor celor doud sectoare din care se seade dublul ariei triunghiu-
Fig. S.11.14 Fig. S.IL15

16 131




lui. Vezi problema rezolvatd 3, In legdturd cu determinarea elementelor
necesare :

5, Figura 5.1L.14 gi aria cautatd este aria sectorului din cercul mic plus dublul
arviei trinnghiulni minus aria sectorului din cercul marve, 6. Aria trapezului
minus suma arvilor celor 2 sectoave. (fig. S.I1.16).

Fig. 8.11.16

e 1L

8. In figura S.I1A7 30 =60°, 78 = SP =6 |3, arc TMP = 48x.
Conturul are 48 = --12 /3. ;

9. Fig. S.I1.18
I\G

15

Pig, 8.1T.48

10. Ln ==R; S0 = _—

11. Din aria unui triunghi echilateral de latura 4 scidem arvia unui semicere
de razd 2; obtinem § = 2(2]3 —x).
12. 36 — 9= (procedam asemanator eu 11).

CAPITOLUL 1It

14. Pag. 86

— —_— — o —_— — —p
I. AB 4-BC -CA =0, CD 4+ DA + AC =0 adunidm g1 folosim CA -~
e
4+ AC =0.
2. AM = MB.
— - —_— —_ — — o
3. Fie M mijlocul; AC = — CA = AM + MC = MB 4+ DM = —BD.

— o o

— —x —n — — -
4. AB4-BC 4+CA =0, BC +CD +DB =0 deci CA = DB ete.
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— i Tewm

z T —, =— sl e L et :

b, Avem (probl. 2) 40 = 0B, BO' = 0'C. Deei AC = AB 4 BC = A0 +
—3 . —p — — —

4 OB + BO' 400 = 208 280" — 200"

o N o Rz iy M P e e —

b AR = AD + DB, AC = AD — CD, B( = —DB — €D

Inlocuim @ oblinem, dupid desfacerea parantezelor, @ in stinga.
o — S —=p el

7. Aplic de ex. 6: MA NB +~ MN BA + AN BM =0

z s i S

Inlocuiese AN eu — NA i, ea uriare a proporbiei dedne

—_—
MN BA =0 ete.

15 pag. 89

1. Daca unul este alungit aga este si celdlalt. Daci fie M punctul de intil-
nire a lui 'y’ en Oz de exemplu 2’0" si 9 My’ rezulla corespondente
(san identice) analog aZeMy’ si < 20y.
2. Unpul din ele gi opusul ia virl al celuilalt satisfac ipoteza problemei 1.
3. Unul din ele s1 cel obtinut din celdlalt ivlocuind una din laturi en ,prelun-
girea® el sint in ipoteza problemer 1.
4. Fie M, N puncteie in care paralela taie A8, AC (fig. S.IIL. 1).

—— —n —
: AM AN M N
Vom avea — = —"— = —

SR el s
AR

AC BC

S e

VAR Y = T

Fig. S.I11.2 Tig. S.111.1
AD' |BD y= MN = MN' +N'N; — === (probl. 4); N'N = AB;
oD’ AC

. e, e g —> = 3 3 3 :
ClD = CD - DD = CD — AB se inlocuiese una cu alta gi rezultd (evident,

e S
in expresie apar si AB, CD, AC drept constante).
6. Fie D mijlocul lui AR, D piciorul perpendicularei din D pe d.
——

b ic 61 DD AT LED s Mot
Avem, facind z = “=in problema 5: DI’ = - (A4’ + BE’) lar facinc
g e
AC, b 2DDIEGET
T = 5 in pr{]h]ema 9: GG' = —————, inlocuim etec.
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16. pag. 91-92
1. a, b gi nu ¢ (fig. S.IT1.3)

B
A/o//c ABICD Fig. S.IIL8 '_

s

a, ¢ si nu b (fig. S 111.4)

’ :
A//’EIAB¥CD Fig. S.ITL4

b, ¢ gi nu a absurd _
—> - =
2. Luam CD echivalent cu BA (fig. S I11.5). Este tot una cu ¢ lua AD echi-

—
valent cu BC.

D ¢
A B & E.B |

Fig, 8.I11.5 Fig. 8.111.6

g . L

| '3 2 !
| 3. Conform "problemei rezolvate obtinem AA’ echivalent cu BB’ si BB
| echivalent cu CC’, deci AA’ echivalent cu CC’ si (iar problema rezolvata)

e i —
AC echivalent cu A'C’.
4. Figura S.II1.6
—  — —_ = >

AB 5 DC; A, EB, DF i FC; AD, EF §i BC; AF i EC; BF i ED precum
si cele obtinute prin ,permutarea capetelor in fiecare segment oriental-.
b. Figura S.IIL.7

% ¢

8. F 6. M M

M; M A/ E B/ T 0

M, A B

Fig. 8.111.7 “Fig. 8.111.8
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6 moduri: iau CM,=DC, CM;= BC, CM; = % CMy AMy=AD, AMy=
1 { Pt s et e e

=AB, AMg=  AM; gi avem AC echivalent cu BM,, EM, DM, M,B,

e =

M.D, MF.

> | — X —> .
6. OA echivalent cu BD echivalent cu CE. D este simetricul lui ¢ fatd de 0,
iar £ al lui B.

7 N Fig. 8.111.9

| 8 M C
7. ;1?’, ﬁ?, N gi alte 2 triplete.

17 pag. 96

A

A
1. Fig. S.1I1.10 a
¢ Y
!

X(AB, AC) +%(BC, BA) + £(CA, CB) = 180°.
In al doilea caz se obfine —180° care este considerat tot una eu 180°.

2, A # B C Figsiniob

(4B, AC) = 0°, >5(BC, BA) = 180°, o6 (CA, €B) = 0° ete.

lcffr &

|

|

|
D C 4. I

|
& = e lste. A E
A B

Fig. S.II1.11 a Fig. S.111.41 b
45°, —90°, —45°, —90°

—190°, —90°, 30°, —90°
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5. chﬁ‘inlocuim a en a” (fig. S.I11.42) obtinem:
@’ &) = $la’, @) +%(d’, b) = 180° + %(d’, b).

bl‘

/i i . Fig. S.IIT:12
g e

/o

Deci o astiel de inlocuire duce de la valoarea z la 2 -+ 180°. O nona inlocuire
va duce la 2 4 180° = z, etc. '

Deci doud valori z; o + 180" Dublul lui di valorile 22, 2z --360°, deci una
singur!

6, Geometric doud: bisectoarea >&(k k) si ,prelungirea“ ei. Se poate gi prin
caleut “6(h, k) = E(h, b) +6(b, k) deci 2-6(k, b) = 2%(h, k), dar putem adauga

un munltiplu la 360° deci >&{f, 6) = i “£(h, k) +180° n. Se obtin 2 valori dis-

% 1 |
tincte - >6(b, h) si + S(h, b) - 180°.
7. Vezi problema 4
~6(AD, AB) +>6(DB, DA) +>6(BA, BD) = 180°.
(B, CD) -+ >6(BD, BC) +>¢{DC, DB) = 180°.
Adun si tin seama de 26(BA, BD) +%(BD, BC) = X(BA, BC)
S6(DC, DB) -+ 3(DB, DA) = %(DC, DA).

&

Suma este —360° D Fig. 8.111.13

Suma este -+ 360° A

Suma este 360° (si inci un caz

Fig. S.111.14 B s
; in care este — 3607)

Fig. &.177.15 Suma este (¥

18 pag. 99

1. y(4) y(B) = AB ete.

9. Rezulti, dacd de ex., B2 cste intre A si €, cdt u(4d) U) = Uyu(s) +
+ U(B) U(C), deei U(A), U(B), U(¢) nn pot forma un triunghi.

3. Cazul 3.

4. Vezi rationamentul de la probl. 2.

5. Cel mai simplu este: in figura imagine diagonalele se taie in pirti congru-
ente. (Considerdm imaginea punctului de interseetie a diagonalelor patrula-
terului initial, aplicim problema 4). O adaptare a rationamentulul de la
problema 2 aratd ca 3 puncte necoliniare merg in 3 puncte necoliniare.

6. Imaginea este paralelogram si folosim si problema 3.

7- Problema 2 ne spune cit imaginea este formata din puncte coliniare. Fie
A, B doud puncte pe dreapta initiali, X un punclt pe dreapta Uy U(B).
Dacii semidreptele U(4)X, U(4) U(B) coineid, fie ¥ pe semidreapta AB
asa incit ¥ = U(A4)X; vom avea U(Y) = X (probl. 2, 4). In caz contrar
aleg ¥ pe prelungirea semidreptel A B.

8. Cazul 3 de congruenta.

10 pag. 101

1. Translagia 7', fiind isometrie, duce un cerc dat (de centrul O siraza R)intr-o
parte a cercului de centru 7'(0) si raza R. Fie X un punct pe acest ultim cere
> : — —> —
si fie Y astfel ca XY echivalent cu T(0)0. Rezultd T(O)X echivalent cu OY
(problema rezolvatd pag 91. deci OY arelungimea R, Y este pe primul cerc, iar

— -_.H

T(Y) == X deoarece Y X rezultd achivalent cu O T(0) deci cu vectorul trans-
latiei 7.
2, Daci O si 0’ sint centrele, consider 7g¢-

—_— —_— — —
3. AT(A) este echivalent cu B7(5) deci T(A) T(B) este echivalent cu AB
(problema rezolvata pag 91. deci s-a vizut (probl. 7, set 18 pag. 99) ci o
isometrie duce o dreaptd AB in dreapta 7(A) T(B) ete.
4, Fie AB o dreaptd. Pentru a fi transformatd in ea insiigi de 7', (stim ed
este dusd in una paraleld cu ea sau in ea insasi) trebuie ca punctul € = T,(4),

—
definit de .AC echivalent cu v* sa se afle pe AB, ete. 5. Fie AB segmentul
—
dat. MN congruent si paralel cu AB este tot una cu MN este echivalent

en AB sau cu BA, deci cu: N este fie transformat din M prin translatia 775,

[ 4
4 ¢
.
———— i
] e i)

Fig. 8.111.16
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fie prin T'57%. Deci se alege IV la una din intersectiile cercului al doilea cu trans-
formatele primului cerc prin cele doud translatii. Pot fi 0, 1, 2, 3, 4 solufu
6. La fel 0, 1, 2, 3, sau 4 solutii.

7. Le:am netat M’ ete.

CN' = CP' = CN.

A M B

Q NM)
Fig. 8.111.47
g PaC -
=4

8. DD’ = 0D, T3h = Tgp deci solutie aseméndtoare cu primul caz.

AN o

PN/ Pl pw (371

U
’

Fig. 8.111.18a Fig. S.I11.18b

—— oo gy

9. S-a viizut cd din AT(A4) echivalent cu BT(B) rezulta AB echivalent cu
T'(A)T(B) ete. 10. Vezi problema 9. 11. Vezi problema 8 si problema 2, set
15, pag. 89. 12. Nu, deoarece dacid T este translatia 7' si A este un virl al
poligonului si B; = T,(A4), atunci poligonul va trebui si contind ca virfuri

v o

A, By, By... coliniare §i cu 4B, = !"?T.Ti’g = B,B; = ... care rezultd toate
distincte

A B, 8;: B Fig. S.II1. 19

13. O dreapta (vezi probl. 4), doud drepte paralele, intersectia a 2 semiplane

e p 7, S E A AT
determinate de 2 drepte paralele. /7/ . ,'.-’,-,',(’f il
7707
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14. Fie T acea transformare, A un puncé fix, X unul variabil. B = T(A).
—L 3 . a 1 -
Dacd ¥ = T'(X) atunci A X echivalent cu BY deei (problema rezolvati la pug. 91
—
XY echivalent cu AB, adicd ¥ = Tah (X).

20 pag. 103

1. Rotatie aplicati centrului O il duce in0' (0" = R, (0)). Fie M' = R.(M).
Rotatia fiind o isometrie, 0’ M’ == OM dar O’ esteé fix deci M’ deserié nn cere
de aceeagi razi cu a primulul. Dacd punctele € = O (coincide € cu 0) atunci
cercul se va transforma in el insusi. 2. Centrul C al rotatiei ge va gisi pe medi-
atoarea lui 00’ (linia centrelor) si unghiul ICOCO" poate fi construit cit vrem
de mare.

Fig. S.i11.21

c

3. Rotatia este o isometrie considerdm M’ = R,, (M), N' = R,, , (N) i

P' = R, (P) imaginile prin rotatie a punctelor coliniare M, N, P. (¥ intre
M si P). Dacid M', N', P' nu sint coliniare reézultdi M'N' + N'P’ > M'P'.
Dar MN 4+~ NP = MP dar M'N'= MN, N'P'= NP, MP= M'P', cen-
tradictie! .

4. Pe semidreapta OX lu&m punctele 4§ B (A intré O si B). Deci 0A +
+ AB = OB. Ele au imaginile respectiv A’, B’ iar 0’ ii corespunde 'lui 0.
Dacit A’ si B’ nu se gsesc de aceeasi parte a lui 0’ rezultii ci A'B" +0'A" >
>0'B’ dar A'B'= AB, 0'A' =04, 0'B'=0B. De aici contradicia. b.
Considerim problema rezolvatd in cazul in care d || d’. Dacd rotim A cu 60
in jurul Jui 0, ajungem in B. Deei solutia revine la a roti pe d cu 60° in jurul
lui O si acolo unde ,rotita® lui d taie dreapta ¢’ avem punctul B. O solutie
diferitd se poate da g prin aseminare considerind ed toate triunghiurile

echilaterale sint asemeneca si impirtind latura 0’4’ a unui ,model” "Chjlf‘&‘.-,_
0c : R i
teral 0’A’ B’ cu punctul €’ intr-un raport egal ct=": G#gim apoi prin Thales.

a patra proportionald, segmentul 0'D’, putem construi apoi pe ,model”

A D

{ Frireey

¢ ! ' /B Fig. S.111.92
160°

0

139




unghiul A’0’D’ gi problema este rezolvati. Daca d gi d° nu sint paralele
procedam totugi ca in prima solufle. :

Avem o infinitate de solutii daca d = Rpge (') adicd d’ este chiar . sotita™
e 60° a dreptel o).

6. Rotim primul cerc O cu 90° in jurul punctului fix €' s intersectam cn cercul
. Pot 11 0,1,2,3.4 solutii. 7. Cele de 1207 cu centrul ' in cenirul cerenlm eircum-
seris triunghiului echilateral dat. 8, 9. Solutii asemanatoare cu 7. 10, Daca
0 este ,centrul hexagonului® regulat, [y .20 sint rotatiile care rezolvi pro-
blema in afard de rotatia de ,argument® 0,

11. Solutiile sint patratele punctate:

¢ B.

_ |
DB A Fig 81

Fig. S.111.24

13. a) Cu notatiile din figura

C<Gorr 6000 C

X

Fig. 8.011.25
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PROBLEME RECAPITULATIVE

1. Fie G centrul de greutate al triuvnghialui. Pentru ca medianele se intersec-

teazi la doud treimi de virf i o treime de , baza®, vezulta BG = 3, GC = 4& em.

Folositi reciproca teoremei lui Pitagora, <2 BGC = 90°, & teorema lui Pita-
. ' SE 5

gora i AC = /13, AB = |/ 13.

2. Folosim taptul cd tangentele duse dintr-un punct la un cerc sint congruente,

aiei BC = AD = 5. Apoi, fie prin teorema lui Pitagora aflind indltimes, fie

prin teorema inalfimii aflind raza cercului inseris, obtinem 7 = 2.

3. a) Triunghiurile au unghiurl congruente.

b) in AOCA, L OAC = 4 10A = 36° deci CA =0C. Dar si ACAB este

isoscel deci CA = AB.

4. Pentru a, b, se {oloseste problema precedenta; c) Prin asemanaves triun-

ghiurilor ACB 51 OAB: d) Se electueazd inmultirea in membrul drept. Din

¢) st d) rezulta ca produsul este 0 cind unul din factori este 0, deci numai

g;,ql/_‘:'“_".

1)
5. Aplicind teorema lui Pitagora, se ajunge la ecuatia 64 — 16 24 2 - 16 =
= x% deci ¢ = b.
6. Din asemdnare rezultd ca R = R R, s de aici gbtinem relatiz imediatd

(In fond, se poate exprima g tg O3V 1" in trer moduii).

7. Patrulaterul OM BN este dreptunghi, deci MN = OF,

8. Triunghiui A PM este dreptunghi si are un unghi de 50% Deci AMPA =
— 40°. Punctul P vede segmentul tie sub un unghi de 40° cind A,V sint semi-
cercuri diferite determinate de AR, fie de 140° cind sint pe acelasi semicerc.
Deci P descrie un cevc. :

Y. a) OF = OD (mediane 1 triunghiurt dreptunghice cu aceeasl ipotenuza).
si 3 EOD este unghi la centru care subintinde acelagi are cu unghiul inscris
X EBD == 30°. (Patrulaterul BEDC este inscriptibil); b) OF esle minim cind
BC este minim, deci cind este perpendicular pu AB - BC in acest caz este
21/84 OF =3.

10. Considerdm , jumdtate” din dreptunghi determinat de o diagonala. Tri-
unghiul dreptunghic astiel format are indltimea coregpunzitoare potenuzer,
maximi atunci cind aceasta este egali cu raza. Deci dreptunghiul cautat
este patratul si aria sa va 11 2.

11. T .12. Din aseminarea triunghiului 7MA cu AAMQ (fig. S.R.1) 5 aplicind
puterea punctului M fata de cerc, se obtine relatia ceruta.
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13. Se compard triunghiurile BDA s BCD. Cercul ci:l‘r_-umsr_'.l'is AABC este
tangent la dreapta BD. Se foloseste puterea punctulul.

1 s _k¢ 15, Triunghiul AEAC = /A ABG. De asemenea
$ k4

AAEH — AAGJ otc.. 16. §= R¥2f2—1). 17. S =256. 18. 2 = .
a* Vays—2, Vavi—2. aVEl;-Q’-—&_ gy a b

19¢ S =-{;—- 20. a- 2 3 ’ a 3. 3 9 5

=12 22. MN = a5 . 98 Centrul de simetrie este intersectia celor doud

2 » - .

axe. Nu, contraexemple: paralelogramul! 24. Se aplicd reciproca teoreme lui
/3 L ,

Pitagora. Raza cautata este R_l_ﬁ—, unde B este raza cercului initial~25. ) Se
aratd cd SAMN + X MND = 180°; 2) Un segment de dreapta paralel cu
AB si de doua ori mai mic (se completeaza, prelungind AC si BD. un J:a:jnleb—
logram); 3) Mediatoarele din enunt sint si bisectoarele unghiurilor 77 gi A.
. 5 0 v 15 __3—'_ '.l—__ T

in fond, chiar mediatoarele din enunt sint plixe®; 4) €D =|3a% + a t,)c..j,.
26. a) Ortocentrul descrie un arc capabil de :'?u‘plement_.ul‘ {mghmlun 4,
deci simetric cu ,celdlalt arc. b) Se determind pozifia acelui ,"I.ﬂ; Acest virl
impreund cu un capat al inaltimii si cu simetricul ortocentrului latd de <=elal;ﬂt
capat determind cercul circumscris triunghinlui ete. 27. Consider pmhlr_-n‘u_nl
rezolvata, prelungim CC’ pind taie A'B' in C,, ducem din B |‘{-ru-.'—11v.l_;:.4_b,lﬁ_
la CC' (E € A'B’) si constatim ca A'B' este im-pai-u"’g.lt.lrle.’JE:”sleCl_Jmr Lf;” parti
congruente. Analog, procedam pe celelalte doud laturi A'C' §i C'B ? 28. § =
— 2(a + b)Jab. 29. Se aplica teorema lui Thales de 4 ori, I = 30. Se

b

aplica teorema bisectoarei §i faptul cd bisectoarea unghiului 4 trece ln-in .mi'i._
locul arcului BC. 31, TS =V6. 32. ) AAOB~ ;};\A.O'(%', unghiurile t]iTI] D
fiind suplimentave, triunghiurile fiind isoscele si subintinzind unghiur la ;(,fe‘n

' o ¥ eneehia St Sgln | Vs,
tru de masuri egale. b) D sa fie piciorul indlfimi. 33, =l {?—— l!(-.%] e

0 g . y b=t

. g 38 g 1a __b"'_ " :’, e — ——m———— -
L o o T, b b+c-F Ve | (b+e+ (V&7 +1)°
36. Dacid 4B n-ar fi paralel cu CD, i dacd s-ar intilni in partea stinga a
figurii 11.59, atunci inaltimea din D AAMD ar fi mai mica (IemII‘. indltimea
din Q a A BNQ si de asemenea indltimea din M a A J'IL_U P ar fi mai mici
decit indltimea din B a A BCQ; deci, ar rezulty wria AMPD < aria BNQC.
37. 8 cm.
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13. Se compard triunghiurile BDA si BCD. Cercul 1:i1_'rumsc:1-i:=. ANABC este
tangent la dreapta BD. Se foloseste puterea punctului.

14. 9::_—12 P g | Triunghiul AEAC = A ABG. De asemenea

AAEH — AAGJ otc... 16. S = R¥22—1). 17, S = 256. 18. z = =.

s 52 VE—2
@ 2O.GW' ay__bis—;

av‘“‘_‘* =% Gioe e

19. S == h.’: . £ 3 H 3 :
=1.2. 22, MN = —“‘iﬁ-- 93, Centrul de simetrie este intersectia celor doua

axe. Nu, contraexemple: paralelogramull 24. Se aplicd reciproca teoremei lui

ol 0Da sa
Pitagora. Raza cautata este 3, unde B este raza cercului initial.<25. 1) Se

aratd cd X AMN + L MND — 180°; 2) Un segment de dreapta paralel cu
AB si de doua ori mai mic (se completeaza, prelungind AC gi BD. un !f;'”f"'"l""
logram); 3) Mediatoarele din enunt sint si bisectoarele un_,c;h_nu-lh_n- B si A.
In fond, chiar mediatoarele din enunt sint wiixe*; 4) D =)3a% + a* — 3a.
96. a) Ortocentrul descrie un arc capabil de ::ju‘plmnmlr_.ul 1_111;;-111111111 4,
deci simetric cu ,celalalt arc. h) Se determind pozitia acelui virf . Acest virl
impreund cu un capat al inaltimii si cu simetricul ortocentrului fata de celalalt
capit determina cercul cireumseris triunghiului ete. 27. Consider |'n-uhten‘1al
rezolvatd, prelungim CC’ pind taie A’B’ in Cy, ducem din B ]3“}'"1“’.“ LE
la CC' (E € A'B’) si constatim ca A'B’ este impargit de f:’:gl_(?l-‘r_l:’ h;«::; I;‘H]'lr-l
congruente. Analog, procedam pe celelalte doua latur A°C m C'B 148 ;} =
= 2(a + b)Jab. 29. Se aplici teorema lui Thales de 4 ori, I = = 30. Se

aphed teorema bisectoarei gi faptul cd bisectoarea unghiului 4 trece prin mij-

e 3 5 1 . !
locul arcului BC. 31. TS =|6. :?:?.. q:) AAOB ~ ,f}fl_() (‘L’. nnglmj_ulplfluml b
fiind suplimentare, triunghiurile fiind isoscele st subintinzind unghiuri la cen-

i S ol Sy i allELE s _HJ"&‘
_ tru de masuri egale. b) D sa lie piciorul inaljimii. 33. nlﬂ[?—-V-"} o
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36. Daca A B n-ar fi paralel cu €D, s daca s-ar jntilr}i in partea .Hl.’ing& a
figurii 11.59, atunci inaltimea din D AA .-'b_'{) ar {i mal mica dem._l'. l¥lz.+lhlill'{t_f.'-l
din Q a A BNQ si de asemenea inaltimea din ¥ a A MDP ar fi mai mica
decit indllimea din B a A BCQ; deci, ar rezulta i AMPD < aria BNQC.
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