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CAPITOLUL 1

NUMERE REALE

1. NUMERE RATIONALE

Numadrind obiecte. din jurul nostru, folosim numere naturale. Am
invatat, incd din clasele I—IV, sa facem doud operajfii cu numerele naturale:
adunarea gi inmultirea.

Pentru a putea scadea orice numér natural dintr-un numdr, a trebuit si
extindem. ideea de numdr; introducind si numere negative: am invittat astfel
in clasa a VI-a despre numerele intregi si despre operatiile cu numere intregi:
adunarea, scdderea, inmulfirea.

Pentru a putea impdirti orice numér intreg la alt numér (acesta fiind
diferit de zero), a trebuit si extindem iaragi ideea de numir; am invitat
astfel despre numerele rafionale si despre operatiile cu numerele rajionale:
adunarea, scdderea, inmultirea, impértirea. Am invitat si compardm fintre

ele doud numere rationale. Am invitat apoi cd orice numdr rational poate fi.

reprezentat de un punct pe'axa numerelor.

Am folosit numere rationale atunci ¢ind am ,luat parti“ dintr-un ,intreg®,
sau cind am masurat lungimi, arii gi altele. Am folosit numere rationale
mai intii scrise sub forma zecimald, apoi sub forma de fractie. Orice numir
rational poate fi scris (in multe feluril) sub forma unei fractii 2, unde m

n
este un numdr intreg, iar » un numér natural, diferit de zero.
Am mai invatat in clasa a VI-a sé ridicim la puteri orice numé&r rational.

*Sa reamintim, pe scurt, ceea ce am invatat in clasa a VI-a despre
numerele rationale:

1) Adunarea numerelor rationale este comutativd, adicd a -+ b =
= b + a, oricare ar fi numerele rationale a si b.

2) Adunarea numerelor rationale este esociativd, adici (¢ + b) 4
+ ¢ =a + (b + ¢), oricare ar fi numerele rationale a, b si c.

3) Numirul O (zero) este element neutru peniru adunare, adici
@+ 0 =a =0 - g, oricare ar fi numdrul rational a.

#+ Textul cules retras nu este obligatoriu.




4) Orice numir rational a are un opus, notat —a, care este tot
numar rational. Avem g - (—@) =0=(—a) 4 a §i ~(—a)=a. In
particular, —0 = 0 (numirul 0 este propriul siu opus).

) Sciderea numarului rational 4 din numirul rational a poate [i
inlocuiti de adunarea lui g cu opusul lui &:

@ —b=a-+ (=b).

6) Inmultirea numerelor rationale este comutatiod, adici a- b —
= b - a, oricare ar fi numerele rationale a si b.

e : : i

7) Inmultirea numerelor rationale este asociativd, adici (a-b):
*¢=a-(b-c), oricare ar fi numerele rationale a, b si c.

8) Numarul 1 (unu) este element neutru pentru inmulfire, adici
@1 =a=1-a, oricare ar fi numdrul rational a.

9) Inmultirea numerelor rabionale este distributipd fapi de adunare,
adici a(b 4 ¢)*=a-b + g - ¢, ovicare ar fi numerele rationale a, b si c.

© Aceastd proprietate este folosits abunci cind scoatemn factor comun.

; I 0 1
10) Orice numir rational @ # 0 are un invers, notat —3 avem
a

1 e

a: i =1 = asi ——1— = . Il'l l)ill’ti(}l.lfa[’l -—:-—: 1 (nunl-t][-u] ‘]_I este
; (%)

a —_—

a
propriul sdu invers).
11) Impértirea numrului rational @ la numarul rational & #0
poate i inlocuita de inmulgirea lui @ cu inversul lui b: %
1

a:b=qag -—.
b

12) Numerele rationale pot fi comparate intre ele; date doug
numere rationale @ si b, avem sau ¢ < b,saua = b, sau @ > b. Nume-
rele rationale- care sint mai mari decit 0 se numesc Posilive; lar cele
care sint mai mici decit 0 se numesc negalive.

13) Daci a > b, atunci a + ¢ >b + ¢, orvicare ar fi numerele
rationale a, b i e. Opusul unui numar rational pozitiv este negativ, jar
opusul unui numir rational negativ este pozitiv.

14) Dacda >bsic >0, atunci a- ¢ > b e. Dacd ¢ > b si ¢ <0,
atunci ¢-¢ < b-c (). In particilar avem regula semnelor:

A e e
SEl T o
— = 4
15) Dacii @ > b, atunci existi numere rationale ¢ astfel incit
a—+b ; | T ;
a >¢ >0b. De exemply, putem lua ¢ = —-—;Ji_w—. media aritmeticd a lai
a si b,

Multimea numerelor rationale se noteazi (), iar multimea numerelor
ralionale pozitive sau zero se noteaza Q,.

4

=

A m :
Numercle rationale negative pot fi scrise sub lorma — o unde m gi n

sint numere naturale (iar r # 0). Numerele rationale pozitive pot fi scrise
: m : e ] :
sub forma -+ 2%, sau mai simplu — ., unde m si n sinb numere naturale
n n
(n # 0). Avem

m _ 2m  3m  4m .
—_—re— o —— = ——— == 3
n 2n 3n 4n
. s m ¢
numerele m iz pot fi alese prime intre ele, in care caz fractia — oo respectiv

— se numeste ireduetibili.
n

1
S i scrise si zecimal; de exemplu, in loc de —
Numerele rationale pot {i scrise si zecimal; de e plu, o
i d i serie 51 —0.75: in loc de E se scrie
se scrie si 0,1; in loc de e se serie § o :

gi 0,6656... — 0,(6). . ‘ : 7
Numdirul rational scris zecimal periodie 0,(7) se scrie sub formd de fractie

astlel: viah numdrul rational —0,(12) se serie sub formd de fractie astfel:
{ ’

Numiirul rational 0,1(23) se transformii in fractie astfel: 0,1(23)=0,1

A 0,(23) = . + —j— = = e = e - Numarul rational —4,1(5)
T Gl T s e
187
se scrie sub formi de fraclie astfel: — T _deoarece: —4,1(5) = —4,1 —
1 " A E TG B S =800 5 —374=__@
T b e 90 ['lf
Inversul numdrului rational a(pe care l-am notat ;—) este notat

uneori astfel: a7'. El este acel numir rational ce are proprietatea ci
ac gt =11 =g lteg

EXERCIPII

‘are este cel mai mare divizor comun al numerelor:
al)}?s(f;a;ie&;; b) 42 5i 50; c) 26, 39 si 65; d) 144, 192 si 324; e) 81, 120
g 36; I) 14, 28, 56 si 63?
2) Sint prime intre ele numerele:
a) 6 si 15; b) 88 si 123; ¢) 36 51.35; d) 41 §i 11417




8) Care este cel mai mic multiplu comun al numerelor:
a) 36 gi 42; b) 42 i 50; c) 6, 8, 20 si 24; d) 14, 28 si 56; e) 8, 35
gi 147 :
4) Simplificati fractiile:

96 106, .45 .46 8L ., 16 .166 . 1668
T Y i i =ity s gnl i py
e % '3 V1200 Ve Ve ) 6664
b6) Calculati:

T g, a0 5 75
_____ 'l) i '.____’ =iy o _.;d — (e,
e g’ D) g3 TR Ui

oA A g g

e L 5 e
6) Scrieti sub form# de fractie numerele rationale:.

e = 1 5 1 1

&—; b)13=0) 72;d)5—;e) 31,
al)5)2‘”1.&)39)6
7) Calculati:

1 1 1 180 Sy 16 9 1
8- +té=~—3=; b) -3 _ 418, e,
sl e T T
1 1 1

d)y13=—10= 31

) 133 4 4

8) Eliminati parantezele, apoi efectuati calculul:
o CHI) + (=) +(=52) + (+45 ) B (1) — (+13) — (—8) —
— (+17) — (=9) — (+13); ¢) (+18) — (+36) — (—12) + (+24) — (4-14).

9) Scrieti sub forma de fractie ireductibili numerele rationale, scrise
zecimal:

a) 11,1; b) 3,4; ¢) 0,135; d) —4,4; e) —0,16; f) —2.,06.

10) Scrieti sub forma de fractie ireductibila numerele rationale:

a) 3,(6); b) —4,(41); o) —&/4(1); d) 0,(98); o) 0,9(8).

11) Calculati:

B & 7 5 16 16 15 27 6 5 2 10
ﬁﬁﬁﬁﬁ b o— e Te—e—— ——
Sy R ) %7 P g 8 oy

3 11

f)"—l"—o

z'10

12) Calculati:
a) 11,1 — 82; b) —4,15 + 2,23; ¢) 0,24 + 0,64 — 0,55; d) 6,125 —
—0,175 4 3,75.
13) Scrieti sub forma zecimali:
3 7 19 5 17 17
a5° Pgsi Oz id) —ie) =) =
2500 Mg gD 5 By
14) Scrieti sub formi de fractie ireductibili numerele rationale:
a) 11,1 — 8,2; b) 3,(4) — 3,(34); ¢) 3,(4) + 0,(16) — 2,(06); d) 3,3) —
— 3,3; e) 0,(4) — 0,44.

15) Scrieti sub formd zecimald numerele rationale:
2 10

: ; ) s £ 79
&)'—4—-'1,1,13) 211°1:71 c)_ﬁ_"?ad)"g 0,5+ 1,4 419)5&31 +
4 3422 + 284,03; f) 15,6 - 34,5.
16) Calculati:

3 9
8) (+15)-{—5); b) (—30): (—6); c) (--25)- (—1000); d) ( —g) ( -—_—g);
o (—2)(+5) 05 (—3)s 939 w110 82,
17) Calculai:
a) ) F35) £ 50 B (=B0) + (=8 o) (+16) :8; (—1000) : (++25);

(R Ve —i)- —33) 1 4;h) 44:(—11); )22 : 8;
e)(—-—B-)-( 5 f)3.[ =) & (=33) =

R N | .
1) 2-5- ! 12—-0
18) Calculati:
a) )(+8) — (—6) «(+2); b) (—12) +(+14) — (=9) (+16) + (—8) * (—11);

3 .3 By {r -8 5] 3 1
—————— . —— + . — o —
0)58( 6){40)( 3 R _
19) Scrieti sub forméa de fractie ireductibild numegrele rationale:
1
3+ —
1' . 1 . _6.'0 ,_2 ._._._.?_,
a)—é, b) "‘2—’1, B)Sl: d)g._?__g '3)_3_
( 7 3') 5 5 T4
20) Calculati:
)1 cu2 8.8 s e
it S 2 S s
e Y S A
a) 4 ; b) [ 3 1 c)i_i__ E_ L
5 & AR
21) Calculati:
i 1
(9—2)+3 41 ¥ o
3:(—2)—8 _+_.(__)
2 2 2
22) Schimbati locul numerelor rationale:
LS 0.(8): 4‘—2,1'2_1'1_5“0,12
01551 Er Ry v( )1 3 5 ,'_413 1 32 3,6
astfel incit sa fie scrise in ordine crescédtoare.
23) Calculati:
o s A e
a’?‘[?'_ﬁ)’ 8 (3 ) B 2
6




24) Care este media arilmeticd a numereloy;
a) 41 i 18; 1_})3?;:” 3 _’7_’ o) —44 5 82 d) 0,4) si 1,(5); e) 141
§i —2,35; ) 18 5i —17.8; g) 223 §i —15.77
25) Din numirul 441,53 se scad succesiv numerele: 3482: 46,39; 181,2
gt 30. Care este rezultatul? '

26) Ce numair trebuie adunat cu 7 4- 0,7 =4 0,07 0,007 pentru ca si
oblinem ca rezultat 87
27) Care este media aritmetics a numerelor:

2) 81,6; 88,1; 87,9; 89,0 5i 85,4; b) 99,8; 101,2; 98,9; 99.5; 1004 si
100,27

% RIDICAREA LA PATRAT A UNUI NUMAR RATIONAL

Fie ¢ un numir rational. Vom nota a2 $i vom numi pitratul lui @ numi-
rul rational ¢ - a.

EXEMPLE. Avem 8- 8 = 64, numirul 64 este pitratul lui 8. Deoarece

1,4+ 1,4 = 1,96, numirul rational 1,96 este patratul lui 1,4. Avem i

et e ey

=i numérul ra;ianal% este patratul i % Deoavece gi (—8)- (—8) —

= 64, numirul 64 este pitratul si al lui —8. Deovarece (_. EJ(_E)=

4 4
9 ; : Y TS . 3
= =, numirul rational — este pitratul st al lni — —,
16 16 4
Si observiim ¢ numerele 8 $i —8 au acelasi pitrat, anume 64. De age-

R ST as ; 9
menea, numerele - s1 — 7 au acelagi patrat, anume -—.

Putem spune ci:

Doud numere rationale Opuse au acelasi piitrat,

Acest fapt rezultd din regula semnelor: fie si —a doud numere ratio-
nale opuse unul altuia, numirul ¢ fiind pozitiv. Atunci (—q)® = (—q) - (—e) =
= + a® =4’ deci —a si a au acelasi pitrat,

’I'_Il'}!'}RT':M,i. Pitratul unui produs de numere rationale este egal cu pro-
dusul péatratelor numerelor

Demonstragie. Vom demonstra doar pentru un produs de doud numere
rationale. . : :

Fie a 510 numere rationale. Patratul produsuluilor se poate scrie: (a-0)*=
= (@* )" (a-b). Inmultirea este asociativd; putem renunta deci la paran-
teze: (a-b)(a-b0) =a-b a-b.

8

Inmultirea este comutativi, deci putem comuta:w-b-a b =a-q-b-b.
Introducind din nou parvanteze, vom sciie: a-a-b-b — (@ra)y* (b &) =
= a” - b Astflel (a - b)* = a2+ b2

De exemplu. avem 6 = 2 - 3; deci 6% = 22 32,

TEOREMA. Pitratul inversului unui numér rafional a # 0 este egal
cu inversul pitratului lui a.

. : 2 -
Demonstrayie. Inversul—i— al lui @ arve proprietatea ca a-;::
a
. - 12 f .12 :
= e L a. Ridicim la pitrat: (a- —) = 12=(E- -a) + Deci
a

1)
. 12 112 Ly
(folosim teorema de mai sus): a2 (a_J = (*‘;" *a% Dara? — =

1\2 :
= 1=— +4% De aici rezultd ci (__) = —, 81 teorema este demon-

strata. 3
Aceastii ullimi egalitale se mai serie (¢ )2 = (%)

Sii folosim cele douid teareme de mai sus. Obtinem:
\& AL [
(e 20)% = (a-%) g a“-(——) = i atapa,

adici (2 : b)* =a® : b* penlru orice numere rationale @ si b (b dilerit de 0),

EXERCITII

1) Completali tabelul:

S ]
n Sl e B s e R R N i R e —5
n® 0 4 & l

2) Numirul natural 2 se serie In baza 10 cu doug cifre, Poate avea
numirul 22 cifra unitigilor 2? Dapr 62 Dar 57
3) Completati tabelul:

3 5 ' |
s < 0,3 —0,2 14 |
a 1 2 : = e .
- 2
Al B 3,3)
a (0]
: 5
P O < el 25
a 2
9




4) Completati tabelul:

3
[/ 2 1,2 “4- O,"i
b | 3 2 4
5 7
2
a3l == 0,6 18
3 i1 1,(3)
5) Completati tabelele:
a)
a 11 12 43 44 1.5 1,6 £.7 1.8 1,9 2
a* 1,21
b)
B S e ey 43  —1.44
aﬂ
c)
i 8 2.2 T B R ey
g% — 95 g 2 G vlbne g
. 9
atll =
4

3. I{JiMGIyA PATRATA A UNUI
NUMAR RATIONAL

S& observiim ¢i daci a este u

_ n numdr rational pozitiv sau negativ
atunci pétratul siu o2 £ EC™

este un numdir ragional pozitiv.
Am vizut of 64 = 8¢ = (—8)2; 1,96 — (1,4)2; (3 f:( 3)2.

—_—= | — —_——

16 4 4
- Numerele rationale 64; 1,96; 16 5 pot scrie deci ca pitrate ale altor numere

Talionale; ele sint numite pitrate perfecte.

| Vom spune ¢i numiirul rational p este p
numdr rational a astfel incit p = g2,

Fie p un numdr rational pétrat perfect. Pnfem scrie P = @* cu a pozitiv]
Vom spune cii a este riidicina piitratii a lui p si vom noiaa, a=\/p. '

10

itrat perfeet daci existi un

Asllel, 8 este riddiicina pitratd a lui 64, dar —8 nu este rdddcina pitrati
a lui 64; ]/ 64= 8. Numirul 1,4 este raddcina pitratd a lui 1,96; |/ 1,96=

: .9 3 S
= 1,4, Numdrul %este ridacina patrata a lui 10 dar — 77 nu este raddcina

9 19, 3
dtratd a Jui —. |/ — # ——I
! 16°1167 &
TEOREMA. Fie p si ¢ numere rationale patrate perfecte. Atunci pq

este patrat perfect, iar [/ pg= |/p* V¢

Demonstrajie. Fie a = |/p si b= |/q. Atunci a® = p, b2 = 75
iar @ i b sint numere rationale pozitive; @-& este numir pozitiv, iar
(@b =@ b®=p-q, ceea ce inseamnd ck |[/p-q=a-b= |/p -
e ]/E Teorema este demonstrati.

De exemplu 2=1/% i 3 = |/9, deci |/%-90=2-3.
TEOREMA. Fie p si ¢ numere rajionale pitrate perfecte, iar g # 0.
Atunci p : g este pitrat perlect, iar |/p :q=/p : /¢

A Lo e e T
Se obignuieste ca ln loc de @ : & = @ Sy sd se mai scrie §i i

Folosind aceastd notatie, relatia din teorema de mai sus devine

=
3

ey
¢ Vi
121 1

De exemplu, 11 = |/ 121 si 13 = |/169; deci |-— = —.
plu, /121 5 1/169; s
Fie @ un numir rational. S& ne amintim ci am notat cu | a | valoarea

sa abselutil, care este un numir rational pozitiv sau 0. Anume:
I a daci a >0;
la|={ 0 daci a =0;:

l —a daca a < 0.
5 b
De exemplu, | —3 | = 3, E!=E'
1-0,3) | = 0,3).

54 caleulim numérul [/(—2)% Respeetind ordinea operatiilor, obtinem
V(=22=V(—2)(=2)=|/+4= 2. S observim oci V(=2 =|—-2]

Pentru orice numdr rational @, avem

Va=|al

L] A
e e | S e 0 —
7] -+ 1+1001] = 100,

11




Observaie. Dack <0, atunci |/ =
Deoarece palratul oricirui numire
rezultii ¢i nu toate numerele rati
rationale negative ny pot fi pﬁtra‘t
Deoarece 02 —

—a # q!

e perflecte,

EXERCITIU REZOLVAT. S3 rezolvim, e
2)/x=1, xeq.

Ecuatia se soric agtfe]: Vx = =
2

cualia

, '1 H & ill 5 : o i e )
1 Ctea ce seamna cf — es 0 I
4 ‘) [E lddd'

&

cina piitrati a numzrulu x. Detci x = ("1—]2 =
=

=

EXERCITII

I} ‘? r'c.l' il 6. .“'”. ’ ¥ ! gt .
erili dil ¢ e 3 3 ’ 7 1 '}_ Sin l'addcfnl

| patrate ale
numerelor 36, respectiy . 0,0001; 1.2
GRS T

2) Care este ridicina pittrat

ek 25
5 ¢) 5 ; d) i e) 4,21; 1) 1,697

3} C]‘/ﬂrfﬂfi"tl‘n Propoziliile ce. urmeazi sint adevirate?
B Y= B VAR Al LI e on
- ! ks i 400 = 20: V16 —
€) /0,16 = 0,4; 1) rddicina pats =) 6= 144

¥ 930 ) abd a unuj
mal micit decit numgrul, s
4) Completati tabelul:

& a numiruluj:
a) 25; 1)

ar rational pozitiv esto

ALl e ieleg
a 1,4 1,41 1414

a2

1,415

Ce observati?
Bk 3 i
5*) Rezolvali ecuatiile (i multimea numerelor rq

a) '/;‘;10;1)) V/2x = 15 0)3)/ % =

tionale):
Gy <8yl g

Am viizut c¥ orice p:
5 pitrat perfect este pozitiv < i
varat? Réspunsul este: nu| 1 pASI A S Redinser ante ada.

De exemplu, vom arita cd numirul 2

2 nu este pitr fani
S& presupunem cif ap ® pibrat perfect,

exista un numir rational iti
s i , ] ar rational pozitiv g ast
am putea scrie a2 = 2, S;i.] scriem pe @ sub formi de fractie iy
‘. o § actie ireduc-
tibili: @ = =

unde 7 sj i : i
= t §t n sint numere naturale, prime  fntre ole. Am

12

rag;-ional este  pozitiv gau 0,
onale pob fi pitrate perfecte. Numerele

0, vom considera ¢ 0 este pitrat perfect si ok Vo=0

e e

r

E g !

avea deci: (E) = 2, adica '?—1; = 2. De aici ar rezulta 2n® = m?
‘\n n

Dar 2n? se divide cu 2; deci m* se divide cu 2. Rezultd de aici c§ m este
per (cdci pdtratul unui numédr natural impar este imparl). Si scriem
deci m = 2p. Astfel am avea 2n® = 4p? de unde 2p* = n% Ca mai
sus, n este si el par. Astfel m si n au ca divizor comun pe 2, deci nu
sint prime intre ele. -

Am ajuns la o contradictie. Aceastd contradictie ne arati ci presu-
punerea pe care am facut-o anume cd ¢®* = 2 pentru un numér rational
pozitiv a, este falsd.

Rationamentul de mai sus ii este atribuit lui Pitagora.

o Prded @bl o}
La fel putem stabili ¢d 3; 5; 6; 7; —. —. —. — si altele
P gacka y. Ay qov. g gl B 1
nu sint pétrate perfecte. Cu alte cuvinte /2, /3, |/5, |/ 6 ete. nu

sint numere rationale.
Totusi, problemele practice de mésurare (pe care le vom intilni
mai tirziu la geometrie) ne impun s lucrim cu ,numere” de forma

/2. 1/£3, 1/5, Vé Aceste numere, precum si altele, sint numere

irajionale.

4. EXTRAGEREA RADACINII PATRATE
DINTR-UN NUMAR RATIONAL POZITIV

Am fovitat in clasa a VI-a o metodd de extragere'a ridicinii patrate
dintr-un numér rajional pozitiv, scris sub form# zecimald. Ilustrim aceastit
metodd pe exemplul numdrului 514,31274:

Etapa I: /514312740 | 2
4

1

|/'5"14,31'27'40 | 22
4 42- 2 (=84)
114
"84

30 trecem virgula la rezultat.

|/5'14,'312740 | 22,6

42 - 2 (=84)

e 447 -7 (—439—

84
446 - 6 (=2676)

Et,apa a Il-a

Etapa a IIl-a

13




Etapa a IV-a: 1/2'14' y31'27'40 [22,67-
v 42 - 2 (=84)
84 %
T 446 - 6 (=2676)
2676 4528
Hl6 AT A AN~
3168 9 '
3838
Etapa a V-a; V 2’14,31 '27'40 122,678
o 42 - 2 (=84)
84 ———_______d
S 446 - 6(=2676)
267 6 :
e SENSNOGRGRE
31689 45348 8 (—362784)
383840
36278 4
2105 6

;I;]éﬁ etapa a 3-a, obtinem rddicina patraty
10, rezultat care este mai Putin exact decit cel oht

O datd cu cregterea numaéruluj
€xacte.

S aplicim metoda de mai sus

W
e
100
96

400
281

11900
11296

—_—

60400
56564

————

383600
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; d aceastd metods e %
e 7 comparatii. Calculul poate fi continuat feetuim doar scdderi, inmul-

Pililﬁ la obtinerea numiruluj
mal sus, am aflat o ridscina
: 078. Dacti ne opream
din numéirul 514,31274 ca fiind
inut dupg etapa a 5-a.

ui de etape, obtinem rezultate din ce in ce mai

numarului 2 = 200.

1,4142...

24+ 4 (=96)

281 - 1 (=281)
2824 - 4(==11296)
28282 - 2 (=56564)

ae

—

Obtinem ca rezultate: 1,41 cu eroare de 0,01 (o sutime); 1,414 cu eroare
de 0,001 (0 miime); 14,4142 cu eroare de 0,0001 (o zecime de miime) si aga
mai departe. Toate aceste rezultate sint aproximatii (prin lips#) pentru ridi-

cing pitrati a lui 2. :
Sé privim figura 1.1, imaginindu-ne ¢d miirim, de la o etapi la alta, de

10 ori segmentul de pe axa numerelor in care este continut |/'2. Aproximatiile
prin lipsd ale lui /2 corespund extremititilor dinspre stinga ale acestor
segmente. In figura 1.2 am incercat s localizim numirul |/2 pe axa nu-
merelor. '

[ i)
-1 g NN 9
/ -h‘-"'“‘--
/ T
‘-“"‘--
ALY P W 8 e
s 14 57~
% // - B “""*-..._‘_‘ 2
/// : “"x__ﬁ
// V2 = = : i 2 H‘"“m.
B U g2 T— ? 15
/ T
/ T
/ vz it
s ! e + : —+ : ! e
1409 1l P AN 142
/// HH““-
- MH‘\-..._
B R TR T 1415
Fig. 1.1

Dar, atentie. Nu putem porbi incd despre rédacina pétratda a lui 2, céei
2 nu este pétrat perfect!

o

AN N 2

4 5]
41 142

s § s
vz

(0} 1

Fig. 1.2

De aceea, este necesar s# extindem iardgi ideea de numdr. Pentru aceasta,
sd ne reamintim c# numerele rationale ge pot scrie sub forma zecimala. Cal-
culul pe care l-am fécut mai sus ne conduce la fractia zecimald 1,4142...,
care are o infinitate de cifre in dreapta virgulei, cifre care nu se pot repeta

in mod periodic!
Vom considera cé aceste fractii zecimale, care au o infinitate de cifre

in dreapta virgulei, cifre care nu se repeté periodic, reprezinta fiecare cite un
numdr irational,
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Sil ne imaginim citeva dintre aceste numere. De exemplu, numérul
0,101001000100001. .. (in dreapta virgulei, numir
doud cifre 1 consecutive creste). Dacd aceasty fractie zecimald ar avea
0 perioadd, formati din % cifre, atunci cel p'u[;in una dintre cifrele aces-
tei perioade ar trebui si fie 1; dar, daci ne departim suficient de vip-
guld, intilnim mai mult, de & cifre 0 intre doud cifre 1 consecutive. Deci
numirul reprezentat de aceastd fractie este irational.

Numirul  — 3,1415..., care reprezintd raportul dintre lungime si
diametru in orice c¢érc, este un numir irational# De-asemenea, daci
extragem radicina patratd din 3, obfinem un nou numir irational.

f)

ul de cifre 0 dintre

EXERCITIT

1) Aflati primele cinei cifre ale fractiei zecimale ce reprezintd numiirul
frational : -

2 1/5; b) V—z— 0 VTi; d) — /3.

2) Aproximali prin lipsd, cu eroave de o sutime, numerele /1 I @y
unde z & {5, 6, (52

5. NUMERE REALE

Reunind multimea Q a numerelor rationale cu multimea numeislop
irationale, obtinem multimea numerelor reale. Aceast multime va fi notati
cu R, iar elementele ei vor fj numite numere reale,

Fieciirui numir real {i putem asocia un punct pe o dreapti datd. Reamin-
tim cd axa numerelor este o dreaptd pentru care s-a ales o origine, un sens
pozitiv si 0 unitate de msurs.

De exemplu, numerelor reale 032 st — /3= —173... lige asocinzi
p¢ axa numerelor din figura 1.3 punctele . respectiv .

PSS LA 100 100 T R A L 1 1 e v L T L

“=2 -V3 = 79 432 7 133
" Pig. L3

Astfel, ne putem imagina numerele reale ca Puncte ale axei numerelor,
Dar gi reciproce, oricirui punct de P¢ axa numerelor ii putem asocia un numipe
reall Multimea R a numerelor reale o putem identifica® cu multimea punc-
telor de pe axa numerelor,

x Demonstrajia faplului e numirul = nu este rational nu este usoard; ea a fost
dald abia tn 1767 de ciitre Lamberl, folosind idei ale marelui malemalician elvelian
Leonhard BEuler (17607 —1783).
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EXERCITIU

Reprezentati prin puncte pe ax3 numerele reale —0,21; —1,11; 1,67;
- g L
V5= 2,23...; %:«* 0,75; - /6 = —244.; /2 = —141... gi o 1,4.

6. OPERATII CU NUMERE REALE

COMPARAREA NUMERELOR REALE

Sd privim axa numerelor din figura 1.4 Punctele acestei axe se cores-
pund (prin coordonatele lor) cu numerele veale,

0 / u v
san °f (] 1 aaa W v

Fig. 1.4

Fie u st v doud numere reale, ce coresPunEi punﬁcteln_r U, respectiv ¥V,
de pe axa numerelor. Yom spune ca z este mai mie t_le{ut v§ivomnota u < v,
dacd pe axd punctul U este ,la stinga® punctului V_(vezl figura 1.4).

In acest mod, oricare doua numere reale pot fi comparate intre ele;
mai mult, putem spune ci, date doud numere reale u §i 7, avem sau u <v,
sau ¥ = v, sau & > . Dacd u, v sint ralionale (respectiv Tnl-regl)? ‘atunm fap-
tul c& u este mai mic decit v (ca numere rafionale, respectiv intregi) Inseamnd
tocmai v < v (ca numere- reale). ;

Numerele reale ce corespund punctelor axei aflate »la dreapta® Ilui 0
vor i numite pozitive; celelalte, diferite de 0, vor (i numite uagafive.‘ }_':Zie
corespund punctelor axei ce se afld ,la stinga" fl.l.l 0 Numerele r:ealc puomlwu
sait 0 se corespund cu punctele semidﬁreptei de origine @, marcati cu gigeata.
Faptul cd numirul real u este pozitiv inseamnd cd z >, ]

54 observim ci dacd s, ¢, u sint numere reale astfel fncit s <ttt <u,
atunci s < u. Aceasta Inseamod cd relatia de ordine < este tranzitivs.

OPUS. INTERVALE. VALOARE ABSOLUTA

Fie § un punct pe axa numerelor (vezi figura L5); fie T simetricul siu
fatd de punctul 0. Este clar c¢i siinetricul lui 7 fati de O esle tocmai S.

) 0 T
S o f=-5

Fig. 1.5

Aceasti simelrie geometricd ne permite sd definim opusul unui numir

real. Fie s un numdr real, ce corespunde punctului § de pe axa numerelor,
1 ¥ . . = -
Opusul siiu, notat — s, este numdrul real ce corespunde simetriculvi 7 al uj

S fatd de O.
17
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S& observim c¥:

a) opusul unui numir real pozitiv este un numir real negativ;
b) opusul unui numgr resl negativ este un numir real pozitiv;
¢) —0=0;

d) —(—s) = s, pentru orice numir real s:

e) dacil s <7, atunci —s > —1 (convingeti-vi pe un desenl).

EXERCITIE |

1) Care dintre urmgtoarele propozitii sint adevirate si care false?

a) /3 <1,604; b) V3 >4,72; o) — VT < —4,41; d)— /T < 13
e)— V3 <—m ;

2) Desenati pe axa numerelor punctele 4, B, C, D, E, F, ce cores~
pund numerelor reale a, b, ¢, d, e, £, astfel incit:

a) @ <b; b) ¢ < a; c) d este mai mic decit b, dar mai mare decit §i
¢;d)e <agie <c;e)f>b;f)a,csiesint negative, iar b, 4 si f sint pozi-
tive; g) d > 1,

Vom: nota (ca de obicei) z < v dack # < v san u = v,

Fie u §i v numere reale astfel incit u <. Vom nota [z;»] 81 vom numi
interval fnchis de extremititfi , v multimea formatd din numerele reale 2
astfel inclb # < & < o. Dact U, V sint punctele de pe axd ce au coordonatele
u, respectiv v, atunci intervalul [u; 9] corespurnde segmentului UV (vezi
figura 1.6).

U v
u

Fig. L6

=

Putem scrie astfel:
[w;vl={z€R|u<2 5i <o}
Elementele # & [u; ] diferite de u gi de v vor fi nurhite elemente intee
rioare intervalului [u; v]. ]
Dacd v < , atuniei (1} 0] = @, ciei nici wn numdr real z nu poate
fi simultan mai mare sau egal cu % §i mai mic sau egal cu v!
Dacd u = v, atunci intervalul [#; ] nu are elemente interioare;
mai exact, [u; u] = {u}.
S privim figura L1; vedem o: /2 &[1; 2); /2 € [1,4; 15];
V2 e 141; 1,42); /2 e [1,414; 1,415 si aga mai departe, si ci:
[1; 21o[1,4; 1,5]o([1,41; 1,421 5[1,414; 1.415] ...

De asemenea, n € [3; 4]; = € [3,1; 3,2]; = € [3,14; 3,45]; = € [3,1413
3.142] si asa: mai departe, si [3; 4] D[3,1; 3,2] o [3,14; 3,15] > [3,141;
3'142] ) oaes
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Fie s in numir real, diferit de 0, gi fie —s opusul siu. Dintre numerele
s §1 —s, unul este pozitiv, jar celilalt negativ. Cel pozitiv va fi notat | s | si
va fi numit valoarea absolutd a lui s (sau modulul luis). Definim |0| = 0.

Altfel spus,

o] = s daod s > 03
—5& dacd s < 0.

S& observidm c¥ pentry orice numir real s avem s < s |5 ok
| 8 | = s dacdl §i numai dacg s >0(!), &
Fie u un numir real pozitiv. Ce inseamnd |s | < u? SX aritim ci
aceastd inegalitate este echivalent® cu wurmitoarele doui inegalitati:
—u < s §is <uj;sau, pe scurt, cu —u < s < & (vezi figura 1.7).

Fig. 1.7 -”\i—i’/a

Dack |s | < u, deoarece s < |s |, rezulty imediat ¢4 s < . Deoarece
fl —s < | —s|=|s|, rezults —s <u, deci s > —u, adicd —u < s. Reci-
proc, din —u <s < wrezulti s < u §i —s < u; in orice caz, | s | < u.

EXERCITIL

1) Sint adeviirate urmitoarele propozitii:

&) |=2|c[; 43); b) |—=|€[-1; 4%; o) | VIl [4; 1/3];
§ V3Tl ol VI=VR |

2) Care este mai mare: 3 /3 sau 12? 21/3 sau 3 |/3?

8) Aranjati in ordine crescitoare numerele reale: V/5,| ~x ],, ]/5[,

V% J= 132 (Folosifi eventual tabelul de la sfirsitul manualului.)

Fie s un numir real, iar ¢ un numir rational.
Vom spune ¢ii ¢ aproximoazi Pescu eroare de o zecime daci ¢ -—i—% <

<s<a-t fa; altfel spus, dacd s este element interior intervaluluj

[a. - Iiﬁ ; a4 %] , 8le cérui extremititi sint numere rationale

; : . 1
Vom spune cd a aproximeazii pe s cu eroare de o sutime daci @ — T <

<Ls < a-{-Z;T.-. Se mai scrie cil @ aproximeazi pe s cu eroare de 0,01,

sau ——
100
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In general, vom spune ci « aproximeazi pe s cn eroare de 316;
1 1 3 e e
dacd @ _W": s< e+ -1——0—;; altfel spus, daci s este interior in-

tervalului cu extremitiiti numere rationale

1 1 %
[G 'ﬁ; y @ +IE]:] (‘;eZI flg ]8)

"N

%) ; =
a-iga & a* o

= Tig. 1.8

Astfel, 1,41 aproximeaza pe /2 cu eroare de o sulime, cici 1,41 —
—001 < /2 <141 0,01; 3,1415 aproximeazi pe = cu eroare de
1

= = 0.,0001,

104

De asemenea, 1,405 aproximeazi pe [/'2 cu ercare de 0,01 .
1405 — 008 = 106 "< 1400 08 00t fubs = el b e

Cunoagterea unui numir real inseamni cunnagterea tuturor cifrelor
sale, in sorierea sa zecimald. Dar, nu putem scrie o infinitate de cifrel
Ne putem doar imagina c# putem afla toale cifrele unui numir real
irationall De aceea, in practicd, numerele reale intilnite sint inlocuite
cu numere rationale ce le aproximeazd, mai precis sau mai putin precis
(adicd cu eroare mai mic# sau mai mare), dupi nevoile conerete ale pro-
b]eme': practice. De exemplu, in viata de toate zilele, tnlocuirea lui
7 eu 3,14 sau cu 3,1415 esto suficientd; in calculele astronomice este
nevoie insi de o precizie mult mai mare (1) '

EXERCITII

!

1) Dati exemple de numere rationale ce aproximeazi pe = cu eroare
de o miime,

2) Aproximati cu eroare de o sutime pe |/ 3.

3) *Dovediti cd dacii s >a §i @ aproximepzd pe § cu eroare de -—L.
n
atunci si @ -[—I%; aproximeazi pe s cu eroare de E:)_’;
Ce se poate spune daci s < a?
ADUNAREA $I SCADEREA

In clasa a VI-a am Inviijat s§ adunim douii numere rationale folosind
reprezentarea lor prin puncte pe axa numerelor. De -.exemplu, s& adunam

numerele — 3 gi 5" Pe axa numerelor din figura 1.9 aceste numere sint repre-
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| 1 | 7

ey et

U el idin | :

————¢

i 1 f i

I lo ! Wi -
N ' ok 7 .

3 ¢ 2 ;?

Fig. 1.9

zentate prin punctele A si B; dar le putem reprezenta si prin sidgeli cu originea
in O si virful in A, respectiv B. Construim a treia siigeatd, avind aceeasi
lungime si sens cu a doua (OB), dar originea in virful primei sigeti. Virful

3

sagetii a treia ne indicit faptul cd suma numerelor — £y sl

este numdirul

b 1
rational —.
2

Si numerele reale pot i reprezenlale prin puncte pe axa numerelor.
Procedeul de mai sus ne permite astlel sa adunim doud nunwere reale.

Fie s gi ¢ doudi numere reale, ciirora le corespund pe axa numerelor
punctele S, respectiv 7. Si construim prima sigeatd, avind originea in 0
si virful in S, apoi a doua siigeatd, avind originea in O sivirlulin 7. Construim
apoi a treia sigeatd, avind originea in § si avind aceeasi lungime gi sens cu a
doua (vezi figura 1.10). Virful acestei sageti determini pe axa nunmerelor punc-

] 1 1 !
gt B 20 ! i
; o l 1) i
: ; —
: 1 (5; 1 :
; i T :
'. : l :
i 1 : I
s U 10 s -
? : self 0 t b
Fig. 1.10

tul U. Numirul real ce-i coregpunde va [i numit suma numerelor s §i £ 51 va
{i notat s - ¢ (vezi i figura 1.11 pentru un alt excmplu). ~

Astlel, 1,35 4 2,65 = 4,00; la fel, (—1,85) -+ 3,35 = 1,50 si /2 4+n=
= 1,4l4... + 3,141... = 4,500...

I M i
i L4 : I
] ¥ ]
' t 'I I. !
— . ! i
: (s) : : l
= i \ i
]
) i 1 1
i ! ! H
: = | :
_’0 % ¢ 5!
Fig. 111
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A

In acest mod, dacd adunim doud numere rationale, ca numere rationale-
fau ca numere reale, objinem acelasi numir ca rezultat. Din aceasti cauzi
spunem cd adunarea numerelor rationale se extinde la numerele reale.

Adunarea numerelor reale are aceleasi proprietéti ca §i adunarea nume-
relor rationale. Anume:

1) Este comu.zatwd: § 4+ t=1-+ s, pentru orice numere reale s gl .

2) Es_,te asocvalivd: (s ++t) +u=s + (1 + u), pentru orice numere
reale s, ¢ si @.

3) Numirul 0 este element neutru pentru adunare; adici
8§+ 0 =5 =0+ s, pentru orice numir real s.

1) Avem § 4 (—s) = 0 = (—s) + s, pentru orice numdr real s.
. 5) Dacd s <1, atunci s + u < ¢+ u, pentru orice numere reale -
si .

TEOREMA. Fie s un numir real. Daci # este

incit ¢ -t =0=12 41+

un numir astfel
. §, atunci ¢ este egal cu opusul lui s. (Altfel spus,
singurnl numséar £ cu proprietateaci s -t =0 = ¢ -+ § este opusul lui s)

Demonstrafie. Opusul Iu s este notat —s. S3 seriem —s — 0 =
-?— .(——s); dar 0 =t + s, de unde —s = (¢ 4 8) 4 (—s). Folosind asocia-
tivitatea adundrii, objinem —s =t 4 (s 4 (—s)), de unde —s = ¢ + 0,

adicd ¢ = —s. Teorema este demonstrati.
La fel putem dovedi c& —(s + #) = (—s) -+ (—2).
TEOREMA. kie s, ¢ doui numere reale. A i..-"m[-,; ls+1] < |s |+

e
1 i
Demonstratia se reduce la examinarea urmgtoarelor cazuri:
a)s,t20;Db)s>0,t<—5;0) 3520, —s<t<0 sid) s, t<
< 0. Incercatil

Fie s, t numere reale. Exist4 un singur numéir real z astfel incit s — ¢ -

+ #, anume & = s | (—t). Acest numdr real va fi numit diferenfa dintre s
§i ¢ i va fi notat s — ¢,
Definim secdderea numerelor reale astfel:

s—1=15+ (—1);

observim cé scdderea poate fi inlocuitd de ciitre adunare,

Ce fel do numir este /2 4 1 = 4,414... 4 1 =2414...? Ragional sau
iraﬁon&l_? Daci ar fi rational, adicd daci]/2 +1 =aqa Q, atunci am putea
scrie |/2 =a — 14, iar a — 1 este un numir raional. Contradictie. Deci
/2 4+ 1 = 2,414... este irational. :

Demonstrajie. Daca am presupune ci @ - s = b € Q, atunci s =
= b — a € Q, contradictie. Deci @ + s nu este rational.

22

Aceastd teoremd scoate in evidentd noi exemple de numere ira-
7 3
tionale. Astfel, |/2 — 1 = 1,414... — 1 = 0414...; sl 0,6 —

A 25y AT E = A — 1780 = —2,832.., Hn
numere irationale.

Observatie. Teorema nu ne spune nimic despre numerele de forma

VE—F V3, m— /2 ete.

EXERCITIU REZOLVAT
Aproximali ca nmumere rationale, cu eroare de o sutime, numirul real
w4+ /3.

Rezolyare. Vom aproxima mai intii cu eroare de o miime (!) numerele
m §i /3. Deoarece = = 3,1415..., putem si-l aproximim cu p = 3,141 (cu
eroare de o miime). La fel, avem |/ 3 = 1,7320..., deci il putem aproxima
cu r = 1,732 (cu eroare de o miime). Numirul real = 4 |/3 va fi aproxi-
mat cu eroare de o sutime de p + r = 4,873.

EXERCITIL

1) Scrieii numerele reale |/ 3 — 1, [/0,5; /5 — 1,54 i 3,86 —r in
ordine crescitoare.
2) Aproximati prin numere rationale, cu eroare de 0,01 numerele:

a) I/3+02; b)) /2 +1/3;¢) /24 /5.

3) Care dintre urmaitoarele propozifii este adevirati?
a) V2+3= 2+ V3; b) |/5% +122 =5+ 12

Fie s un numdr real, iar ¢ un numér rational ce aproximeazi pe §

cu eroare dei%‘; avem astfel a—£;<:.9<a—[——, RANL == e o)

10n 10n

1 : 1
<§—a <—. Altfel scris, |s — ¢ | <—-
10‘!1 101;

Fie b o aproximatie a lui £, cu eroare de -1-16; Deci |t —b ]| <

<in. Folosind una dintre teoremele demonstrate mai inainte, obli-

nem| (s + 8 —(a4+b)|=|(s—a) + (= |<|s—a]|+|t—

—b | <—4+—< —. Cu alte cuvinte @ 4 b este o aproximalie
10 i (r-1

1 iy
a lui s - ¢, cu eroare de o (vezi figura 1.12).
0 A B C AB N\
\5 \r \Sof

Fig. 1.12
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De exemplu, 1,414 este aproximatie a lui I/ 2. iar 3,141 a lui =,
ambele cu eroare de o miime. Putem spune ci 1,414 -- 3,141 = 4 35.)

este aproximatie a Jui /2 + =, dar cu eroare de o sutime.
EXERCITII

1) Apm‘umah cu numere rationale, cu eroare de 0,01, numerele reale:

8 V24+V3; b)/54n; o n+ /B

2) Dovediticd |s —t| < |s| 4+ | £], pentru orice numere reale s si f;

1
aproximali apoi prin numere rationale, cu eroare de — , numirul
‘ 100’

V3—1/3

INMULTIREA §I IMPARTIREA

Inmultirea numerslor rationale se extinde la numerele reale. Astlel,
1,1:0,65=0,715; la fel, (—2,4) - (2,5) = —6,00 §i |[/2+ 2 =1 4l4... - 2 —
= 2,828... . Verificali ca |/2 7 = 1,414... - 3141... = 4441... .

Inmulfirea numerelor reale are proprictitile:

1) este comutativi;

2) este asociativi;

3) numirul 1 este element neutru pentru mmultire: s-41 —g—1:¢
pentru orice numir real s;

4) este distributiva fclld de adunare, adicd s+ ({4 u) =s-t+s-u
pentru orice numere reale s, £ si u:

: : 1 :
5) orice numir real s # 0 admile un invers — (notat gi s71); acesta
&

: e e 1 1 ;
este singurul numir real cu proprietitile s+ — — 1 — = . g (altfel scris,
$ s
g8t =1=gl.5)
6) dacd s <tgin >0, atunci s-u < 1+, pentru ovice numere reale
st 9w Dacd s <t gi u<< 0, atunci s - > 1 - u

Impirtirea numerelor reale se delinegte cu ajutoru! inmultirii:

pentru orice numere reale s si ¢ # 0. -
- ST " s
In loc de s : ¢ se mai foloseste si serierea sub ‘forma de fractie: —.

Dar, in general, aceasti fractie nu mai reprezinti un numar rational (1)
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Doud numere reale de forma |/ a si |/6, cu a si b numere rationale
pozitive, se inmultesc astfel:

Va-Vo=Vab

si se impart astfel: [/a : /6= a:b.

Deoarece notédm [/ a : |/ b :—-——H, ultima reguld se mai poate scrie §i:
b

a

=3 —_—

: De :xemplq, [/_ l/—3 V2 l/(—;
i 12 l/‘ - V273
V2 _|f2

ceea c¢e Se mai scrie — == |{—-
/3 3 ‘

Si observim cit a caleula (aproximativ) produsul [/ 2+ |/ 3 este
mult mai dificil dectt a calcula numarul /2 3, cu aceeasi eroare. Do
exemplu, folosind tabelul de la sfirgitul manualului avem [/ 2]/ 3=
= 1,6442... - 1,7230..., iar |/ 2.3 = |/6 = 2,4494... se obline direct
din tabel, fard a efectua produsul de numere zecimalel

o

Si ne amintim ci /& = | a| perrtru orice numir rational . De aceea,

dacé a>0, atunci |/ e+ ]/ a = Va* =la|=a,sau )/ a: |/ a=a (pentru
> 01).

De exemplu, V2 /2= 2) V/3-1/3 =13, V-E V_ZH =—..2_; /% »
V& =4

De asemenea, |/a : [/ a = 1 (pentru a > 0).

Sa calculam de exemplu |/ 2 - |/6;0btinem ca rezultat |2+ 6 = |/ 12.
Insa 12 =22-3; deci /12 = |/2%-3 = ]/2" /3=2|/3.

Asadar, |/2-1/6=2|/3.

Altexemplu: /18- /10 = |/ 180 = /2 37 5= |/ 2. |/ 3. /5 =
=2-3-/5=6|/5.

Observim ca dacd unul dintre factorii de sub radical apare la pitrat, el
poate fi scos de sub radical.
&

5 1
De asemenea, || —+ [[— = |/ =. —
3 6
v ]
1
3
Deci putem proceda in acelagi-mod si cu factorij numitorylui.

R
|/'-z"“ v 3 3 e




OBSERVATIE. Nu este insi adevirat o V&6 =a |/b; de exem-

plu, luind ¢ = —2 i § =3, avem 4%+ b =12, iar 12 % —2 |/3, Stabi-
]i’r,,i,furmula corectd de ,scoatere de sub radical®, Kis? e =

In loc de ,,radécina patratd a lui a“ se obignuiegte s4 se spund, mai sourt
yradical din a*. 4

. De obicei numirul real |/ + |/& nu poate fi scris intr-o formd mai
sumpld (nu poate fi restrins),

EXERCITII

1) Scrieti mai simplu; scotind factori de sub radical ;

‘1)_1/3_6; b) 1/20; ¢) V'2&; Jq) /33; 5 8 /70 o L/ oons
h) 1/50; i) |/125; j) |/500. °) V18; 1) /72; g) |/ 300;

2) Scrieti mai simplu:

a) 31/8; b) 31/20; o) — [/2%; d) — V/300; e) —51/20; 1)

50 3. . @
= h) Y =Ca @y HEL,
N b bk V49
3) Ce proprietate a inmultirii numerelor reale ne permite s¥ seri
e a { scriem:
8- (4+ /M) =32- /117 : Eoy
Restringeti:

a) 6 /5 — 31/5; b) 2 V7 4+ 3/T; o 5V2+417;)d)31/3 —
—~5V3+81/3; ¢) 81/T—3 |/T—4|/7 e

@ Restringeti:
8} BICARY B AYAT; ) 1B — Bk a1 5 1oty o SVI-34

Biio et g -
+ VT 3) ) 44 /3 —06)/F+05|/3.
6) Scrieti mai simplu;

a) V8 4+ 1/2; b) 1737 +5 1/3; o V184 21/50; 4) /37 — 21/13;
ik e s ’ ) Fil 21
e) 1/50 — /%5 — |/33 + |/ 390, -

7) Care dintre propozitiile ce urmeazi sint adevirate?
o e o
+1/2; d) V2:5—L—?;e) V0:5=0.
/5

—

2
8L’

8) Scoateti factorii de sub radicali:

onlE. o E N T
a) V.-; b) I/-S—; c) VEQ; d) V@; O ekl
3 7 81 27 g%, "
9) Ionel a seris pe tabla ,a]/2 = 1/ 2a%. Este corect ?
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) qr v /5
10) Aritati cd numirul [/2 :2 = —1{2: este inversul lui |/2.

11) Care este mai mare: o
- B gl 4, ; - e e 8
a) 31/ 3 sau |/12;b) 5 |/32 sau 12 |/8; ¢) 2 |/ 18 sau 3 /2; d)2 VE-
sau % /507

12) Calculati:

a) V2 (V12 —V18); b)(1/3+2):313; o (/3—|/5)-
VT )2 1V/5-(1/5+3); ¢) |/T-(31/T — 6).
13) Calculati:
a) (V3 —1) - (V3 +1); B(VE+1/2) - (V5 - V2);0)([/T —
—V3) - (WT+V3) &) @U/5—17)-QYVB+ V7); e (31/5—
—2)/341)-(V3-V5); 1) (4/3 -2V 6—1)-(21/3 + V3.

PUTERI SI RADICALI

Fie s un numdr real, iar » un numir natural. Vom nota cu s g1 vom
citi s ridicat la puterea a r-a* produsul

§*8+..+s pentru n € N*
A TR

n factori
st=1 pentru s % 0

OBSERVATIE. Pentru n = 2, objinem ridicarea la pitrat.

Verificati ca exercitiu ci daci s, ¢ sint numere reale nenule, iar m, n

sint numere naturale, atunci:

1) -0 =g"- 3

2) gmin sm . Sn;

3) smn — (e,

De asemenea, verificati ci patratul oricirui numar real # 0 este un
numdér real pozitiv.

Fie s un numdr real pozitiv. Daci-1 scriem zecimal, ii putem aplica algo-
ritmul de extragere a radicinii patrate. Putem gisi astfel un numir real
positiv t astlel incit ¢ = 5. Acesta va fi numit ridicina patratd a lui s, sau
radiealul din s, si va fi notat |/ s.

EXERCITIU REZOLVAT. Sy calgulam]/Vi cu eroare de 0,01. Mai
intii vom aproxima pe |/2 cu eroare de 0,0001, de exemplu prin 1,4142.
Numirul |/'1,4142 este irational; el se scrie 1,28...; il putem aproxima deci,
cu eroare de 0,01, prin 1,28, Acest numdr rational (1,28) este aproximatie a
ui 1/2, cu eroare de 0,01.
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EXERCITII

1) Dovediti ci daci |/ s este ralional, atunci s este rational.

2) Luind /3 = 1,7320..., aproximati eV /3 cu eroare de o sutime,

ORDINEA EFECTUARII OPERATIILOR
CU NUMERE REALE

In efectuarea calculelor cu numere reale, in absenta parantezelor,
ordinea efectudrii operatiilor este cea obisnuiti, invitatd in clasele a V-a
g1 a VI-a: mai intii ridiciivile la putere gi extragerile de raddcini, de la
stinga spre dreapta; apoi inmultirile si impartivile, de la stinga spre
dreapta; in sfirgit, adundrile si scdderile, de la stinga spre dreapta.

In prezenta parantezelor se tine seama de modul de lucru cu paran-
tezele, invatat in clasele anterioare.

Pind acum am scris in mai multe rinduri 1,4142...; 3,1415...; si
altele, pentru a nota numere irationale. Scriind cele trei puncte in
locul cifrelor care lipsese, ne-am imaginat ci le cunoastem pe toate, dar
nu le-am scris efectiv din lipsa spatiului. Aceastd scriere (cu...) este
confuzi; de aceea, preferim si folosim notatiile 12, =.

CALCULE CU RADICALL. RATIONALIZARE

172

Sa incercim sid scriem zecimal numdirul ;-3-—. Efectuam impartirea

:3 =1, 4142... : 3; ca rezultat obtinem 0,4714...

B3|

v

Sa seriem zecimal numdrul —/;} Este foarte dilicil sii efectuim impitr-

tivea 3 : |/ 2 = 3 : 1,4142..., deoarece impirtitorul are o infinitate de cilre
fn dreapta virgulei. De aceea preferam sa eliminiam radicalul de la numitor,
prin amplificarea fractiei cu |/ 2. Vom serie astfel

3 3:-1/2 8152 ﬂl/?
% == = e

Vi V3.3 2 2

Se spune cd in acest mod am rafionalizat numitorul. Scrierea zecimali

i) - 4, . ; .
a nunirului — /2 = 15 1,4142... se poate obtine acum prin inmulfire.
: 2

Sa rationalizam numitorul fractiei 0—(}—_ ; amplificim ou /6.
° __9-VB _9VB_3V/T_3 .
26 2:-1/6-1/B 2-6 A 4
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31/6

Sa rationalizam numitorul fractiei - Ve ; amplificim cu |/5.
25

¢ \
== — e = S |
31/6_3-1V/6-1/5 3-1/30 3]/ 30 31/50~ |
— = = e — = _ — s 1
25 2. V5-1/% 2-5 10 10 |

In general, din ——, prin rationalizarea numitorului se obtine scrierea
V/ a
[/ a

1 ~ i > A -
“—, sau — |/ a (a fiind numir rational pozitiv).
[/

OBSERV A TIE. Rationalizarea numitorului se justifica doar daci
dispunem de tabela de rdddcini patrate. Daci nu dispunem de o astfcl

de tabeld, caleulul efectiv al cifrelor numirului -[73.2--3]9 exemplu, tee-
a3 au 9 *

: = I/'_j = Vi- = V-g = /4,5; deci trebuie

VT e 2 2

aplicatd metoda de extragere a riddcinii patrate numarului 4,5.

buie ficut astlel:

Cum scriem mai simplu produsul (/3 — 5) - (2 1/ 2)? Tinind seama
de distributivitatea inmultirii fatd de adunare, avem:

(/8=5) Q4+ V)=V324+VV3 [/2-5:2-5-V3 =
= —10—5]/2 +2)/3 + /6.
Produsul (|/'5 -+ /3) - (21/5 — 3/ 3) se scrie si astlel:
(V5+1/3)-(21/5-3)/3) =/5-21/5—~)/5.-3 /3~
+V3-2)/5—-V/3-31/3=10 -3/ 5 +2/T5—9=1— |/ 15.

OBSERVATIE. Este evident oi 1 — |/ 15 este mai usor de scris
zecimal —2,8729... (lolosind tabelul de la sfirsitul manualului) decit
produsul (/5 + |/ 3) - (2)/5 — 3 |/ 3) = 3,968... -(—0,724...). Dar,
folosind tabelul chiar si suma —10 —5 /2 4+ 21]/3 + /6 =—11158...
se scrie zecimal mai usor decit produsul (]/3 —5) - (2 + |/ 2) =
= —3,267... -3,414....

Sl scriem mai simplu produsul (3 4 |/10) - (3 — [/ 10). Procedam la
fel ca mai sus:
B4+V10)-B—/10)=3-3—-3- /1043 )/I0—)/T0- [/10=
=9 — 10 = —1.

Observim cii oblinem ca rezultat un numaér rational.
In general, efectuind produsul (a + |/3) - (¢ — [/'5), oblinem ca
rezullat numdrul rational a* — b (@ si b fiind numere ralionale).
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Sé consideréim numdirul real

Vom rationaliza numitorul prin amphl icare cu 2 4 |/3.

Scriem astfel: B NPL 5-(2+ 1/3) 25‘2—}-5'[/3'_
2=V3  @-y3)-@+t 13 2_3
Fadep ol 7(4+I/5) S T

~V5  —VB -G+ /D) P

28T B 198 W
Y H+HV5'

Alt exemplu:
4]{§_-V3 €V2—-1/3)- (V2—-313)
V2+3)/3 (V2+3)3)- (Va—-313)

o 4]{5-[{2~4[/2 3V3—-V3 1V3+ 13- 31/3
Ve /a1 3. -31/34+31/3- V2-3)3-3|/3

= 8—-1VE-VB+9 17 =43 1/8 v 4T 45
2-3)6+3)/6—27  _o5 T 5

EXERCITII

1) Ra;ionalizat,i numitorul :
V—

—-’ _;c} __,)'_- __,.e_—_'_—.f—————‘

1/15 /8 /11 V12 ) Vs’ /5

2) Care este mai mare:

a) 3 /3 sau —S—?b)zl/ﬁsau—i—{' e ke o
6 /3 s pmettoym Y g
sau —-?
V3
3) Completati tabelul
a 20— 12 |2(a— |/3) e—21/2 |(a—2) /3
V2
Bt
/2
Vit)/s %%

5
= ]/_ ; numitorul séu este irational.

4) Sint adeviirate urm#toarele propozitii:

&) VIE =&+ |/10; b) YTB—2>/2+2; o277 >V/77;

H7—V2=4+4+2)V2
3 25 -
2+V_3:2,dJ 2|/8

b) Scrieti intr -0 formd mai simpld numerele:
b) (413 —-2V15) - (V3 +

a) ]/800+ |/20 b) 81/ 34 1/27; ¢
— 4 ]/50.
6) Calculati:

a) (61/3—21/2)(8)/3 +51/2);
+ 21/5); o) (4 — 21/10) - (4 4 2]/10).

7) Rationalizati numitorul:

RS R S e e 4
VRS S il 13 Vo

8) Rationalizati numitorul:

L e N G 8
Ve+13 ' YT—2)3’ V2 +|/3

9) Efectuati calculele:

a) /60 +(8)/5—21/3) -I/5; b) V3 + 1V 2-[V3 4 1/2-
WV3+V2AL o2+ 17)-6—212) (1 +1/7).

10%*) Slmpllflcag,l sorierea |/ (@ — b)* + |/ (@ + 0)?, unde a §i b sint

numere rationale, @ > b

7. PARTEA INTREAGA A UNUI NUMAR REAL
Am finviifat in clasa a VI-a c¢d partea intreagd a lui — %est.e — 2, iar

alui —15 este tot —3: [— %] e 0 T LBY e ) (et fig, T3, ),

Fie s un numar real. Cel mai mare numér intreg m, care este mai mic
sau egal cu s, va fi numit partea intreagd a lui s si va fi notat [s].
Astlel[s] < s,insd[s] -+ 1 > s. Toate numerele reale mai mari dectt 1 i

mai mici dectt 2 au partea intreagi 1. De exemplu, [ |/ 2] = 1 (citim ,partea

intreagd a lui /2 este 1%) gi [l/—_] = 1. Daca m este un numdér intreg,
atunci toate numerele reale mai mari decit m gi mai mici decit m 4 1 au
partea intreaga m.

De exemplu, [— /2] = —2 (vezi figura 13, a); [x] = 3; [—n] = —4&;
[% n l/—2] = céici% + /3= 2162

Intrucit [m] = m pentru orice numér intreg m, s4 observim ci [[s]] =
= [s] pentru orice numaér real s.
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7
s -15 ~ 'y
% 8. MEDIA ARITMETICA SI MEDIA GEOMETRICA
-2 \ 0 7 . ' y : : .
—F Fie s si t douii numere reale. Media lor aritmeticii este numirul real ce
1 i ge obtine impdrtind la 2 suma, lor: '
s -t
" g ‘o = ——-2—— -
AT Bhy s [
5 In general, fie s,, 8,, ..., 8, numere reale (n > 2). Media lor aritmeticj
se obtine impartind suma lor la numarul lor:
— 4 - 8y 4 83+ . 35
&) Sed S ! T = ' :
54 B sl ¥ n
c) Media aritmeticd a n numere reale este mai mare decit cel mai mic dintre
Fig. 113 numere si este mai mica decit cel mai mare dintre numere.
EXERCITIU REZOLVAT. Pentru orice numér real s, avem [s] + _ Fie s, t doud numere reale pozitive. Media lor geometrici este numirul

-+ [s - %]: [2s].

Rezolvare. Avem [s] <

fig. 1.13, b si ¢).

Cazul 1: s <[s]—l——;*

[£] <is —1—% < [s + 1], rezultd [s + %]= [s]. Pe de alta parte, avem

s < [s] + 1. Distingem doud cazuri: (vezi

real ce se obtine extrigind radacina patratd din produsul loe:
mye=-|/s -t
| Fie numerele 2 + /2 si 2 — |[/2. Avem 2 — /2 = 05857 ... <

. In acest caz s + ;— <[s]+1; denaréce <2 22<34182... =2 + 1/2. Media aritmeticd a numerelor este m, =

_@e+V2)+02-V3)_ 4
a 2

= 2; media geometricd a lor este m, —=

2s] € 25 < 2[s] 4 1, de unde [2s] = 2[s]. Egalitatea se verificd. - 1/(2 A= 2 =% — 2=/ Pulemwseria-astisit. Jie
Cazul 2: s > [s]+ i Rezultd 2[s] + 1 < 25 < 2[s] + 2, deci : b Sy e T RS G VD 8

[2s] =2[s] + 1. Pe de altd parte, [s]+1 < —I—% < [s]14+ ?3_), , de

unde [s - %]= [s]1 4+ 1. Si in acest caz egalitatea se verifici.

EXERCITII

1) Verificati ci [/3—=1V2]=0; [r—=|/2— V/3] = —1; [2x] =

: — 2[7':}.

2) Dovediti cii [s + ] > [s] 4 [¢], pentru orice numere reale s si .
3) Este adevarata propozitia: [s + #] =[s] + [¢] pentru orice s,  reale?

Dati un contra-exemplu.

4*) Aratati c#, pentru orice numir real s, avem:

a) [s] +[s + F;“]+ [s . -‘3—]=[3s]; b) [%]: [%I

(Indicatie: luafi s = 21l)
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La fel ca media aritmeticd, §i media geometrici a doud numere reale
(pozitive) este mai mare decit cel mai mic dintre numere si mai mici decit
cel mai mare dintre numere. -

De asemenea, media geometricd a doud numere reale (pozitive) este
mai mica sau egali cu media lor aritmetici.

EXERCITII

1) Aproximat-] media aritmetici a urmitoarelor numere reale, cu eroare
de %@0: a) 1,116 si 0,245; b) /2 si 4,33; ¢) /2 si |/ 3.

2) Calculati media geometricd a ur';m‘itoarelor numere:

a) 2 5i 8; b) %— i &; o) 4— /15 si 4+ /15; d) Vasi2 |/2;
e 34+ Vo sid— )6

-
§ — Matematici-algebra, cl. a VII-a




3) Completati tabelul:

s 2.8 4 8,1
t 3,5 1,6 3
s 41 I
ey b
my= /st 2

Indicatie: folositi tabelul de la sfirgitul manualului.

MASURATORI APROXIMATIVE

Misurati cu o rigli gradati lungimea segmentului AB din figura I.14.
Comparati cu rezultatul masuritorilor ficute de citre ceilalti colegi de clasi.
Majoritatea vor spune ci au obfinut ca rezultat al masuritorii 5,1 cm;
unii vor da ca rezultat 5,2 cm, alfil
e 5 poate vor da ca rezultat 5 cm.
Fig. .14 Care este rispunsul corcct? Credeli
cii poate cineva si misoare exach?
Nici unul dintre rispunsuri nu este exact, dar toate trei sint eorecte (1)
Puteti spune rezultatul masuratorii, cu eroare de o sutime de milimetru
(sau chiar de o zecime de milimetru)? Evident, fird aparate de misurd de
precizie mai mare, nu (!)
Sd presupunem ci patru elevi au misurat cu rigla lungimea segmen-
tului- AB (figura 1.14) si ne comunica rezultatele:

51 ¢m; 5,2 em; 5,1 em; 5,1 cm.

Raspunsurile nu sint exacte. In practicd, se considerd o media arit-
metici a mai multor misuritori ne di un rezultat mai exaet decit rezultatul
unei singure mdsuratori.

In exemplul nostru, aceceptim cd media aritmetica 5‘1+5’21_5‘1+ L =
— 5,125 cm este lungimea segmentului AB.
A B C D e

Fig. [.15

Misurati cu o rigld gradatd, cu eroare de 1 mm, lungimile segmentelor
AB, BC, CD si DE din figura 1.15. Ve{i obtine probabil ca rezultat, pentru
fiecare dintre segmente, lungimea de 2,1 cm.

Masurati acum lungimea segmentului AE; comparati cu 4- 2,1 cm =
= 8,4 cm. Putefi explica ce se intimpld?
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9. EXERCITII CU NUMERE

Acest paragraf contine exercitii ce acoperd aria cunogtintelor de bazd
despre numere.* -

Subliniem inci o datd faptul ¢ operatiile aritmetice se pot face in
diverse multimi de numere: naturale, intregi, rationale, reale.

OPERATII IN MULTIMEA NUMERELOR NATURALE

1) Efectuati adunirile :

a) 5 - 206; b) 172 + 86; c) 9001 4 910; d) 11001 + 1 011; e) 729 +
4+ 2 4 1 456 + 72 001.

2) Aflati numérul care este cu 576 mai mare decit 818.

3) Calculati binar (in baza 2): _

a) 101 + 10; b) 11001 4 1011; ¢) 1110 4 1110.

4) Efectuati scaderile:

a) 742 — 122; b) 3271 — 3070; c¢) 142 — 140; d) 10 001 — 999;
e) 3030 — 974; f) 720 — 720; g) 172 431 — 72 453.

5) Tntr-un vas sint 725 1 ulei; vrem si turnim uleiul in alte doud vase,
intre care unul are capacitatea de 500 1. Ce capacitate minimd trebuie sa
aiba cel de-al doilea?

6) Efectuati inmultirile:

a) 176 - 10; b) 28 - 24; ¢) 175 - 42; d) 103 - 101; e) 1 736 - 25; f) 732 -
- 240; g) 1423 - 200; h) 1400 - 4 200; i) 7 524 - 736; j) 702-1001; k) 3-8 -
-+ 500; 1) 8- 7 -300.

7) Calculati binar:

a) 11 - 10; b) 1 001 - 110; c) 1 001 - 1 001

8) Calculati suma numerelor naturale mai mici decit 1 000.

9) De pe un hectar cultivat cu porumb se string 6 400 kg porumb. Cite
tone de porumb se string de pe 42 000 ari?

10) Efectuati impértirile:

a) 420000 :1000; b) 144 : 12; ¢) 225 : 15; d) 1024 : 32; e) 203 401:
:451; 1) 166 375 : 3 025.

11) Aflati citul §i restul impértirii intregi:

2)88 : 5; b) 125 : 17; ¢) 8423 : 231; d) 1 024 : 64.

12) Ar#tati care dintre propozitiile- urmitoare sint false si care sint
adevirate: J

a) 42 = 2%; b) 3938 = 37; ¢) 8¢ = 212; d) 511 : 56> 54; e) (22)3 — 2843,

13) Calculati suma tuturor puterilor 2* cu n € {0, 1, 2, 3, 4, b}
Comparati cu puterea 2° Ce observati?

14) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:

a) 22 >3?%; b) 3* > 4%, o) 4° >5%

15) Efectuati:

a) 372:30 4 30 — 3!; b) 5°:58% 4 5% ¢) [1 35348 21,

d) 202042 (224 T

* O parte din acest paragraf a fost intocmitd cu sprijinul tuv, prof. I. Ligor,




16) Calculati suma divizorilor numgirului;

a) 20; b) 24; ¢) 28.

17) Descompuneh in factori primi:

a) 124;b) 1 232;¢) 1 089; d) 3 249; e) 100 - 27; f} 141 - 15; g) 12 - 27 - 50.
18) Aﬂa’pl cel mai mare divizor comun al numerelor:

a) 200 5i 1000; b) 1 444 si 3 249; c) 24, 36, 72 si 144,

19) Aflati cel mai mic multiplu comun al numerelor:

a) 18, 24 si 25; b) 12, 21 si 45; ¢) 18, 60 si 90.

OPERATII CU NUMERE INTREGI

20) Efectuati calculele:
a) (=5) 4 (—2); b) (=5) + (+10); ¢) (+4) + (+10) — (—12) —
— (+27); d) (4-36) — (—12) + (+14) — (4+24) + (—48); ) (—12) —
— (+14) — (—9) — (4-16) — (—8) — (+11).
21) Efectuati inmultirile:
8) (=5) - (+5); b) (—4)-(—6); c) (+24) - (—30); d) (44)-(—15) -
(—12); e) (—3) - (—5) - (—8) - (—3). .
22) Sint adevirate propozitiile: |
a) (—=2)°+ (—2)° = 2% b) (—2)¥ = (—5)2+7; ¢) 3+ (—3)* > 1;
d) (=4)» 4 (+1)% = (—1)2 + (+1)%.
23) Calculati:
8) 2 — {3 —4[5 —6(7 — 8-9)]}; b) (—1)3 - (—2)2 + [2 + (—1)17] - 4

OPERATII CU NUMERE RATIONALE

24) Efectuati:

a) 2,71 +3,29; b) 72,5 — 0,24; c) 24 — 25,2; d) 246,2 — 247 ; e) 7,25 —
— 72.5.

25) Efectuati:

a) 24,32 -10; b) 1,003 - 10 000; ¢) 0,04 -10%; d) 12,5 - 0,12: ¢) 0,2 - 0,4:.
f) 32,5 - 2,4; g-)(03}2 h) (0,4)%;i)1,2-1,3 - 1,4; 1)9604 0,007 ; k}562.) 0,75,

26) Scr:etl sub formi de fractie lreductlbﬂa (mmphflcah)

%m BYEa s g IS e 120 o 154
360" 121° 16400° 7 132
27. Calculati:
i hmard 15 3 17 13 8 71 3 5
S 9 et S SRR i £ 2,
LTI e L N hel G
3 4 8 Dot S 3 3.5
o 95 00 2 g B C Sl
D5 i, BB Y i) 59 )2-5 3.7

28) Calculati:

o Gl 1 1
1 = Rl e - 5 — ] R R ot ek — TR
i e 2 s s 1124"123']'1-2-3-4'
fo g Bl 1 | 1 |
g TR B R (TR 1_—_”.
YA i e 4{ 4[ 4( 5,

29) De pe o suti de hectare irigate, o cooperativii agricola de productie
a obtinut 628 t porumb; de pe celelalte doua sute de hectare cultivate cu
porumb, neirigate, cooperativa a obtinut 785 t porumb. Cit porumb a obtinut
cooperativa, in medie, la hectar?

OPERATII CU NUMERE REALE

30. Aproximati pe |/5, prin numere rationale, cu eroare de 0,01.

31) Efectuati:

a) b/ 8—4)/3;0)2 VT —-2V7; ¢)3|/8+4|/8—6|/8;
d)6 /2 -3 V22 1/%; ¢)2]1/50— /98 —3 |/ 3.

32) Aflati valoarea de adevar a propozitiilor:

a) 2 /3= 1/6; b)2 5= }/20; ¢) |/2=141;d)2)E> 6;
&) 3 /3 >2 /3.

33) Efectuati inmultirile:

a) 24+ 15) (2—1V5); b) (V2 —1V3) - (V2+1/3); ) 21/ +
+ @R V5—1);4d) 213—3)(21/3+3); e (742/6)(9—4]/B);

Y (V2+ /B @VI—13); 96+ VB) B —1/5).
34) Scoateti factori de sub radical:

a) |/150; b) |/2400; c¢) |/48; d) |/80; e) |/22%, unde z este
un numir real.
35) Introducefi sub radical:

a3vmmavaqu@;mamm;sz§-

36) Restringeli: \/2 -+ % - \/3 +% &L \/4 +1%.

37) Ralionalizati numitorii:

Bl e et B

) == ¥ L | st
a8 /6 /3 V2 /8
38) Ralionalizati numitorii:
) 1 1 5 1
V2 +1
V6 +1/5 5

) e g e e

I/U—I/J

el i e e
/3 —2 /'8 —3 5 — /16’
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39) Efectuafi calculele:
a) (1—13P+21/3 b2 V3I—(L+V2% 9512+~
-~V 2-312); 4§ (VE+VE): V2] (V2-13)

40) Aproximati cu eroare de 0,01 numirul real Y178 =3

-

10. ECUATII LINIARE (DE GRADUL I)
CU 0 NECUNOSCUTA
Si ne reamintim cd ecuafiile sint propozitii cu variabildi. De exemplu
2I—‘i=7-—x, XE{‘—i,i,z,é};.

8x2 = 1 — xy, X, yeQ,
& el xc R
1 4 x2

sint ecuatii. Dintre acestea, prima si a treia sint cu o singura variabild, iar a
doua este cu doud variabile. Variabila intr-o ecuatie se mai numeste i necu-
noscutii. Vorbim astfel despre ecuatii cu o necunoscutd; cu doud necunoscute
si asa mai departe. Pentru notarea necunoscutelor se folosesc de obicei lite-
rele de la sflirgitul alfabetului: x, y, 2, ....

Am invitat in clasele anterioare ci a rezolva o ecuatie inseamnd a gisi
multimea tuturor solufiilor sale (mulfimea de adevar).

De exemplu, 1 este solutie a ecuatiei

_?__ X= _Ei e = R’)
A 4
deoarece inlocuind. necunoscuta X, in enuntul ecuatiei, cu 1, obtinem o propo-
zitie adeviratd. Dimpotrivé, numérul 2 nu este solujie a acestei ecuatii,
deoarece inlocuind pe x eu 2, ob{inem, o propozitie falsi.

Observaie. In cirtile mai vechi se scrie ci ecuatia 2x = 4 are .solutia
x = 2. Corect este: ecuafia 2x = 4 are solufia 2, dacd am presupus cid xER
(sau apartine unei multimi ce-1 are pe 2 ca element).

EXERCITII

”»

1) (oral) Spuneti care dintre ecuatiile de mai jos este cu o necunoscuty
gi care cu doud necunoscute:

a) x+§=y—2(x,ye'm; Hx—% _5-0(x yem; o1~

—x=xx—1(xcB); ) x+y+2=0(x,y,zcZ); e |/Ix+
+V§(x_1)=2(xER).

2) Scrieti exemple de ecuatfii cu o necunoscutd x.
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3) (oral) Propozitia cu variabili 2x —1 =1 ="5%x —4, x € R este o
ecuatie? De ce? .

4) Care dintre elementele multimii {—1, 0, 1, 2, 3} este solufie a ecua-
tiei: a) x—1=—-2x-+42; b) x—1=4—x-[:—4; ¢) bx —3 = —2x 4 11?

5) Care dintre numerele —2, —1, 0, 1, 2, 3 este solutie a ecuatiei:
a) 2x2—1=1:b) x-x—1=4;¢) 2x+1=x-X?

DEFINITIE. Vom spune cii doui ecuatii cu o necunoscutd sint echiva-
lente dacid au aceeasi multime de solubii.
De exemplu, ecuatiile
X =2, xe {0, 1, 23}
§i X' xX—4=0, xe {0, 1, 2}

sint echivalente; ambele au o singuri solutie, numarul 2.

La fel, ecuatiille 3x=5, X & li, %, 9. %]

gl — -g-, x & (, sint echivalente.

Ecuatiile 2x =4, x € R gi x =2, x € R sint gi ele echivalente.
EXERCITIU. Decideti dacd ecuatiile de mai jos sint echivalente
gau nu: a) 2x—1=0, x&€ Q si 2x—1=0, x€N; b) 2x—1 =0,

xeQsix=7, XEQ O bx+4=0, xEL §i —x—1-0, xEQ.

fn clasele a V-a si a VI-a am rezolvat ecuatii in care necunoscuta putea
sd ia valori in multimea @ a numerelor rafionale sau in submultimi ale ei.
De acum, inainte vom, considera ca necunoscuta unei ecuatii ia valori reale.
Mai precis, dacd nu se specilicd nimic, vom considera ci X € R.
Una dintre cele mai simple ecuatii liniare cu 0 necunoscutd este
x—1=0,xeR,
Aceasti ecuatie are evident o singurd solutie,anume numérul real 1.
O ecuatie de forma
ax +b=0, xe R,

unde a §i b sint numere reale, iar a # 0, va fi nunuta ecuatie liniari cu o
neeunoseuti (sau ecuatie de gradul I cu o necunoscuta).

In rezolvarea unei ecuatii (a cdrei necunoscuta ia valori in multimea
numerelor reale) putem folosi urmatoarele proprietati:

Proprietatea 1. Adunind la (sau scézind din) ambii membri ai unei
ecuatii acelagi numar real, obtinem o altd ecuatie, echivalentd cu prima.

Proprietatea 2. Inmultind (sau impartind) ambii membri ai unei ecuatii
cu acelagi numaér real, diferit de zero, obtinem o altd ecuatie, echivalenti cu
prima.
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EXERCITIU REZOLVAT. 8a rezolvdm ecuatia 2x — 1 =0, x = R.
Adunam la ambii membri numarul 1 (pentru a izola necunoscuta in membrul
sting). Obfinem ecuatia 2x =1, x € B, care este echivalenta cu prima.
Impartim ambii membri ai acestei’ ecualii cu numarul 2; obtinem ecuatia

1 P ’ ! ; Y
X— it x & R, care este si ea echivalenti cu prima! Evident, aceastd
il . : ; : 3 1 S
ultima ecuafie are o singurd solufie, anume numdrul real -5; deci prima
: o,
ecuatie are solutia -2—

In general, o ecuatie liniard cu o necunoscuti:

ax+0=0, x& R,

~in care a # 0 si b sint numere reale, se rezolvi in doui etape:

1) Scadem din ambii membri pe b si obtinem: ax = —b, x € R.

: & : : : b
2) Impirtim ambii membri cu @ si ob{inem: x= ——  x&R.
a

: . : ; bi<s :
Ultima ecuatie are ca unicd solutie numarul real — — si este echiva=
a
lentd cu prima ecuatie.

EXERCITII

1) Rezolvati ecuatiile (x = R):

a) 5x =2; b) 8x —7 =0; ¢) [/2x4+2=0; d) [/ 2x= [/3;
e) i X — - S 0.

3 7

2) Este adevarati propozitia:
»Orice ecnatie de forma ax +1 =0, x € R are o solutie™?

3) Rezolvati ecualiile:

1

5
ze R d) [/2x—1=0, xe R.

a) %—X—i’_—‘o, XEI‘H b) ‘1,5}'«'=7,5, }'ER; Gj \/%I-J{—'—z—:o'

ECUATII REDUCTIBILE LA ECUATII LINIARE
Si luam ecuatia
] 2x - a =5, xc R

in care a este un numar real poziliv.
Scadem, din ambii membri numérul 5; rezultd

2x +a—5=5—05,

40

adicd
28 La—b =0 X&R,
S4 scidem din ambii membri ai ecuatiei date pe a; oblinem
2Xx L a—a =5 —a,
adicd -
2x =5 — a, x & R.
Observiim cd proprietatea 1 inseamna urmdtoarele: putem trece ter-
meni dintr-un membrua in celdlalt, schimbindu-le semnul.
Fie de exemplu ecualia
2x — 2 =3x+41,  xE&R
S-0 rezolvim, tinind seamd de proprietatile 1 i 2.
Trecem in membrul sting toti termenii din membrul drept; obtinem
2x —2—1—3x =0, xR

ecuatie care este echivalentd cu prima; reducind termenii asemenea, aceasti
ecualie se scrie '
—x— 3 =0, xR,

care este o ecuatie lintard cu o necunoscutd. Solutia ei este numadrul real —3,
Deci, —3 este solulie g1 a primei ecuatii.

Sd observdm cd putem rezolva ecuatia §i astfel:

— trecem in membrul sting to{i termenii in care apare necunoscuta x:
trecem in membrul drept termenii in care nu apare necunoscuta. Obtinem

ecuaulia
2x—3x =142 xR
adic
—~X =3, X ERy
— impértim ambii membri ai ultimei ecualil cu —1; obtinem
x=-3, xe&B,

ecualie ce are solutia —3.
In general, o ecuatie de forma:

‘ax -+ b =¢cx }-d, X ER,
unde a, b, ¢ si d sint numere reale, se rezolvi astfel:

1) se trec in membrul sting termenii in care apare necunoscuta; se trec
in membrul drept to{i termenii in care nu apare necunoscuta. Obtinem astfel
ecuatia echivalenta (ecu prima):

ax—cx=d—5, x€ER
sau _
(a—e)x=d—b, x€&R.




2) Dacll a # ¢, atunci a — ¢ # 0. Vom impirti ambii membri ai ecua-
tiei cu @ — ¢. Obtinem ecuatia

i xR

f—

care are ca solufie unicd numirul real ; acesta este solufie i a primei

a—c¢
ecuatii. .

Dacd a =c i b # d, atunci ecuatia inifiald nu are solutie; multimea
solutiilor sale este 0.

Dacd @ =c¢ si b =d, atunci orice numir real z este solutie a primei
ecuatii; multimea solutiilor sale este deci R.

EXERCITIU

Rezolvati ecuatiile (presupunind x € R):
1
a)zrc-]-E:x—l; b) 3x—3 =2x41; ¢) x+1 =—x+3;
d)3x+2=3x+2; e)2x+1)—x=x—1; ) /2x—1 =x.

EXERCITIU REZOLVAT

Sd rezolvidm em;at,ia:
(x4+2)-(x—3) =x-(x+1), xcR.
Desfacem parantezele; ecuatia devine:
Sl s oD e \=x“+ ¥ oy =1

Trecem in membrul sting toti termenii in care apare necunoscuta x, iar in
membrul drept ceilalfi termeni. Obtinem ecuafia:

¥*—3x+2x—x—x*=6, xcR.
Reducem termenii asemenea:
—2x =6, X €R.

Aceastd ecuatie este echivalentd cu prima; o rezolvim; ea are solutia
—3; deci gi prima ecuatie are ca unicd solutie numarul real —3.

Verificare. Prin inlocuirea lui x cu —3, membrul sting al ecuatiei devine:
(—3 +2)-(—3 —3) =(—1)+(—6) =6, iar membrul drept devine:
(—=3) (=3 +1) =(=3)+(=2) = +6.

Am verificat astfel ci —3 este solufie a ecuatiei initiale.
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EXERCITIU REZOLVAT

-
Sd rezolvdm ecuafia: — =
X

, x € R\ {—1, 0}
x+1

Inmultim ambii membri cu X, apoi cu x + 1; obtinem ecuatia
b(x+1) =5x, xecB\[-1,0}

echivalentd cu prima. Ea se transformd intr-o ecuatie liniard cu solutia 4.

EXERCITIU

Rezolvati ecuatiile:
1
a) (%x + 1)-(%1' = 2)= (-é-x— 1) <(x+2), xl € R;
S fos

5 2
b) V2yly—1) =+ (V2y+1), ¥y €R; 0 21/_x = — 7

5 3

—1, 2}; d =0, x € R\{—1, 1};

x € R\{—1, 2}; )x—1+x+1 \d b
et S S e T T

x—1 x+41

EXERCITIU REZOLVAT

Sd rezolvim ecuatia
mx—2=x—2m, X€ER
in care m este un parametru* real.
Trecem in membrul sting termenii cu X, iar in membrul drept termenii
liberi; obtinem ecuafia echivalentd cu prima:
: mx—x=2—2m, XxX€&R
pe care o mai putem scrie (m — 1)x =2(1 — m), x ER.
Coeficientnl necunoscutei x poate fi §i 0 (anume atunci cind m =1).
Se impune astfel s& facem o analizd a cazurilor ce pot apare.
1) Cazul m # 1. In acest caz, impértim ambii membri ai ecuatiei cu
m — 1 si obtinem ecuatia
X =—2, xeR
care are solutia —2. Deci, daci m % 1, prima ecuatie are mulfimea solu-
tiilor formatd doar din numirul —2.

* parametru = literd, ce poate si ia diferite valori, dar care in calcule este consi-
deratd constantd.
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2) Cazul m =1. In acest caz, ecualia iniliali se scrie
X—2=x—2, xER;
multimea solufiilor ei este R. Cu alte cuvinte, orice numar real este solutie
a ecuatiel
Obsergapie. In cirfile mai vechi, aceastd analizd a cazurilor se numeste
discutie. Incercati si nu folositi acest cuvint. Corect: ,analizdm cazurile
ce pot apare atunci cind parametrul ia diverse valori®.

EXERCITII

1) Kezolvati ecuatiile:
X b 10 1 1
— = 4; b —_—= . —_——

V3 i B et

= Bbx — 16; f)5—;- =4

2) Rezolvati ecuatiile 3 =8 — 5x, x € R 5i9—8 =1 xR
Sint aceste ecuatii echivalente?

3) Rezolvati ecuatiile:

a) 7x—5 =2x+413, xER; b) 11 — 8y =13 —3y, y € R;
©) 53 —5)+8 =30, 1 € R; d)3x—2(20 — x) —5x — 812 — x) 4 20
XER; ©) (US—y)-4=106—2y) — 83 — y) + (8y — 18), y R:

¥ . X—=8 . x du4-1 bE—4 gi6
fy ==, XER; e = 2f A
)5+2 3 €ER; g 12 6 . 2, z ER;
N St LT MR e

5 ‘3

4) In ecuatiile care urmeazi, a este un parametru real. Rezolvati-le:

a) ax —7 =5x +8, x €R; b) eX+2x =10+ x, x ER; ¢) (1 +
+¥)(e+1) =2a+y),yEcR. h

5*) Rezolvati ecuatiile:

g 3 5 1 x4 7 x-+1
&) =iz e ke R il =i o 5
= ot e N0} )2x—|-3 2x — 1
3 1 4 7 2
XER {—-——] '“—l' R ——— R _— y R
a b
—_—— =, R "'_3 '__2 0'
X+3 b RS .

6) Rezolvali ecuatiile (in numere reale):
a) |/ 2x — 1 =11; b) 8 = |/ 3x — 1; ¢) 2x =/ 8x — 6;
d) 1— )/ 2x = |/ 2x — 1; e)]/3x =1 — x: fy 24y =1—|/2y.
7) Aproximati cu eroare de 0,01 solulia ecuatiei: ,
8) /3x — V2 = /B, x €R; b) V2Zx +1=)/3_x x B,
¢) /5x —1 =}/2x, x € R.
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8) Rezolvali ecualiile: L
a) X —5=1;Db) 24+ 4x=3; ¢) —3x+4=29; d) 9— 2y =173
2

A0y 43 Db=Ly il oy 2x—2_ g
2 273
9) Rezolvali ecuatiile:
8) 4X 423X — ) =14 3x—1); b) Sx+ 2L, 1,
: S e 6

=

| ot

<) x-—12=%(x+12); d) GK-—SS%X—- %; e) 3(x — 2) -+
. 8
= X -{-%(1 4-2x); §) 7(x+1)=3(x—2) — 45 — x); g) (3.._.53;)__
N )
—7|13—-=-y|=11.
2 =)
10) Rezolvati ecuatiile:

43 v 8% =46 10 1 |
| — —_— b —3 —‘12 1 ‘_‘(1-1x_
a) 7 i 3 X+3, )3(3: )i +.8

D) 9x-5’l"ij_4§=1oo.

11*) Rezolvali ecuatiile:

a) (x+ 1) (x4+3)=(x—1) (x42)+11; b) (2x+4+1)(x—3) =
= (X++2)2x— 1) —13; ¢) (X4 1) (x—2) = (3 — ) (4 — %) + 1; d) (x +
+ 12 A4 (x =38 = (x —1)° 4 (x + 3)%; e) Bx 4 2)> + (4x — 1) = (5x +-
== 7)%

12*) Rezolvali ecuatiile:

B -7 w3 3x—4& Ix -2 2x 11
i ) i S SR T e T =
S a1 a9 TR L S
2x —1 2x S
=8 ol oM g

(Indicatie: stabili{i mai intli mulfimea in care ia valori necunoscuta.)
13) Rezolvaii ecuatiile (in care @ este un parametru real):
a) ax+1=a;b) 3x — da=1; ¢) aXx=Xx—7a; d)ax+a¢=1+ x
14) Pentru ce valoare a parametrului real ¢, solufia ecuatiei 8ax =
= 3a + 2X  este é— ?

15%) Allati valoarea parametrului @ pentru care ecuatiile ex 41 =
=a 5i 2a(l —x) =1 au aceeasi solutie.
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" LUCRARI PENTRU VERIFICAREA INSUSIRIX
UNOR CUNOSTINTE DE BAZA

LUCRAREA I

1) Scrieti sub form zecimali numerele rationale:
ol A o e
8) =i b ;'

CAPITOLUL II

POLINOAME SI FRACTII RATIONALE

Bl Ysg
2) Efectuafi calculele:
a) 13-45 — 215 4-4,1.0,3; b) (—1,6)% + 3,44; o) 4,3% - 52—
= (4,9)% -1 (=-5)%,
3) Stabilifi valoarca de adeviir a propozitiilor;
a) /0,36 = 0,6;- b) |/OBL > 1; o) J/0,8% <1; ) /0,16 < |/0,0-
4) Aproximati, cu eroare de 0,01: :

a) VT; b) V75

1. FORMULE

In matematica, precum si in fizicX, chimie g1 alte stiinte sint folosite
foarte des formule; cu ajutorul lor se prezintd, intr-o formg prescurtati,
informatii care altfel s-ar scrie cu multe cuvinte, pe multe rinduri.

De exemplu, daci vrem, s explicim cum, -putem afla lungimea unui
cerc, cunoscindu-i lungimea d a diametrului, scriem

L = nd

in loc de a scrie: ,ca si aflim lungimea unui cerc, inmultim numiirul = cu
diametrul cercului®.
Aria acestui cerc se poate afla folosind formula

A = nrt;
aceastdd formuld inlocuieste urmitoarea propozitie: ,ca si aflim aria- unui

cerc, inmultim numéirul = cu pidtratul razei CBI'G‘IJ:IU.[]..“_. :
Sd ludm si citeva exemple de formule din fizici. Scriem

LUCRAREA A II-A

1) Stabilifi valoarca de adevir a propozitiilors

A=e[l;3]; b) V2eQ; o) V3et; 21; ) 1+ V5 et;.9;
e V2> 144; 1) /3 <183; g) => 3.15.

2) Scoateti de sub radicali:

Q) [/27; b) V98; ¢) |/F

3) Efectuati calculele:

a) (V7—2) (V7+2); b) (VIL=3)- (VT 1-8); o) @ 1/7
+ V1) - (V7 -2 /1)

m
4) Rationalizali numitoriis skt
a) - i b) e c) -3— in loc de a scrie: ,densitatea unui corp se afli impirfind masa sa la volumul
V'3 22’ /6 sin”,
5) Rezolvati ecuatia 5% — 4 =17 — 9x (x € B). Serieti solutia sub De asemienea, scriem,
forma zecimali. 3 Q=cm(T —1)

in loc de a sctie: ,cildura consumaty pentru a aduce un corp de masi
m de la temperatura £ la temperatura 7 se aflf inmultind cildura masic
(specific) a corpului cu masa corpului §i cu diferenta temperaturilor®.
Seriem :
Wl
. S

in loc de: ,presiunea se afld impértind forta ce se exerciti asupra lichi-
dului la aria pe care se exerciti aceastd forta“.
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Hmagine

Fig. T1.1

Legea de formare a imaginilor prin lentile (vezi [ig. I1.1) se scrie:
f? =dud;

in loc de: ,pitratul distantei focale a unei lentile este egal cu produsul distan-
telor de la obiect, respectiv imagine, la focare®.

Pentru a prezenta o informalie pot [i folosite, in general, mai multe
formule. De exemplu, si prezentdm modul de calcul al perimetrului dreptun-
ghiului din figura 11.2.

Putem scrie formula;:

P=2:-442-B (cm)

=

L]

@ sau formula

P =2-(A + B) (cm).

Si analizim aceste doud formule,

Daca am [olosi-o in practici pe prima,
ar trebui sd efectuim doud inmulfiri (mai intii 2+ 4, apoi 2+ B)si 0 adunare.
Dacé am folosi-o pe a doua, ar trebui sd efectu@m o adunare, apoio inmultive.
A doua formula este mai buna decit prima; ea ne permite sd economisim ¢

Acm

_ Fig. 11.2

operatie. -
De reguld, oamenii aleg pentru calcule formula cea mai convenabila.

EXERCITIU REZOLVAT

In poligonul de incerciri este incercat un automobil ,Dacia 1300%,
pentru verificarea sistemului de frinare. Soferul asigurd mai intii masinii o
vitezd », apoi, in dreptul unui observator, frineaza bruse. Observatorul mi-
soara distanta d parcursi de masind din moraentul inceperii frindrii pina in
momentul opririi. Rezultatele verificdrii sint trecute in tabelul:

Viteza masinii in km/h (v) | 50 ' G0 80 90
Distanta de frinare in m (d) | 25 ‘ 36 64 81

Putem deduce o fermuld care sd ne dea aceste informatii intr-o formé
prescurtata?
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Sa impartim vitezele la 10 si si completim tabelul:

e 5 “ 6 8 9
10
d 2 36 | 64 81

Observam ¢ in linia a doua sint trecute tocmai pitratele numerelor
din prima linie. Astfel, formula - -
» \2
d= —)
10

ne descrie informatiile continute in tabelul cu rezultatele verificarii.
Automobilul are acum viteza de 70 km/h. Putem estima® care
va fi distanta de [rinarc?
Dacii formula pe care am stabilit-o mai sus este valabili si in acest
caz, alunci putem spune dinainte, fdri a mai misura, ¢i distanta de
frinare in acest caz va fi de %%—)2 = 49 metri. Dar oare formula stabi-

lita este valabila in toate cazurile?

Sd presupunem ci aceastd formuld este valabili pentru viteze
cuprinse intre 30 si 100 km/h, pentru toate autoturismele ,Dacia 1300%.
Cu ce viteza este recomandabil ¢a circulém intr-o zi cu ceatd, vizibili-
tatea fiind de 25 metri, cu un astfel de automobil?

Daca in cale ne apare un obstacol, distanta de frinare trebuie si
fie de cel mult 25 metri. Din

2
95 = L)
10
deducem v = 10 |/25 = 50 km/h. Deci este recomandabil si circuldm
cu cel mult 50 km h.

EXERCITIL

1) Aria lotald a unui cilindru (vezi fig. IL3) este descrisd de formula
A = 2nr2 L+ 2zrh.

Analizati num#rul de operatii ce trebuie efectuate, presupunind ¢ 2rn =
= 6.283... Puteli scrie gi o altd formuld pentru calculul ariei lotale, mai con-
venabila?

2) Pentru calculul ariei hagurate din figura 11.4 putem, folosi oricare
dintre formulele:

A = nR2 — pr?

A = n(R? — 2
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sau
A==nR—r)R+r1)

Care dintre aceste formule credeti cif este cea mai convenabili?

3) In jurul unei statui avind baza p&trati (de latura s metri) se insd-
minteazd cu iarbd o suprafati dreptunghiulara de dimensiunile din figura 11.5.
Stiind cd insdmintarea cu iarbd a unui metru patrat de teren costid a lei,
scrieti o formuld pentru calculul costului total al insimintirii terenulyi.

4) De la autogara din orasul 4 pleacd un autobuz spre comuna C,
care mai opreste si in comuna B. Costul unui bilet de cilitorie de la A in B
este de G lei, de la 4 in C este de 9,50 lei, iar de la B in C este de 5 lei;

biletele le vinde goferul autobuzului.
l La plecare, in oragul 4, sofe-
rul a vindut b bilete de 6 lei si ¢
bilete de 9,50 lei.

Intre B si € autobuzul este
~ oprit de un echipaj de control, care
gisegte cildtorind a calatori, foli
avind bilet.

L Citi lei a incasat goferul pen-
tru biletele vindute? Scrieti si o
Fig. 11.5 formulda mai simpla.

ol

2. FOLOSIREA LITERELOR: CONSTANTE
SI VARIABILE

Am folosit pind acum de multe ori litere, in mai multe scopuri.
De exemplu, in formula ce exprimi lungimea unui cerc

L =xad

apar trei litere: L, m si d. Dintre acestea, litera = este folositd pentru a nota
un numar real, pe care nu-l putem scrie zecimal in intregime (anume 3,1415...);
aici ea este o constantii. Literele L si d sint folosite pentru a nota numere
reale neprecizate. Observiam cd pentru diferite valori date lui d, oblinem

a0

valori diferite pentru L. Literele L si d sint variabile, iar formula ne indici o
legituri intre aceste variabile.

Sa privim, formula fizicd
Q=cm (T —1)

ce exprimd cantitatea de cildurid consumati pentru a aduce masa m de apd
de la temperatura ¢ la temperatura 7. In aceasti formuld, litera ¢ joaca rolul
de constanti (valoarea ei este de aproximativ 4185,5 joule/(kg. grad)); literele

» M, tsi T joacd rolul de variabile. Aceeasi formula poate exprima canti-
tatea de ciildurd consumati pentru a aduce masa m de fier de la temperatura

t latemperatura 7; de data aceasta, constanta ¢ ave alti valoare (anume apro-

ximativ 460,4 joule/(kg. grad)).
Aria totald a cilindrului din figura I1.3 este exprimald de formula:

A = 2ar2 4 2mrh.

In accastd formuli apar litere si numere. Numirul 2 silitera = sint const ante;

#

literele A, r si 4 sint variabile.
Variabilele se mai numesc uneori si nedeterminate.

3. MONOAME

Membrul drept al formulei ce exprima aria cercului de razi r:

A = rr*

este un monom in litera r; acest monom este produsul dintre coeficiontul
ccnnstzar:t 7= $1 palratul nedeterminatei (variabilei) r. Gradul acestui monom,
este 2.

~ Membrul drept al formulei ce exprimd aria laterald a cilindeului din
figura TL.3, anume

2nrl

este un monom in literele 7 si &; acest monom este produsul dintre coeficientul
constant 25z si produsul nedeterminatelor , si h. Ambele nedeterminate apar
in monorm cu exponentul 1(1); gradul total al acestui monom este 2.

Dar expresia 2zrh poate fi considerati monom in litera %; de data
aceasta, monomul esté produsul dintre coeflicientul 2-r (care nu mai este o
constanta) si nedeterminata h. Gradul acestui monom este 1(1).

In general, un monom de gradul m> 1 in nedeterminata X are forma

can

unde ¢ este coeficientul monomului. Coelicientul acestui monom poate fi o

constanti (deci un numar real) # 0, san un monom in alte nedeterminate.
Gradul monomului este un nwaar natural.
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Un monom in nedeterminatele X, ¥ si Z poate fi scris in forma
cXmyYnzr
unde m, n, p sint numere naturale > 1. Gradul (total al) acestui monom este
nt + n -+ p, iar coeficientul siu ¢ poate fi o constantd sau un monom in alte
nedeterminate.

Si observim ci gradul se calculeazd finind seama de literele ce
sint considerate nedeterminate. De accea, este bine si precizim care
litere sint nedeterminate. De exemplu, spunem: ,gradul in Z al mono-
mului ¢X"Y"ZP este p, gradul in X si Z al monomului cXmY"ZP este
m - p ete.*. )

In problemele practice, atit coeficien{ii cit §i nedeterminatele reprezinti
de obicei numere reale; cum inmultirea numerelor reale este comutativi,
considerim, ¢4 literele ce apar intr-un monom pot fi comutate dupd dorinta.
Astfel, de exemplu:

ZXPY. 2XY¥X, 2¥Y X2, 2YXX
reprezintd acelagi monom in nedeterminatele X i Y.

EXERCITI : ‘

1) (oral) Precizati coeficientii urmitoarelor monoame in nedetermi-
nata X:

a) 3X%; b) 7XY; ¢) 0,51 X*; d) — _; X% &) V3K f) — 1Y

o) babX3.
2) (oral) Precizati gradul in X al urm&toarelor monoame:

a) ~{§ X% b) 2nX; c) 22,425XY22% d) (/2 + 1) X772; o) 20X°Z:
.[) _lgi Xnt+1yn-1

3) (oral) Care litere pot fi considerate nedeterminate in:
a) 2¢X; b) babX3; ¢) |/ 2X3Y2Z?

4) Liste adevdrata propozilia: ,Cele doud scrieri de mai jos reprezinta -

acelasi monom pentru:

a) 3X?gi 3XX; b) 5XY si —5YX; ¢) —;— are gi% X; d) 2X -1
sil - 2X;e) 2X2Y2 5 2XY XY ; f) 242 §i 2aa?

Monoamele in care nu apare litera X pot fi considerate ca avind gra-
dulin X egal cu 0. Astlel, constantele diferite de 0 pot fi considerate monoame
de gradul O in orice nedeterminata.

De exemplu, gradul in X al monoamelor —5, —ba, —bY, —b5aY este 0.
Va trebui sd identificim monoamele 0X, 0X2 0X3 0X* (in

general orice monom cu coeficientul 0) cu constanta 0. De aceea, con-
stanta 0 ,nu are grad“l
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EXERCITIU

Precizati coeficientul, gradul in X si gradul in ¥ pentru urmﬁtnnrele.
monoame: a) 2X*; b) 3XX?; ¢) _% Y% d) |/ 2XY; e) nX?; 1) 5y
T

; Dacd coelicientul unuj monom (in care apar litere) este 1 sau —1, se
obignuieste si nu se mai serie cifra 1 in monom; astfel, in loc de 1XY se scrie
mai simplu XY; in loc de —1 X3 e scrie mai simplu — X?; scriem X in loc
de 1X i — X' in loc de —1X'Y, '

Am invitat in clasa a Vi-a sd inmultim dou# monoame. De exemplu,
inmultind monomul 2X (in nedeterminata X) cu monomul 3XY (in nedeter-
minatele X 5i ¥), oblinem ca rezultat monomul 6X%Y

2X-3XY = 6XY.

.
-

Alt exemplu: inmultind monomul ——;- X* cu monomul 3X® (ambele in ne-

determinata X) obtinem ca rezultat monomul — % X5,

Fie ¢X™ si d X" doud monoame in X (de grade m > 1 gi n > 1, avind
coeflicientii ¢ # 0, d # 0). Atunci

(cXm) - (dX") = (c - d) Xm+n,

In problemele practice, nedeterminata X reprezintd de obicei numere
reale £ 0; deoarece orice numir resl # 0 ridicat la puterea O este 1, se consi-
derd cd X° este constanta 1.

Deoarece produsul constantei 0 cu orice numir real este 0, se considerd
ci: 0+ (cX™) =0 pentru orice monom ¢X™. De asemenea, se considerii ci
0X =0, 0X® =0, si in general 0X™m — () pentru orice m & N. Astfel, regula
de inmuljire se extinde pentru orice monoame:

(cX™) + (dX") = ed Xm+n,

Reguli. Coeficientul produsului a doud monoame este produsul coefi-
cienfilor monoamelor. Dacd ambele monoame sint diferite de 0, atunci gradul
in X al produsului este suma gradelor in X ale monoamelor.

Aceastd reguld se extinde si pentru mai mult de dou# monoame 5i
pentru monoame in mai multe nedeterminate. De exemplu

(2X?) - (37)  (—27) = (6X°Y) - (—22) = —12X°YZ,
(2X?Y?) - (BX°Y®) = (2 3) X?+5Y243 — 6X7YS,
(—3m?X) -(— % m) & ((—3) : ( . %D ML — L3 X
(2X) (= V) =(V2 (- V2)X = —2X
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Inmultirea monoamelor este comutativd si asociativi. Monomul
constant 1 este element neutru pentru inmultirea monoamelor.
Se obignuikste sd se scrie monoamele de gradul m >1 in X in forma

cX™

(¢ este coeficientul monomului).
Aceastd scriere este numita eanonied (adicd scriere tip, standard).

EXERCITII

1) Scrieli in forma canonici monoamele (in X): a) 2XX; b) |/ 2XY X%
o) — J/z—?-yxy; d) — -@Xt
- 2) Efectuati produsul monoamelor, scrieti rezultatele in formd cano-

nicd (ca monoame in X):

a) 3,2X*5i 05X;b) 2X° 5i 0; c) %Xz si —3X; d) — %X si 8X3;
e) 15 si %XE; f) —-32-X2 §i %X; g) aX si —aXi

3) Efectuati inmultirile:

a) X+2X+3X; b) 2x-(_5xy).%
d) (=5X) - (=27) - (—0,32); ¢) (}/3X) - (1/2Y)*()/6X) ; I) (/2 — 1)aX-
(/2 +1)Xx22q.

y] i ©) (—1,5) - (—4X) - (05.X);

4) Cu ce monom trebuie inmu]i,.it.-z—szentru a obtine:

a) 3X?% b) 5X°Y; ¢) aX®; d) —2aX?Y; e) —3abX*?

b) Efectuati inmultirile:

a) 2X*-3X?Y% b) 2X*Y - (—3XY?; ¢) (—3aX®) - (—2aX); d) (—X*) -
(—aX?; e) (—XY)-(—X°)- X"

6) Scrieti urmitoarele monoame ca produse de doud monoame in X,
scrise in lormd ecanonica:

1
a) 10a*X% b) 2abX?; «¢) -—~5—X3Y“.
7) Efectuati:
3 1

a) (a®) - (be*); b) (— |/ 3m) (v? mn); c) (4c) + (5bd) (—8— &c);

0) (3 wX)-( ex); o (8xn)- ($X); 0 @ (=00

4. POLINOAME*

Sé privim formula ce exprimi aria totald a cilindrului din figura I1.3:
A =2nr® 4+ 2nrh.

Membrul drept al acestei formule este un polinom in literele r si k. De
asemenea,

nwR? — nr?

este un polinom in R si r.

In general, numim polinom o sumi de monoame ce nu sint asemenea;
iatd citeva exemple de polinoame, in nedeterminata X:

2X+1;

—5X* — 25X 4 1, notatie prescurtati pentru (—5X?) + (—2,5 X)+1;

3Xt L23° L fs- X0 o

S& dim citeva exemple de polinoame, in nedeterminatele X si ¥:

X4+Y;, |

—3X*—2XY 45X — YV +1.

In polinomul aX + ¥ 4 2 apar literele a, X si Y. Faptul cé
numai literele X si Y sint considerate nedeterminate se scoate in cvi-
dentd prin notatia: p(X, Y) =aX + ¥ 4+ 2.

De obicei, un polinom se noteazi printr-o literd (se folosesc mult
in acest scop literele P, O, R, p, g,...) urmati, intre paranteze, de litera
sau literele ce joacd rolul de variabile (nedeterminate).

Vom nota deci P(X) =aX + (X + 2), indicind prin aceasta cd
numai litera X este nedeterminatil
Termenii sumei ce formeazi un polinom se numesc termenii polino-

mului. Astfel, 3X? 2XV i 5 sint termenii polinomului

3X?+ 2XY 45,
iar 3X*, 2X? 1 i — X5 sint termenii polinomului
3X*+-2Xx2 41— X5
Termenii unui polinom sint monoame.
De reguld, in monoame si polinoame, nedeterminatele reprezintii numere

reale. Insd inmulfirea numerelor reale este distributivd fatd de adunare,

ceea ce ne permite sd scoatem factor comun. De aceea, vom putea scrie, de
exemplu:

2X 43X =2+ 3)X =5X,

3aX —5X =(3a — 5)X,

—2X - 2X =(—2+2)X =0X =0
8X—;~6X+2X:(8——0+2)X=4X,

3X*Y —5X%Y =(3 — 5) XY — —2X?%Y,

2X+ X*—3X =X2 42X — 3X =X+ (2—3)X =X2— X

*[n limba greacd poli = mai multe; nomos — parte. Deci ,,polinom* are sensul de
palciluit din mai multe parfi.
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Vom spune cd reducem termenii asemenea.

Suma 2X -} 3X nu este consideratd polinom cu doi termeni, céci cele
doud monoame sint asemenea.

Orice polinom format doar din doi termeni # 0 (ce nu sint asemenea)
se numeste binom.

EXERCITIX

1) (oral) Cititi termenii polinomului, apoi spuneti gradul total al fie-
carul termen:
a) —2XY? 4 &X - 6XY; b) 3X5 — Y?3; ¢) 4abe + 3abd + 2acd + bed.

2) Reduceti termenii asemenea:

8) 0X3 = 6X +8X — 15X L BX 44: B) _;_ X2y — % Xy +

+%x=1’; ¢) 8a%— 355 — BgS - 1%; d) &Y° 4+ Y5 —2¥:— 14— 23 +

+ars 04— 330 -2 x a4 Dop—omx.

3) Reduceti termenii asemenea, scriind mai intii fiecare monom in
formd canonici:

a) 2XX?4+3XX—4X2X — 2X?%,b)3XYX —2Y XY 4 2X°Y — 3XY* +
+ YX2

4) Reduceti termenii asemenea:

-a) 10X 4 (—4X 4 8Y)—3X + (65X —2Y); b) 20X + (80X — 15Y) +
+5Z4+(—40X410Y)+15Z; ¢)(A+B—C)+(A—B+C)+ (—
—A+B+C);d) at(—a—bte)—at(—atb—ec);e) (X4 ¥ —
—Z) = (X =Y +2)+ (=X + Y +2)— (=X =Y +12). |

Sd considerdam polinomul P(X) =5 -+ 3X* — 2X? 4 4X3; cei patru
termeni ai sai au gradele in X: 0, 4, 2 si 3. Sd scriem altfel polinomul, aran-
jind termenii in ordinea descrescitoare a gradelor:

P(X) =3X* 4 4X3 — 2X% 45,

Am scris astfel polinomul in forméa canonica.

Forma canonicd a unui polinom in X se obtine scriind termenii sii in
ordinea descrescatoare a gradelor in X; termenii polinomului se considerd
a fi serigi In forma canonici (ca monoame). :

@Gradul unui polinom $ 0 este cel mai mare dintre gradele monoamelor
oe apar in scrierea sa in forma canonicd-

De exemplu, in polinomul 5y* 4 32ty — 22%y* + 4a® apar doud litere.
Considerind doar pe & ca nedeterminata, forma canonica a sa este: 3yz! -
+ 4z® — 2y"2? + 5y° deci este un polinom de gradul 4 in 2.

Considerind doar pe y ca nedeterminata (x fiind deci considerata con-
stantd), forma sa canonica este by® — 22%1 4 32ty + 4a% Gradul sau in y
este b, cdei termenii sai au gradele in y; 5, 4, 1, 0.

o6

I

= e > e .

Considerind ambele litere ca nedeterminate, forma sa canonicd este:
—2z%y* 4 55 + 32y -+ 4a®

iar gradul s§u total este 6, cici gradele totale ale termenilor sii sint b5 5. 3
i EXERCITIU REZOLVAT. Si scriem in forma canonici polinomul
2XY? - 3X2Y + 4X 4+ 3X2Y2 45 +2X% 4 7.

Cercetdm mai intii gradele in X ale celor sapte termeni ai polinomului:
P 1,2, 0, 2, 0. Regrupim in ordinea descrescitoare a gradelor, dupi ce
am scris monoamele (in X) in formd canonici: -
272X + 3YX2 4+ 4X 4 3Y2X2 454 2X2 4 Y,
(3Y X2 4 3Y2X2 4 2X2) 4 (272X + 4X) + (5+ Y).
Scoatem factor comun in fiecare grupi:
(BY +-3Y% 4-2)X2 4 (2¥2 4 4)X 4 (5 + 7).

_Coeficientul lui X2 este un polinom in ¥; il scriem in formi canonici:
3Y2 + 3Y + 2. Coeficientul lui X este scris in forma canonica. Scriem, gi
termenul liber 5 4 Y in forma canonicd (ca polinom in Y): Y 45,

Astfel, polinomul initial se scrie in form# canonici astfel: (3¥2 4 3Y
+ 2)X? 4 (2Y2 4 6)X 4 (Y + 5). : :

EXERCITII

1) Reduceti termenii asemenea:
a) 86X+ 22Y —2—;-X—4-3!:X+2,4X 4 -2%%, b) X3 4 2X° —
—3X 4+ 142X —3X2 44X — 24 3X3 44X —2X } 5; c) 825X
5 5 2
+3—-Y—-16Z—5— X—1 — Z.
3 5 20Y 4 2 . Z
2) Scrieti in formd canonici polinoamele:

8) X2+ Y2L XY; b) 14 X2 X 4 X3 o) X6 — 2X2 4 1 4 4X0-
d) X2+ Y2 — X2Y2; ) 2VX « Y2 4 22 — X2; ) ¥ Y+~ 3xrg
g) X®+ Y24 2% 4 2XY + 2YZ + 2XZ. ST

5. OPERATII CU POLINOAME

OPUSUL UNUI POLINOM

Monoamele 2X3 si —2X? sint opuse unul altuia. Opusul lui 52 X2 este
—5aX?, iar opusul lui — |/ 2ab este |/ 2ab.
In general, opusul monomului in nedeterminata X

cXm
este monomul — cX™ = (—¢)X™,
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Un polinom in nedeterminata X este o sumi de monoame in X. Opusul
unui polinom in X are ca termeni opusele monoamelor ce formeazi polinomul.

De exemplu, opusul lui X? 4 2X este polinomul — X2 — 2X, iar opusul
polinomului —5aX2 + X }- 1 este polinomul 5aX® — X — 1.

Opusul unui polinom P(X) se noteaz —P(X). Putem scrie astfel:
—(X* +2X) =— X2 _2X, —(—b5aX?+bX 4 1) =5aX? — bX — 1,
—(2XY — Y% = —2XY 4 ¥

ADUNAREA POLINOAMELOR

Sé consideram polinoamele in nedeterminata X : 2X2 — 1 el
-+ 1, Avem:

(X2 — 1) + (X2 X4+ 1) =2X2— 1 L X2 4 X +-1

De reguld, se obisnuieste si se reducd termenii asemenea, seriind rezul-
tatul in forma canonicd. Astfel, pentru polinoamele de mai sus, avem

(2X2—1) 4+ (X2 4+ X +1) =3X2 4+ X,

In general, suma a doug polinoame este polinomu] ce se obtine ficind
suma, termenilor celor dous polinoame si reducind termenii asemenea.
Alt exemplu:

(2}(2-{—3X+1)+(4X2—5X—2)+(X2—|—X+3) =2X* 4 23X 4+ 1 +
+4X*—5X —2 4+ X244 X413 =7 X2 — X 4 2.

In general, in problemele practice, atit coeficientii cit si nedeterminatele
polinoamelor reprezintd numere reale. De aceea, adunarea polinoamelor are
aceleasi proprietdti ca si adunarea numerelor reale (adicd este comutativi,
asociativd, iar O este element neutru).

A scddea un polinom Q(X) din polinomul P(X) revine la a aduna poli-
nomul P(X) cu opusul lui Q(X):

P(X) — Q(X) = P(X) + (—Q(X))

Observagii. 1) Gradul sumei (sau diferentei) a doud polinoame este
mai mic sau egal decit gradele celor doua polinoame.

2) Putem scrie 2X2 4+ 1 =3X2 — X2 | 1, inséi monoamele 3 X2 51 — X2
nu sint termeni ai polinomului 2X2 4 1.

EXERCITII

1) Scrieti in formil canonici opusele polinoamelor in X:
2) 2X° — X +2;b) —2 X2 — X - 1;0) —2a2X2 4+ g X L 1;d) X2Y+

+ Y2 — X3; ) Y2 % Xy 4 X2y — % b.c)
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il - =

2) Adunati polinoamele:

a) 3X 4 2Y si X —Y; b) Y2 —-2Y -3 5i—372 4 Y —2:0)5X_
—6Xtagi —3X2_X41_g

3) Efectuati calculele, scriind rezultatele in forma canonicj:

a) (X* — X +1) — (X2 + X —1); b) (6X — 2a) — (4X - a); 0) (X +
+a) + (X +b) + (X + ¢); d) —13X% — (18X2Y — 15X?); e) [9X2 — 3y
+2%) — (X2 —5Y2 — 42?%)] + (5X2 4 3Y2 — 6Z2).

4) Efectuati calculele:

a) (8X2 —6XY — 9Y2) + (9X2 — 6XY .+ 8Y%) — (15X — 10XY —
—Y%); b) (X —2X2¥ 4 XY3) — (X2Y — 2X72 + ¥3);

il 1 1 1 1 1 e o 1
C-J [(E-a —§—b+ Z c)-—(-a—a ‘—Zb + -g- C):"—-(—é—a*— -g—b -!-—é- G).

5) Ce polinom, trebuie adunat cu 2X? —8X + 7 pentru a obtine ca
rezultat 2X9 X2 —6X 4-9

6) Efectuati adunirile:

a) (4a — 5b + 6¢ — 7d) - (3a 4 4&b + 5¢ + 6d); b) (a® 4- b2 4 20b) -
@V =) o @ =0 ) (1 Lo+ L)

+(—-%a3—}-ab+bz)—!-(h-a“—f—ab_-i—bz)-

7*) Dovediti cii suma dintre orice numir de patru cifre abed si rastur-
natul sdu deba este divizibila prin 11.

8%) Scrieti polinomul X® — 3X2y — 3Xy? + Y3 ca suma a doui poli-
noame 7 0, astfel incit in unul si nu apari litera X. In cite moduri puteti

face aceasta? Dar dacg cerem, ca toate monoamele (in ambele polinoame) sa
aibd coeficienti intregi?

INMULTIREA POLINOAMELOR

Coeficientii si nedeterminatele unui polinom, reprezintd de obicei in
problemele practice numere reale. Insi inmultirea numerelor reale este distri-
butivi fatd de adunarea numerelor reale:

e (b+c)=a:b+a-c

§i In general a-(b 4 e+ d 4 ... +l) =a-bt+a-cta-di.. +a-l
(priviti figura 11.6 si interpretati membryl sting si membrul drept al acestei
egalitati ca ariil).

De aceea, inmultirea unui monom cu un polinom, se defineste astfel:

monom - polinom = monom - (termen 1 + termen 2 4 ..) —
= monom - fermen 1 4+ monom - termen 2 b
De exemplu:
(—4X)-(3X2 4 2X) = (—4X) - (3X?) + (—4X) - 2X — —12X2 — 8X2,
Sa observam ca am Inmultit un monom de grad 1 cu un polinom de
gradul 2 §i am obtinut ca rezultat un polinom, de gradul 3 =1 | 2,
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Alt exemplu:
a*b* - (ba 4 b) = a®h?- ba 4 a®? - b = &a’h?® 4 a??
adicé

a?b? -+ (4a + b) = 4a®h® + a®b’.

Ce legiiturd ohservati intre gradele in a ale factorilor din membrul sting
si gradul in @ al rezultatului; Dar intre gradele totale?

Alte exemple:

X (X—T7X41) =X X — X2 7X + X2 1= X0~ 7X° X%

2a - (5X* — 3Y) = 22 +5X2 — 2a:3Y = 10aX? — 6a¥; -

3a2X3 - (502X — 4a) = 3a*X3 - 542X — 3a°X?: 4a = 154Xt — 1223X3

Sa privim figura I1.7 : dreptunghiul are lungimea a -+ b, iar litimeac - d;
aria sa este deci (a@ + b)+(c 4 d). El a fost impdrtit in patru dreptunghiuri
mat mici, de dimensiuni @ si ¢, a si d, b si ¢, b si d, ale caror arii respectiv
a-c,a-d, b-z, b.d.

Putem scrie

(@ +b)(c+d) =a-cH+a-d-+b-ct+b-d.

Obgerviim ci fiecare termen al sumei a + b apare in membrul drept ca
factor pe linga fiecave termen al sumei ¢ 4 d. i

REGULA. Pentru a inmulli doud polinoame, procedim astfel: facem
suma termenilor obtinuti din inmultirea fiecarui termen al primului polinom

cu fiecare termen al celui de-al doilea polinom.

De exemplu: (X +4)-(X*4+3X+2)=X-X*4+ X-3X | X -2 +

4 4 X214 -BX44-2=X0 1 3X2-L2X 4 4X2 1 12X 4 8,

Se obignuieste si se reducd termenii asemenea, scriind rezultatul in
forma canonica:

(X +4) (X2+3X+2)=X5+4+7X*+ 14 X'+ 8.
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Putem face inmultirea si in felul urmator, scriind unul sub altul ter-
menii de acelasi grad:
(X +4)(X*+3X +2) =X*+3X2+4+2X
+ 4X* 412X -8
=X 7X® 14X +8

Alt exemplu:
(@®*+a*+a% (a*+a—1) =a®+ a’ — g
4 2® - ab — gt
+ ad “l‘ aa = az
= a® 4 a7 + ab + a® — 4?
Deci (a®° 4 a'+a®)(a*+a—1) =a® +a” + a® + o® — 42
Alt exemplu:
(X% +.X°F + X7 (X — ¥) = X5 — XoF
+ XY — X3y?
+ Xoys __ xX2ys®
=X — X°y3
Deci (X*+ X°Y + X?Y%) (X — ¥) = X5 — X2¥3,
Primul factor din membrul sting are gradul 4 in X; al doilea factor

are gradul 1. in X; rezultatul (din membrul drept) are gradul
5=441 in X.

In general, dac# inmultim un polinom de gradul m cu un polinom
de gradul n, atunci produsul lor va avea gradul m -+ n.

S mai ludim doud exemple:

1) (@ +8) - (c+d) = (e+f) =[(a+8) - (c+d)] - (e+f) =(ac +
+ad + be + bd) (e + f) = ace + ade + bee + bde + acf +
-+ adf 4 bef + bdf.

Acelasi rezultat l-am fi obfinut si daci efectuim inmultirile de la

dreapta spre stinga: (a b)[(c+4d): (e + 1)) Verificati (!).

2) (3X* — 2XY)* = (3X® — 2X7¥) -(3X? — 2XY) = 3X? . 3X? +
<+ SXH L 2XY) — 9X¥--3X*_ AXY - (—2XY) = 9Xx4 —
— 6X°Y — 6X°Y 4 4X2¥2 —9X4 — 12X3Y + 4X°Y2.

Inmultirea polinoamelor are aceleasi proprietdti ca si inmultirea nume-

relor realg (este comutativd, asociativd, distributiva fata de adunarea poli-
noamelor, iar constanta 1 este element neutru).

EXERCITII

1) Efectuati inmultirile, scriind rezultatele in forma canonica:

8) (X+2)+(X+1); b) (X+4) (X43); o) (X+7)+ (X 3);
f_?gés’f_?—xf)#' 2?4-2); e) (X +8)(X +3); f) (X -?5) '(le~)3}(; EJTX -)k
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2) Prin ce diferd intre ele rezultatele inmultirilor: .
a) (X +3)* (X + 4); b) (X 4 3)- (X — 4); o) (X — 3)- (X + 4);
d) (X —3)- (X — 4)?

3) ) Efectuati inmultirile: a) (X 4 5) (X — 3) ; b) (X — 4) (X — 6);
5 i 1 X e )X—}—E X+1),
¢) (m +5) (m — 4); d) [X+§)( +EJ’“( 4)( + 5
1 Dfea e
0 (X + 2>(X+ 5); g) (X— E](M Z)’ hJ(a+ 2)[a+ 3}
4) Efectuati: T s R
2X +1)(3X +1); b) 2X+3) 3X +2): o ):
d) (10%)({1—3)-%(31'{(—{—10); e) (TX—3) BX—17); 1) (4m 4 3) (2m — b5);

8) (a- . %) (3a — 2).

5) Efectuati: e Vi
X 4 05) (X4 0,3); b) (a + 2,4) (a + 0.4); ¢ m — n + p) (3m -
i 2n)a? é) (Z-X —J)i() (‘aer —)Y 4 3); e) (4X L 5Y 4+ 7Z) (32 + 7Y +52);

3 3 2 2
) (2m + 5n — p) (3m — 6n 4 5p); g) 7 a’ +[: bZJ.(ga =1 ':?'_b)?

h) (5}:2-w % X + 1) (3X2 — 2X).

6) Aritati cd produsul polinoamelor ce urmeazi este un binom:

a) X+ ¥%si X® — X'¥2 4 X*¥'— ¥S; b) X® — ¥o5i X® + X°V% 4 Y°,

7) Efectuati inmultirile:
a) (1 + X) (1 + X?) (1 4+ X); b)(X—a) (X —0)(X—c);0) (X +
+4Y —Z) (X — 4Y + 2).
~ 8) Ridicati la patrat:

a) —2X3Y?; b) % X2Y; ¢) — -ZL X4Y?; d) — 12X°Y5.

9) Efectuati: L
14X+ 4X2 — X* —2X — 1) (3X* —2X 4-1); s
ﬂ; Ezaxﬁ —UX 44X — 1) (BX-HAX A1) o) (X V24 2% 4
+ XY + YZ — XZ)(X — Y + Z);d) (X* — 1) (X* — X + 1) (X® X +1).

6. FORMULE SPECIALE
SCOATEREA FACTORULUL COMUN

Formula ce urmeazi ne este cunoscutd incd din clasa a V-a; ea exprimi
distributivitatea inmul{irii fatda de adunare:
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_ Aceasta formuls se aplica atit numerelor, cit si polinoamelor. Cu alte
cuvinte, in ea literele ¢, b sj ¢ pot reprezenta fie numere, fie polinoame.
Formula este folosity [oarte des ,in sens invers;

a-b4a-¢c =a-(b -+ ¢)

Serisd in aceastd formi, ea se numesle tormula de scoatere a factorului
comun,

Ezplicatie. In membrul sting, a este factor atit pe lingd b, cit si
pe lingd ¢; de aceea este numit factor comun.

Folosirea acestei ultime formule ne permite si economisim calcule. Si
analizim membrul sting al formulei. Pentru a-1 caleula, va trebui si efectusim
inmultirea -5, apoi inmultirea a-c, apoi adunarea, conform algoritmuluj*:

) Pasul 1. s =q-b (citeste: ,efectuez inmultirea a - b, notez rezultatul
el cu s“);

Pasul 2. 1 =a-c]

Pasul 3. Rezullat =g + 1.

Peatru a calcula membrul drept al formulei, va trebui s§ efectusim mai
intli adunarea b -+ ¢, apoi Inmultirea, conform algoritmului:

Pasul 1, s =b +e;

Pasul 2. Rezultat =aq - .

Observim céd dacd alegem al doilea mod de calcul (in locul primului)
economisim o inmulfire.

Datorita faptului ci sciderea se defineste prin adunare (pentru numere
reale gi polinoame) avem si formula

a'b—a-¢ =a-(b—e¢) |
|

S8 retinem si formula pe care o obtinem datoritd comutativititii in-

~multirii;
' b-a l e “a '-'[Z:'r.r ll I";] » {I.‘I

De asemenea, si retinem gi formula

a‘b+ac+ta-d-.. = == (b= d -F s 4 1) [

(in membrul sting apar cel pufin trei termeni).
EXEMPLE. Folosind formulele de mai sus, vom putea scrie:
6X +6Y —6(X ¥); 83X —3¥ =3(X — ¥);
BX' =63 X—3-2=3(X~2); 3X 1 2 =3-x+3--§: 3(X+—§-);
XY —X =X-¥— X1 =X(Y —1); aX — a¥ 4 aZ =o(X — Y +Z);
X=Xt Xt x5 _ yi.4 = X2 —d),

*algoritm = sir de pasi, liecare pas constind dintr-o operafie elementard, a caror
electuare ne conduce la rezultatul dorit.
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Alt exemplu. Fie polinomul p(X, ¥) = X* 42X 4 XY + 2¥;
il putem scrie, grupind termenii doi cite doi: p(X, ¥) =(X? 4 2X) +
+ (XY + 2Y). Scotind factor comun in fiecare dintre paranteze,
obtinem p(X, ¥) =(X 4+ 2)X + (X 4+ 2)¥Y. Acum X + 2 este factor
comun (1), deci p(X, ¥) =(X +2) (X + Y). Asadar X* 42X +
+ XY +2Y =(X 4 2)(X + Y).

EXERCITI

1) Scoateti factor comun: :

a) aX + X% b) 5X — 10X?% ¢) 156X — 6X?%; d) 8Y — 20Y%; e) 6aX? +
4+ 9X% ) aX®+ 2bX; :

2) Scoatefi factor comun: _

a) (X —1)* — 2X(X —1); b) 6X° + 9aX + 2X + 3a; QA Yo
— 8X°X* 4+ 16X?Y%; d) (2X + 3)(3X +5) + (2X +3) 3X + 1);€) 2Y(Y —
— 2X)*— (Y — 2X)%.

;\@ Scoateti factor comun:

a) (X —1) +5(X —1); b) (4X +3) (X —2) + (X — 22
c) (X —4)" — (4 — X)(3X +1); d) 8XY* — 12X*(X? } ¥?); e) (X + 7).
X (X+T)- Y58 XVX LY L Y(X+ 702X — Y).

4) Scoateti factor comun: :

a) abe — aX® + bcY — X°Y; b) X4 XY + X¥* 4 Y3 o) X°+
+ 23X + XF-2¥% d) (23X —3) (X*4-9)-L(2X —3) (X*4X)—
— (2X —3)(3X + 4).

PATRATUL UNUI BINOM

Reamintim c# am numit binom orice polinom format doar din doi ter-
meni (care nu sint asemenea intre ei). S notdm acesti termeni cu g §1b. Atunci:
(@a+0b)=(a+b)-(a+b) =a-a+a-b-+b-at+b-b = a* 4 2ab + b2,

Deci (@ -+ 8)® =a® + 2ab + b? sau (@ + b)® = a? + b2 + 2ab,

Aceastd formuld se citeste astfel: pdtratul unui binom se obtine insumind
pdtratele termenilor cu dublul produs al termenilor. ;

$1 aceastd formuld este folositd ,in sens invers®

a® + 2ab + b* =(a + b)?

Scrisd sub aceastd formi, ea se numegte formula de restringere a pitra-
tului unui binom. :

Pentru a o putea folosi, va trebui si recunoastem: 1) pitratul fiecirui
termen i 2) dublul produs al termenilor. Vom fi in stare si facem acest lucru
numai exersindu-ne pe multe exemple.

De exemplu, fie polinomul X*- 6X - 9; recunoagtem ci 9 =32 jar
6X =2 X - 3; astfel, polinomul poate fi restrins (X - 3)%
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La fel, in polinomul 4X* 4 12XY - 9¥? recunoagtem: 4X? = (2X)?;
9Y? = (3Y)?% 12XY =2-2X - 3Y. Astfel, putem scrie restrins: (2X + 3Y)%
Dimpotriva, polinomul X* + 3X - 9 nu poate fi restrins, cici 9 = 32,

cdar 3X # 2+ X -3(1)

$i formula de restringere a pitratului unui binom ne permite si econo-
misim calcule. Pentru a calcula membrul sting, trebuie si efectuim inmultirea
@' a, apoi inmullirea a- b, apoi- dublarea, apoi inmultirea b+ b gi in sfirgit °
doud adundri, conform algoritmului:

Pasul 1. ' =a"a;

LPasul 2.t =a+ b;

Pasul 3. u =2+t

Pasul 4. ¢ =b - b;

Pasul 5. w = s + u;

Pasul 6. Rezultat = w - »o.

Pentru a calecula membrul drept, va trebui si efectuim doar o adunare
gi 0 inmulfire:

Pasul 1. s =a 4+ b;

Pasul 2. Rezultat = s+ s

Avantajele sint evidente.
Sa privim cu atentie si calculul urmator:

(e—08*=(@a—10b):(a—b =aa—ab—>b-a+b-b=a®— 2b b
Deci (@ — b)* =a® — 2ab + b? iar (¢ + b%) =a® + 2ab + b2
Observati deosebirile dintre aceste doud formule,

De refinut:

a*— 2ab 4 b = (a — b)?

EXERCITI
® Scrieti in formd canonic# polinoamele in X:
) (475 (X = 9% 0) @ — X% ) (X - 985 ) (3 — £ 1],y

X+ 1)’; i) (%x— =Y,

2) Ce termen lipseste pentru a avea pétratul unui ‘binom:

a) X* +4X; b) 9X* 4+ 6X; ¢) X*—12X; d) X*4+9; o) 4X*+1;
f) X* 25?9

3)" Restringeti:

a) X* —4X 4 4; b) OX® + 6X +1; c) X*— 8X 4 16; d) 2BX* +
+ 20X + 4; e) 16X%* — 8X 4 1.

nﬁ—%ﬁQQX+mww

65

§ — Matematich-algebra, cl. a VII-a




\

(9 \’;Restringef;i:
a) X —4XY + 4¥2; b) 36X2 + 60XY 4 2572,
c) 9X% —12XY2 | 4y, d) X* —2X27 4 ye, e)

1
—3XY + 70 B X'V 4 8x2y: 4 g6y,

APLICATIE. Caleulul aproximativ al p
male. -

Fie numirul zecimal 1,015 avem 1,012 —
(de foarte multe ori) nevoie de precizie atit d
este suficient s calcul
este aproximativ 1,02, cu eroare de 0,0001 (1).

Sd seriem 1,012 — (1 + 0,01)2; folosind formula
binomului si neglijind termenu] 0,012
cu ceilalti doi), obtinem o 1,012 ¢
+ 0,02 = 1,02. Acest caleu] ] putem, face

Alt exemplu: 0,992 — (1 —0,01)2
din aceleasi motive.

in minte.

EXERCITII

1) (oral) Aproximat;: 1,022; 0,982; 1,032, 0,972, 2,012, 1,992. 3 oqe2.
2,992. = 1 ? ) 7
2) (oral) Un

pitrat are lungimea laturij de 29,8 cm, Allati aria sa, in
centimetri pitrai,

DIFERENTA PATRATELOR

Sd inmulfim, suma ¢ + 5 cu diferenta @ — b, O
=a‘a—aqg-p —f—b-a—-b-é:az—ab—l—ab-b“
Deci: (a + b)(@ —b) — g2 JESE e

Aceastd formuli se o
ca diferenta pdtratelor.

Si aceastd formuli este folositd, de reguld, in sens invers:

sz —b* = (3 - b)(a — b) ’

Secrisd in aceasty forms, ea se numeste formula do descompunere in
factori a diferenfei pitratelop. :

finem (@ 48) - (a — py—

=a% — p2

iteste astfel: produsuy sumei cu diferena oste egal

De exemplu: _
&X? — 9y2 — (2X)2 — (37)2 = (2X 4 37)(2Xx — 3Y); la fel
2% — V= (VIX) — o (/3 4 Y)(V2X — ¥).
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-j: X2 X 4 1; ) oxa—

atratelor unor numere zeci-
= 1,0201. In practici nu avem
€ mare; in cele mai multe cazuri
4m cu eroare de o miime. Putem Spune astfel ci 1,012
de ridicare la pétrat a
= 0,0001 (deoarece este mic, comparativ

ste aproximativ 12 +2:1:0,00 =1 +

este aproximativ 1 — 0,02 = 0,98,

(

i e sk fa ' ie de timp in calcule.
la de mai sus ne permite si facem economie d I
Asiii‘elF(;Jl;Etlr: a caloula membrul sting va trebui sé efectuim doud inmulyiri
§i 0 adunare (1), conform algoritmului:

Pasul 1. s=a-a;
Pasul 2. t=10-b;
. Rezultat = s — 1. _ ;
]i':j:jusa l:;cula membrul drept, va trebui s efectuim doud aduniri
§i 0 inmulfire:
Pasul 1. s =a + b;
Pasul 2. t = a '~ b;
Pasul 3. Rezultat = s-¢.

Insi, in cele mai multe cazuri, o adunare 5@ efectueazi in timp mai scurt
.decit o inmulgire.

EXERCITH

1) Calculati:

Il L 2 (R x) 3:—):];.
a) (X +7) (X —7); b)(X+—3-]( ~~3—], c)(2 3 (2 ;
d) (X +Y) (X + Y);e) (—X +2) (X + 2).
Descompuneti in factori:

a) X*—4; b) X2 —9; o) X2—25; d) X*—16; e) X>—

&~ @

H
25
f) — — X2
) 16

3) Calculati:

a) 2X +1)2X —1); b) BX+2)BX —2); ¢) (2a—1)(2a +1);-

2
=V 3Y)(V/2X + |/3Y); d) (X5 4 1) (X5 —1).
4) Descompunefi in factori:

d) (guw)(ix-sr)_; o) (s+ 1/3)s — V/30); 1) (1/3X —

1 : M R
a) X% —4Y% b) &X* — 25q%; ¢) ZX"-—YE, d) m*—17; e)a

— 2b%; f) a® — 3b2

5%*) Descompuneti in factori:

a) )(Xic Y)2— X% b) X2 — (Y + Z)%; ¢) (2 +9)* — (w.—v)?; d) X* —
— Y% o) (B + 1) — (&2 = 1)1,

6) Descompuneti in factori:

dy S e
) 9X* — &; b) 100X* — 64; o) 49Y* —3X*5 &) — X —




7) Dessompuneti tn factor;:

8) (X +27)2 — (x — Y)% b) (X 4 Y-y — 1 —
©) X*— (X + ¥y q) (X—1)2—9

8) Calculati mintal:

a) 201 - 199; b) 105 - 95; ¢) 21 - 19.

X + ¥p;

7. DESCOMPUNEREA IN FACTOR]
A UNUI POLINOM

Stim, din clasa a V-a ¢y orice numir natural poate f; scris descompus
ca produs de puteri de factop primi. De exemplu, 10 ge poate scrie 2 - 524

;3 poazte scrﬁie 2%-3, jar 144 se poate scrie 24- 3% De asemenea 18 — 2.3
=2:3-5. ' :

Acelagi lucru se poate spune i despre polinoame. Dar descompunerea
in factori a unui polinom este, in general, o operatie dificila, Fiecare polinom

are modul siu propriu de descompunere, iar obisnuinta calcululuj ge obtine
. doar dupi un mare numgr de exercitii rezolvate, Vom prezenta citeva tehnici
simple de descompunere in factori.

In lectiile trecute am_ficut citeva descompuneri in factori. Cea mai
simpla este urméatoarea :
' a-b+a~c=a-(b+c)

numitd scoaterea factoruluj comun,

Ezemplul 1, Polinomu] X2 + X are doi termeni;
apare ca factor X. Putem gi.] scoatem factor comun:

X*+X=X-X+X-1=X-(X+1).
Am descompus astfe] polinomul in factor.

Ezemplul 2. Polinomul tn X
menea (1). Scotind factor comun :

aX+X=a-X—|—1--X=(a+:[)X,
l-am scris de fapt ca monom In X, cu coeficientul a - 1,

Ezemplul 3. Fie polinomul p(X) = 2X2
factori astfel;

P(X) = 2X + 1)X sau astfel: P(X) =2x(;( i %,]

In fiecare dintre ei

:aX 4+ X are doj termeni, dar ei sint age-

+ X; il putem descompune in

OBSERVATIE. Descompunerea in
coeficienti numere reale nu este unied (1)
Ezemplul 4.-Polinomu] Xx* + X3+ X2 are t

rei termeni; tn ficcare
dintre ei apare ca factor X2 Scotindu-1 factor comun:

Xé4 X34 X2 X2. Bt X Xf X ] = X(X24 X 4 1) am descompus
polinomul in factori. -

factori a unui polinom, cu
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i ie . descompus in
Ezemplul §. Polinomul X*Y T 2XY2 4+ XY se 'ich T4 1)
factori astfel: XY(X — 2¥ - 1), dar si astfel: 2X¥ (.E — Y+

: dm
Exemplul 6. Fie polinomul in X:(a 4+ b)X? 4 gﬂt-}— E;)iJf(. r?;&b:z::;’en
2 1_“ }:,l are doi termeni, ce nu sint asemenea intre . EX i
:?-e Pgor:&?;ln2 al doilea are gradul §.+Sco$n§| ;aclt)c‘;vr c?ﬁz} cgﬁl = L
: 1 e b a . Dar, la fe
Scrie desc?lrx? P; 3011]: i’:}‘:::&h&a ;" p)ut.em proceda si &lﬂ]l. cu constanta @ -+ b.
lfl’]olierf:;i}:l poate fi scris descompus in factori si astfel:

(e + ) X(X 4+ 1).

Ambele descompuneri sint corecte. B e R L
Eesnpial v e pRtneL g ) T e i T O e

compnna;m{n factori. Grupsm termenii du} 0111:_18 ggilﬁi( p»a rant_ezé: P
: factor comun pe X . it Tl

dll ), baadteny t cum factor comun pe Y ; po

(‘1'2 X(¥Y -E)?)YJS- LYU? 3';)'1)80(? imz)a; l-am descompus astfel ca produs al

evine p(X,Y) = ( 3 .

factorilor X + 1 gi ¥ — 2. ;

= Alte tipuri de descompuneri in factori se bazeazd pe formula de restrin

gere a patratului unui binom:

a* + 2ab + b = (a + b)?

) a? — b2 = (a + b)(a — b). :
gi pe formula : ; 24 20X 4 a; scoatem factor
% : 1 in X: aX?4 202X i : R
Y eonmtanta a1 6(Xh - X + 1); restingind, polinomul 5 seis descon
comun <€o : = RV > .
i astfel: a(X + 1) ! : e
Pt facmlg';jaz eFie fmlinomul 16X — 8X2 4 X. In 'h\:?l%arxe‘* dlnfél}% fjﬁli‘)ﬁf;
torinen & §i apare oa lotor comun X TOXs BX - 1 = (4K 2 KX+
% 5 teze avem e ; 2 X
Si dbsegvan .ag 2BaLo paran 1 se descompune astfel: (4X — 1)2X.
il e — 1)2 Dec1 polinomul se : . q ede-
+1= (X ; : 23 — &x. Considerat ca polinom in n
linomul a®x %, L.or :
t 'iﬁimgmicfétlgﬁliﬁﬁg este fo:-m.a? din t'.iol] tzermeém asemenea. Il putem
lRESY ! : (a® — &)z, eu coeficientul a? — &. .
iy % !:mc:loolﬁlit;zirai' c(a? polingﬁ{ in nedeterminata @, el se va scrie descompus
a
hins 2 2){0. e 2]. i P
in factori astfel: :r:‘(a + 8O seotind factdr eoimun Bo X, Soriein
R i s £3)(X ~3), deci vom' putea
o . n = : 5N -
(A ol)inomul descompus astfel: (X + 3,(X- L factori astfel:
gL 2. nplul &, Polinomul X% — 1 se descompune in fac .
xem .

X6 — 1 = (X2 — 1% = (X2 + 1)(X2 — 1) = (X2 4 1)(X 4 1)(X — 1),

; i [ — 1) 44X se descompune in factori
fExempfitrfuf. ri'i?(]:gz;mﬁl p(ﬁi’(.rat:l )(X—L_ v—"ZX -+ 1)14; 4X; ‘reducem, apoi
astfel: ,.male enea: X2-+2X - 1; regrupim: (X + 1) e
termenii asem, 7. Polinomul X2 + 3X 4 2 se descompune as 82'()( 5
B 2K Xt 2 (X DX+ (Xt D) = (X - DO
A T 5X L 6= X5+ 2% + 3§i—§}=_(§2+ DX + X D
g7 2) = (X + 3){ (ol —X—2=
N é{}(ix——-gzi-l.;{?}fx++1) )—— 2EX +1)=(X—-2)(X + _1).
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i ; 2 :
A :_“ general, polinomul X* - (a 4 b)X 4+ ab se descompune in factori
X+ aX+0X +ab =X(X+0) + b(X +6) = (X +b) (X + a) =
=(X+a) (X + ).
Polingmul X* -1 se de PR ¢
falid unuighinnm: scompune in factori prin completarea pitra-

X+ = (X4 200 1) — 2% = (X* 1) — (2K = (X2 4 4 4
+V/2X) (X +1 — VIX) = (X* + VIX + 1) (X — /3K 4 1).

EXERCITIT

1) Deﬁcompuneti in factori: -
a) 9X° — X; b) X —9X2¥Y: ¢) X?— 9XY2: ;
e) 4X°Y — ¥; 1) 4X° — XY, g) Sore v R,
-2) Dsscompuneg;i in factori:
a) X* +8X 4 16; b) 12X* 4 12X 4+ 3; o) 4X! '
: < A 4X2 .
+ 4X® F4X; ) 2X4 - 12X° 4 18X, 1) 3X° 12;'(;:- 12}::F g e
3) Descompuneti in factori:
2
2[;)5;5 +23X-1—2; b) X*+5X+4; o X—5X46; d) x*—
= +2; ¢) X*—2]/3X 4-3; ) 2X* 4 4|/ 32X :
. " 2 4. 4 2.
h) X* — &Y% ) X*— 277 j) X4 — 81; k) X° — ¥, 1) 81)(_41:1%)1’? Bl
4) Descompuneti in factori: -
i 1 )2 i 1 2
a)(2 X+EY] _(EX_'"E Y) b), (X® = 3X 4 4 .~ 4
¢) (2X —3) (X — 1)* — 42X — 3); d) (X —3) (X2
e) (3X — 1) — 25; f) (X 4 2)* — (3 — 3X)1, Scter iy gl
6%*) Descompuneti in factori:
8) (X — 2+ (X — 2= (X — D} (X — 2% ) (X + 7] =

— (-1 ) — ; 3
T (x4-.t Xz -:—1.(X g Z)* (Y + )% ©) (X 4 bY) + (a¥ — bX)2

8. INLOCUIREA NEDETERMINATELOR
PRIN POLINOAME

Fie de exemplu polinomul X - 1. S inlocuim iahi
. : : variabila (nedetermi-
nat‘a) X prin polinomul ¥% ¥ 4 1, in altd variabild ¥. Ca rezultfat obti;?nlu
polimomul in Y: (Y*+ Y 4 1) 41 = Y24+ Y42
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S4 inlocuim pe X cu po]iﬁomu! in doud variabile z si £: 22 + zi; obtinem
ca rezultat (2% + zt) 4+ 4 = 22 + 2t 4+ 1, care este un polinom in z §i L

Fie polinomul P2(X) = X2 4 2X; inlocuind variabila X prin polinomul
in ¥: Y2+ 1 = Q(Y), obtinem:

P= (V24424 2(Y24+0)= (Y2 4272 4 1) + 27* + 2 = ¥* +
+ &Y? + 3; se scrie P(Q(Y)) = Y* 4 4Y2 4 3. ;

S# inlocuim, variabila X prin polinomul in ¥:2Y — 1 = R(Y); oblinem

P=(QY — 1) 42027 — 1) =4Y? ~ LY + 14 &Y — 2= 4Y? =43

se serid’ HfK}} = &¥Y2 — 1.

OﬁSE??VA TIE. Notatia P(Y) inseamnd Y? 4 2Y, care nu este acelagi
lucru cu P(Q(Y)), sau cu P(R(Y)). Putem scrie:

P(Q(Y)) = Q(Y)* + 2Q(Y), sau P(R(Y)) = R(Y)* + 2R(Y).

Tnlocuind variabila X prin polinomul z 4 ¢ = §(,2), in nedetermina-
tele z si ¢, obtinem:
P=(z4+ 12420241 = (22 + 2zt + 1) d 22 2U=22+F 2ot 12 4+ 25+ 2.
Se scrie P(S(zt)) = 2% + 2zt + * + 2z + 2t _

fnlocuind variabila X prin polinomul constant 3, obtinem P = 32 4
4 2 -3 = 15; se scrie P(3) = 15. Se spune c& 15 este valoarea polinomului £
in constanta 3. j

Fie polinomul p(X) = X? 4 &4X? + 3; inlocuind nedeterminata (varia-
bila) X prin constanta 2, ob{inem polinomul constant 2%+ 4 -2* 4 3 =
= 8 4 16 4 3 = 27. Notam p(2) = 27. Spunem cd 27 este valoarea polmno-
mului p in 2. _

fnlocuind in p nedeterminata X cu constanta 0, obtinem p(0) = 0% 4

il 118 1 \2 1 1
+6-024+3=3 L =l = dl=] 3= i
40243 afel,p(z] (2) 4[2) 3 5 44

+3 =4% : (=) = (=2)F - &(—2F + 3 = —8 + 16 +3 = 1.

Astfel, valoarea lui p in 0 este 3; in % este é%, in —2 este 11 i,/

aga cum am, vizut, in 2 este 27.

Observim, cd putem obtine valoarea polinomului p in orice constanti ¢
§i ¢l avem p(c) = ¢® -+ 4c? + 3. Calculul valorii p(c) se face conform algorit-
mului:

Pasul 1. s = ¢ - ¢ (aceasta inseamnd ¢ vom, calcula produsul ¢ ¢ gi-l
vom nota cu §);

Pasul 2. t=1c¢ -s;

Pasul 3. u =4 -s;

Pgsul 4. v =1+ u;

Pasul b. p(c) = v+ 3.
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Pasul 1. s —¢ < Ié; {c+'¥}.c%.3
Pasul?.t:c'c; \5—’\}/
T
Pa.s'ui.?.u-:s-t; u:
il
Pasul 4. p(c) =y 4 3, Plc)

OBSERVATIE. Intr-un algoritm, in fiecare pas se executd o singury
Opem}l‘? e!ementarlé. Un automat (c maging de calcul) care sbie gi efectﬁez
adunarf §1 inmultiri, va putea fi | programat® 84 execute ggegt algorit :

Fie polinomul in doux nedeterminate X si ¥: N =t

— 13 - . .3 1,2
P, 3) =124 3 =4 L4 fel, p(—j-. Z):(h_) +§__1
=124 (—1)=0.
Inlocuind numaj nedeterminata X cy 1, obtinem polinomu] in ¥:
P, ¥)=14

Inlocuind nedeterminata X ¢y poli i 4
: . i _polinomul z 4 4 — £(z), iar nede-
termmaz.ta Y cu polinomul 2 + 2t = r(z, 1) obtinem poIinomu’] in z gi ¢:
G+ C+2) =21 3L %41 care'se noteazi p(q(z), r(z, 1)).

QBSER VATIE. In cdrtile mai vechi, in loc de winlocuim pe X oy 1¢
se sorie uneori , X = 1% Incercafi si nu folositi aceasty notafie. In cirtile
mal noi vefi intilni notatiile: nl = X sau X 1%, amindouy citindu-ge:
»ddm lui X valoarea 1%, say »inlocuim pe X cu 1, :

EXEI;{;;ITIU REZOLVAT. Fie polinomul P(Z) = (22 — INZ + 1) +
+ 2(25 ~—]-

i 32
a) Scrieti algoritmul pentru caleulul valorij polinomului tn constanta ¢
b) Descompunet; polinomul in factori.

¢) Scrieti algoritmul pentru calculul valorii polinomului i ¢ folosind
descompunerea, in factori. ’

SR 1y . '
d) Caloulati P(E), P( = E] s P(—i—). Ce algoritm folositi?

Rezolvare. a) Algoritmul este urmadtorul:
Pasul 1, s = 3 et

Pasul 2. t =5 — | (am , programat* Prima parantezé');

72

— - _‘..--—-—__ i 38

Pasul 3. u =e¢+4 1 (a doua parantezi);
Pasul 4. v =1 -u;
Pasul 6. w =¢ -¢;

Pasul 6. g — w + 12 .

Pasul 7, r = 2 -q;

Pasul 8. P(c) = v +r.

b) Pentru a descompune in factori, efectuim mai intfi inmultirile,
apei regrupim:

17 1 1}\2
PZ)=22°4+2Z2—Z—1 42724 2 _ 472 24+ —=1[2Z 4+ —].
(2) = 22* + +228 4 2 +Zek = ( +4)

c) Noul algoritm este urmitorul:
Pasul 1. s =2 +¢;

Pasul 2. 1=s—|—-i—;
“Pasul 3. P(c) =1 -t
d) Cu acest al doilea algoritm, ob{inem P —;—) =(2- —2!——|-

e+ 2 =) = e )2 ()2
4 & 16 2) 16 &) 16
EXERCITII

1) Fie P =2X?_ XY 4 3y2, Q=3X*—4XY — Y2, R=Xx24
=+ 2XY — 2Y2 Scrieti in form& canonica polinoamele:

) A=P+Q0—R: b)B=~P—_0+R; o C=P—(@Q+R);
) D=P—(Q—R); ¢) E=(P+0Q) —R.

@) Fie polinomul P(X) = (X2 + X2 4 (X2 — X)® 4 (X2 — 1)5, Cal-
culati valoarea lui P in a) —1; b) 0;¢) 1.

@) Fie polinomul, P(X) — (2X2 - 1)z — X¢

a) Descompuneti in factori; (b) Caleulai P(— |/2), P(—1), P@),

P.( 1/2). Ce obsefvat.i? ¢) Calculati P (Vi—ﬁ]’ p ([—/i—j), P(V—;)
(%) Fie polinomul P(X) = (2X* — 1) — X%,
a) Descompuneti in factori;(\lﬁ Calculati P(-— ~1—), P(—-1), PQ1),

/3
1
Pl—_].
(73 |
5*) Fie polinomul P(X) = X2 4 1. Arétati cd pentru orice numir real
¢ avem P(c) > 0.

6) Scrieti algoritmul pentru caleulul valorii polinomului p(X) = aX? +
+ X 4 2 in constanta c. Puteti giisi un algoritm mai convenabil?

7) Scrieti in formd canonicd polinomul a eirui valoare in constanta ¢
se calculeazd prin urmditorul algoritm:

Pasul 1. s = ¢ 4 1; Pasul 2ot=gss; Pasul 3. w =2 +¢; Pasul 4.

ple) =t4u.
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8) Fie polinomul E(X ¥)=X1— Yy L9y
7 1 = 2Y,
—2), B, O B2 1) B By emservali? b) Caloulai £(—2
1 - 1 y‘—'__, 3 Ry y —.}3.0 7, TR # 3
in factori. ‘Ef pl_wa@i rezultatele obt,inuffe la a}) ch;l_)ﬁewah? ¢) Descompuneti
e LI e SRR e O, SNt Tl
escompuneti i i . 4 ; ]
valosis 0{a). punebl in factori; b) Descrieti algoritmul pentru caleulul
10) Fie P(X Y)=(X 37)2
; RS + 5(X - 3Y
si Q(X,) 1}?{1: ﬁ X +7) 3x — 27), Caléu]ati: ) (2X + Y) + 42X + v
a » 1) 81 Q(1, 1); b) P(1, 2) si O(1. 92)- :
G e lins el Obginu(-l;e? )51 Q1 2); e} P, —8) 5i (1, —8).
11) Fie P(X Y)= XX 4 ¥ Y2 .
st ’ ~=YAX : i
nicd polinoamele in X: a) P(X, -—iJ); b) PEX _}(-})?)c) SE\;;I 1in R0,
1Calculat.i apoi valorile P(—2, 3), P(3 2:. P‘(5 5) s
24‘) Fiep{X Y}=X2__zy_ 1 1 s ) .
; 1 : (X, Y)=XY; /X, Y) = X3 —
1111001;1:;111 pe X ou a - b iar pe ¥ cu ab, ce devin po]in(oa;nel)e P ;g{ §i r?XY-
3) Fie polinomul P(X) = X3 — X34 X _ 1. Precizafi care di b
propozitiile ce urmeazi sint adevirate: d i
:i)‘pé” =4ib} PA) =5;0) P_1)=0;d) Pt} = 056) P(0) = —
alculati valoarea, polinomului P(X) = X2 '2 : e
= =X*—-2X13
In 2— /2 si in -2+ |/ 2. e
ig) ga'llculayi P(—1/3) si (P ]/3), unde P(X) =X3_zxz_+3x_2
+ P 1) B). ot By b Py s SO B(~2)- PO)
! i . cu — 1
numir real. ali Pla) + P(—a) 5i P(a)- P(—a), unde a este un

\ 9. FRACTII RATIONALE

In § i becs v m
n formula de calcul a densititii p= 7 membrul drept nu este u1‘1

pa]inoén in liiteé'ele m §i V; este o fractie rationals.
unoscind aria 4 a unui trapez, inilti i ic
se calculeazd dupd formula B e O el e e e

94 — 5%
;

iﬁ[‘embml drept al acestei formule nu este polinom in litera %

. Tie polinoamele in X: P(X) = 3X? + 6X si Q(X) = 3% st

g:in;lroarlnul lC(X) =X +C? ! f:re proprietatea c; é%gf))- C(X) -=0P13?9Xr;an}1§s‘t}1§
sa_ nu . - L . .t - %

b lem pe C eitul imparfirii polinomului P la polinomul Q si

Fie polinoamele in X: P(X)= X 4 15i¢(X) = X: ori i
mul ¢(X), nu putem avea X -¢(X) = X i e o
rest) polinomul p la Polinomul(g.) +1; deci nu putem tmpariy (fird.

b=
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Aceeagi situatie am intilnit-o in clasa a V-a, atunci cind am invitlat
despre operatiile cu numere naturale. Am vizut ci 6 se imparte la 3, dar nu
se tmparte (fird rest) la 5. Am invitat atunci despre fracjii si ci 6 :5 este

»iractia® —

 Aceasty idee o vom folosi si in cazul polinoamelor; vom invifa acum
despre fracfii rajionale. _

DEFINITIE. Vom numi fractie rationald (in nedeterminata X) o pereche
de polinoame P(X) si Q(X), scrisd sub forma
E P(X)

Aax)

Numitorul Q(X) trebuie s# fie diferit de polinomul nul 0. Astfel,

2X . 3X. 3.8% /5, B4, X+V3
5 EEIE e R RO IR e QU ¥ |

sint exemple de fractii rationale in nedeterminata X.
2a 2 2¢ 22+ 1
_ T T AT R
sint exemple de fractii rationale in nedeterminata a.
Xp¥ X X X414
XY L0 VU v T
sint exemple de fractii rationale in nedeterminatele X gi Y.

OBSERVATIE. Orice polinom P(X) in nedeterminata X poate fi
2(X)
T s

scris ca fracfie rationald in X, cu numitorul 1 :

EXERCITIU

Care dintre propozitiile ce urmeazi sint adevirate:
a) O fractie rafionald este citul dintre un polinom si alt polinom nenul;
b) O fractie rationald este o pereche de polinoame; :
: g P(X)
¢) O fractie rationald este un raport ?
/ Q(X)

AMPLIFICAREA FRACTIILOR RATIONALE

p . X 2 i
Fie fracia rationali (in X) = d. - S8 inmulfim atit numnitorul, ot

si numitorul ei cu polinomul X 4 1. Obtinem o noui fraclie rational,
al carei numitor este (X 4 1) (X — 1) = X? — 1 si al carei npumdirator
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este (X 4 1) (X-[—l)-—xz
X2+ 2X 1

e Spunem ¢ ea a fost ob\}mutﬁ prin amplificarea primei

fractii cu polinomul X + 1. Se obignuiegte si se scrie

x+1;x+1 i X2+2X+i
bR e T

Alt exemplu: fie fractia ragionald % Si inmulfim numgrstorul §i
numitorul cu poli 1 i i i 8X )
polinomul X obtinem, fractia ragionald Y despre care vom

spune cid a fost obfinutd din % prin amplificare cu X, Scriem

03 _ 3x
X X
e De asemenea
! x+ni_33+3
X XX

RS e el : '
n general, fie o) ° fractie rajionald in nedetermmata X, iar R(X)

~ un_ polinom dnrant. de 0. Vom spune of fractia rm}lonalﬁ R(X) - P(X)

o R(X) - Q(X)
a fost obtinutd din fractia -Q %-X—; prin amplifieare cu polinomul R(X),.

_ EXERCITI

1) Amplificati fractia rapionaix XX i ou pol;momul:

a) X; b) X +1; ¢) X% q) X* 415 e) 2X; f) 3X2; g) 2X + 1.
2) Amplificati cu polinomul X2 + 1 fractiile ra‘plonale in X:
X + 1 2X +1 X2 —1 X—1
a ; b > : — g) X :
) ) X ¢) X ; d) X;:'_—I':e)—j—';f) X -2,

X4+1

3) Amp]ifica‘pi fractia rationald

cu:

a) X;b) Y;e) X —1;4) Y—1;e) X 4 7.
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42X + 1. Aceastd noui fractie rationald este:

SIMPLIFICAREA FRACTILOR RATIONALE

X:—1
Xt —3X+2
descompune in factori numéritorul: X2 —1 = (X 4 1) (X —1). Dar si
numitorul ei poate fi descompus: X2 —3X'4+ 2= (X — 2) (X — 1). Poli-
nomul X — 1 apare ca factor atit la numar&tor, cit §i la numitor

S& privim fractia rafionald . Sd observam cd putem

(X+1) (X—1)
(X—2) (X—1)
X 31

Spunem cé fractia rationald se obtine din fractia rationald

i
Xs_Xgi_:_._z prin simplificare cu polinomul X — 1. Notim:
X2—1 @ X4
B—XL£h - Xl
. 2 o
OBSERVATIE. Fractiile ral;iqnale = 3X1+ ; o 2 i : S

pgale; prima se obfine din a doua prin amplificare cu X —1 a doua se
obtine din primia prin simplificare cu X — 1.

In general, daci P(X), Q(X) si R(X) sint. polinoame, vom, spune ci
4003 so obfine din fractia rationald AT R prin

fractia rationald Q(X) + R(X)

simplificare cu polinomul R(X).
(Bineinteles, polinoamele Q si R trebuie s fie diferite de 0.)

2
De exemplu, fractia rationald XT se obfine din fractia rafionald
% prin simplificare cu X; fractia rationalid %I- se obfine din fractia ratio-

nala % prin simplificare cu X2

XY —Y
XY+ Y-
cu Y; din ea se obtine prin simplificare cu X -+ 1 fractia rationald

Fractia rationald prin simplificare

—1

se obfine din

=
‘

!

care se identificd cu polinomul X — 1.
EXERCITII
1) Simplificati cu X fractiile rationale:

=
g X . p 2% X X4 4 X

b) —; ¢) ; d) . Care dintre ele mai
poate fi simplificata?

xe X P x! Xz
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X3 — Xy:

2) Simplificati fractia rationald c
X34+ 2X2Y 4 Xye

a) X;b) X+ Y; ¢) X2 4 XY,
@ Simplificati:

u

‘150‘.}{2]" = 9;;{}(2 - 2X 2X2Y

LT <
axy ' ox 0 ) Baxyit D o © axy U oy
8X2y 5X3YZ '
g) ; h) .
&xe YXZ
@Simplificati:
XY 4% XY LX 2
Omrr Mt g BT, o
+ Y2 ¥ Ay—yn n S Te
o S0 o AmGaxy 8X — 16 BXS — ¢
———-—-Xg_g £ 4\———-3 = Sy T & ) '_G,
6X° — 54Xy 16X* — 32X ° 3X+3)
) X242X i X:—-3x
X+3% 'Y x—4x

@ Simplificati:

a) —3X +5) (X —1)? — 43X + 5) T et el
. (X+1}2(X—3} 2 X® — xaye i
. L HO6XV4-912 o X -TVriavz_p 5Xt — 574

i d . D) e olniliens s S e
X —9r?* X2 — 9XY + y2-_ g2 8X2Y 4 8Y3 °

VALOAREA' UNEI FRACTII RATIONALE

. X) -
Fie F(X) = 2 & rationais .

| : ie F(X) o) 0 [ractie rafionald in nedeterminata X_ si fie ¢ un
numdr real.

Putem calcula valoarea P(e) a poli i
; polinomului P in ¢; de asemenea, pute
calcula valoarea Q(c) a numitorului Q in ¢. Pot apare doui cazuri: N

Cazul 1. Dacd Q(c) # 0, atunci vom spune ci fractia rationalds 7 are

P(e)

5 in ¢; vom nota F(c) = Ple)

Q)

Cazul 2. Dacd Q(c) = 0, vom, spune ci fractia rati i
B R , pune tia rationald /' nu are defi-

valoarea

X i )
i’1. Aici P(X)= X 41, iar

Q(X)= X — 1. Fie numirul 5; avem 0B)=5—1=4%0; deoarece

De exemplu, fie fractia F(X) =

P(5) =5 + 1 = 6, fractia rationald F are valoarea 5.3 in 5; scriem
St 3
3
F(b)= —.
(5) 2
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Avem Q(2)y=2 — 1 =1 # 0§ P(2) = 2 + 1 = 3. Fractia rationald F

are valoarea %= 3 in 2; scriem F(2) = 3. La fel,

3 4] 7 11

e e sl 2Ligey s
8 2+ 2 14 é+ 4 11
F — = :-_..:'.5‘ fl(—)z———-:—-—-—:—_
R RIS Qi el

.2 2 b 4

nu are definitd

Insa Q(1) = 1—1 = 0. Deci fractia rationald —;

valoarea in 1. Se mai spune si ci nu este definitd in 1. -
OBSERVATIE. In cirtile mai vechi se folosegte exprimarea ,fractia
rationali nu are sens in 1% '
Alte exemple. Fie fractia rationald E(X) = in i avind numitorul

Q(X) = X2 — 1. Deoarece Q(1) =0 §i @(—1) =0, fractia rationala E nu
are definitd valoarea in 1 i in —1. Avem,:

3(2)35_2_=£;E(1/§)= V2 =1/

St (Va)y' —1
. ‘ = 2
BB =L V3 g2 ___2
e (—2)p—1 3
T el X = P ey
Fractia rationala F(X) = o are numitorul Q(X) = X? — X,
Deoarece Q(0) = 0 si Q(1) = 0, fractia F nu are definitd valoarea in 0 gi 1.
444 3 g4
= =2 Fl)=——— =),
Avem F(2) w39 (—1) ey ——
X

Fractia rationala G(X) = o= avind numitorul Q(X) = X, nu are

definitd valoarea in 0; pentru orice numir real s # 0, avem G(s) = s(l)

EXERCITIU REZOLVAT

X241
X2

nu are definita

Pentru ce numir real s fractia rafionald F(X) =

-'fa.lua-.rea in s? ;
Rezolvare. Prin definitie, fractia # nu are definitd valoarea in s dacd

Q(s) = 0, unde Q(X) = 5X + 2. Deci 5s 4 2 = 0, ecuatie ce are 0 singurd
solutie, numarul — % Deci fractia rationald F' nu are definitd valoarea

iD. _20

5
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EXERCITI
& X8
1) Fie fractia rationald E(X) =H; aflai E(1); E(0);
E(—2); E(2). i
2) Fie F(X) = X : aflati valoarea fracfiei rafionale F in:

X2 —1
W —VE b 0 =25 OV VE

3) Pentru ce numdir real z, fractia rationald

a) -_?E; b) Ei_i’ c) -);—{—1-; d) 5:1_1 nu are definitd valoa-
rea in a?

10. EXERCITII §I PROBLEME

1) Exprimati printr-o formuld perimetrul unui dreptunghi, stiind cd
lungimea unei laturi este cu a mai mare decit lungimea celeilalte. Exprimati
printr-o formuld gi aria acestui dreptunghi. '

9) Costul unui bilet de tren pe distanta Mangalia—Constanta este de
90 lei la clasa 1 si de 13 lei la clasa a II-a. Caseria garii Mangalia a vindut
intr-0 zi @ bilete de clasa I si b bilete de clasa a TI-a, ping la Constanta.
Citi lei a incasat din vinzarea acestor bilete?

3) Covoarele din figura I1.8 sint asemenea
gi sint fesute din material de aceeasi calitate.
Costul materialului din cel mie este de ¢ lei.
Cit va costa materialul din cel mare?

E 4) Ce date trebuie sa stifi pentru a putea
estima:
a) numirul de litri de benzind ce se con-
sumi la o cilatorie Bucuresti-Timigoara, facutd
‘cu 0 magina ,Dacia 1300%;
b) costul combustibilului consumat “In
b aceasta cilatorie;
= - ¢) durata c#ldtoriei?
Fig. 11.8 5*) Doi bicicligti pleacii in acelagi moment,

unul din Ploiegti spre Buziu, celdlalt din Buzau

spre Ploiesti; ei parcurg in mod uniform distanta dintre cele doui orage,
primul cu viteza u, iar al doilea cu viteza ¢.

a) Primul biciclist ajunge la Buzéu in a ore. In cite ore ajunge al doilea

la Ploiesti? :
b) Ei se intilnesc pe gosea, cu ¢ ore inainte de sosirea primului la Buziu.
Cu cite ore inainte de sosirea celui de-al doilea la Ploiegti are loc intilnirea

dintre ei?
6 Efectuati inmultirile:

a) X% 3XY); b) ([/3XY)- (/2X2);0) {2):1’).(31’2)-('_%}12);
ay(1/3X)- (1/ 2X7)-()/ 6 X¥Z); ¢) (05X%) (2¥?)- BXT); ) (=2Y?)(—3X)-
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7) Efectuati:

2 1 1 1 3 1
2oy _Lyynixp_lxpg-2n-x,
"3 4 ) IR, v o A3

2
o[- )s(=)s(+37)
8) Reduceti termenii asemenea: '
a) 6X* + XY — 2Y* — XY — ¥? — 2X2 4 4XY¥ 4 Y% b) —X2

+4XY 4 3X2 +2XY — 5X2; ) %xz +%y +%x= .__g.y +%Xz +hy
3

9) Efectuati adunirile, reducind apoi termenii asemenea: -
a) (—2X° + 5X* — X -+ 2) + (X* — 3X + 2) + (— X* + 4X — 5)

b) (-—%Xﬁ —2X3Y + XYa) +[_%Xﬁ+ x4+xsy_|_% Xyz)_(Xa+
+2X3Y+%XY‘).

10) Efectuati inmultirile:
8) (—3XY)(X* — XY + ¥?);b) XX + X2 — 2);3)('—%){21'](1{2_

— 2XY + 272 4+ 4X).

11) Efectuati inmultirile; scrieti apoi rezulfate]e in formg icds

a) (1 — 2X + X%(e + X); b) (2X* —6X + 3)(3 — 2X); i
¢) (2 — X)(X2 —2X 4 5) d) (X — V2)X* + 1/ 2X - V/2).

12) Efectuati calculele, scriind rezultatele in forma canonic:

a) (X4 4+ 2X3 + X2 — 4X — 11)(X2 —2X 4 3) — 10X 432; b) (4X—
—3) - (71X +8) — (8X — 9)5X + 7) — (3X—2)(6X—8); ¢) (2X—1) - BX—
—8) — (4X — 2)(2X — 6) 4+ (6X — 3)(7TX — 2). :

) XI:'}*) ?fec’tuat,i:

a) (X2 + aX + a?)(X? —aX 4 a?); b) (14 X)(1 + X2)(1 + X9(1 4+ X3);
T LS 150 K T4 AKY £ X2 4+ 12— (X4
+ YXX + Z)(Y + 2Z); e) (X?+ 2XY + 2Y?)(X2 — 2XY + 2Y?).

14) Ce lipseste pentru a fi patratul unui binom: ;

a) 9X2 + 49; b) 4X2Y2 4 4X?; ¢) &X2 + 9Y?%; d) X? — 10X;e) X2 4

1 1 1 1
Bl S b B g Y TR ¢
<} }4 -1-4 g).él'f-i—2 ?

@ Scoateti factor comun: ]
ay AX2 4+ 2X2 44X b) &X*4-3X*+2X% e¢) Y2—TY?!45Y;

d) Y5 — Y% — 2Y%; e) 2nR? + 2nRH; f) vT—l—%T”; g) a*X?+ a?¥2 +

+ a2Z2: h) nLR + =Lr; i) |/2X+2X2; j) |/ 3X® 4 3X%; X2 —|/18XY;

1) 2X2 ialsxw—z}xu)f.l( AR IR oe e,
6) Scoateti factor comun:

a)i0X2 4 25XY — 15XZ; b) aX + X% 4 X3; c¢) 20aX — 32b X |-

4 28 X2: d) (2a — 1) X2+ (1 — 2a) XY + (22 — 1)X; €) (2X + 3)(X347) —

—2X 432 X +8X +12; N (X — Y +1)(X2—-Y)— (X —Y +1) XY;

2) (X2 + X+ 29X + (X*+ X+ 2)7; b) (X + ¥ +1)X3 + (X + Y+1)72
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lati P(5),” P(4), P(3), P(2) si P(1).

@ Restringeti b ’
§) X*—6X2%Y 4-9¥2; b) X* 4 4X°Y? 4 4Y4; ¢) X® — 10X4Y2 -
-+ 25Y4; d) 16X% + 8X 4 1; e) X — 6X°Y 4 9¥2,
Descompuneti in factori: .
a) X* —2;b) X2 —3;¢) X2 —15;d) X2 —8;e)2X2 —1;) 3X2 — 2;
g) X2_—21/3X+3; hy5X2 +2)/5X 4+ 1; i) X*—4, j) 146X — 16972
@) Descompuneti in factori:
a) X* 4 4Y%; b) 9 4 X4
ndicatie: completati mai intii pind la un pat.rat)
Descompuneti in factori:
‘a) X2+ 10X + 16; b) X2+ 7X + 12; o) 3X* +4X2 41,
d) X* —-7X% 42X —14; e) X2 —1—-XY—Y,; ) X4 X?Y2— Y4 —
—2X3Y; g) X¢— 9X2 /
*) Dascompuneti in factori:
a) X3—7X+46; b) X3 TX246; v) Xt—BX2415; d) X2
+2XY + Y24+ X+ Y. = ‘
22) Tie polinomul P(X) = (X + 4)? — 2(X? — 16) - (X — 4)% Calcu-

23#) Fie polinomul P(X) =2X° —
de 0,01 valorile P(]/2)si P(]/3).

24) Descrieti in pasi algoritmul pentru ecalculul .valorii P(a), unde
PX)=Q2X+1) X+ 2

25) Fie P(X) =(eX + b)- (21\‘{ +4 3). Descrieti in pasi algoritmul
peatru calculul valorii P(c).

o o : o 1 2
26) Scrieti in formd canonicd polinomul in X: (—2— X’—I—m) —

X?® — 2X + 1. Aproximati cu eroare

2
_(%— XE — m) . Descompuneti-in factori acest polinom. Ce observati?

97) Fie P(X) = X(X + D)+ (X —1) (X +2) +(X—2) (X + 3).
Scrieti acest polinom in formd canonicd. Caleulati P(—3), P(—2), P(—1),
P(0), P(1), P(2) i P(3); aranjati aceste 7 numere in ordine cresciitoare.

28) Calculafi Q(—g-) unde Q(X) =16(2 — X) -+ 32(X — 3)1.
3

m cu.X—2, cu X’,

29) Amplificati fractia rationald F(X) =

apoi cu X? — 2X. :
30) Amplificati fractiile rajionale 7 —32X §i 2);: 1
fractiile obtinute dupid amplificare sd aibd acelagi numitor.
31) Simplificati fractiile rationale:
X3YZ. Axs eX—X_ ,aX—a
a) ;b ) ©) 3 d) .
3X2¥Y X2Ye X — X2

astfel incit

aX?
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32) Simplificati:
IR SN A % S XY T x — 7
L

;h) ',C-) 1 3 ) A
6X* 6X; (X4 ¥P "X Y — X3y
R s e i ‘ '
f) 3 8) S
X2 — XY* X4 — X?
- 83%) Simplificati: :
0) t_3X 12 b) Xs —5X 44 G)X3—7X+6_d)X2—-5X—|-6_
X —2x + 1 5 BT xX2—3 ' =g 1
) YTy 8
X—1
34*) Simplificati:
- gt 4. b) X*—3X 43 ) X 4+2X2+X
3xeys4y:’ T X2 —5X 46 Xs— X®
a) O My pp o B XEX P
Yoy pysLXys’ 7 X _5X &
35)) Simplilicafi:
9 Xi—1 b) X3 —3X
Xto)/2x 12" x=+21/3x+3

36) Fie fractia rationali E(X) 3 - Calculati valorile:

E(1); EQ); E(]/2); E:(l/ﬁ);Eﬂ/zH) si B(2]/2). Aritati ci pentru

orice numir real s avem E(—s) = E(s). %

87) Fie F(X) =—2

1 Aratati ca 0 < F(s) <1 pentru orice numiir
real pozitiv s.

nu este defi-

88) Pentru ce numir real s, fractia rationald

nitd in s? Calculati valorile fractiei rationale in % i %; -g—. Aproximati
cu eroare de 0,01 valoarea fractiei rationale in |/ 2.

: : : ; X
~  39*%) Aridtati ca fractia rationala F(X) = 11 are valoare in

orice numar real S. .
40*) Fie F(X) Eii -|_" ; . Caleulati produsul F(}/2) - F(—1/2) cu
eroare de 0,01. Este adevirat cd acest produs este numar intreg?

41) Fie F(X) =§— 1- Calculati produsul F(a) - F(—a), unde a este

un numir real # —2.
42)\Fie polinomul P(X) = X? —2X + 3. Caleulatr P(2 — /%) si

P(2 + 1/2). Aproximati aceste valori cu eroare de 0,01.
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LUCRARE PENTRU VERIFICAREA INSUSIRII
CUNOSTINTELOR DE BAZA |

1) Reduceti termenii asemenea:

a) 2X* —3X 47 — X — X? — X 4+ 14 2X° — 2X? 4 2X — 5;

b) 109:—-8y+6z——5x—2y 8z + 2z + 6y + 4z — baz.

2) Efectuati inmuljirile, apoi scriefi rezultatele in form#& canoniei:
a) (2 + X): (2X* 43X + 1); b) (6 — X — X3+ (3X — 1);

c) (X2—2X41) (X2 +2X 4 1).

8) Restringefi: a) 9a* — 12 ab 4 4b% b) 2X2 4 2/ 2X 1.

4) Descompuneti in factori polinoamele:

a) XY +3X —Y —3; b) (X —1)2— (2X + 3)?; ¢) X* — 6X.

5) Scrieti pagii algoritmului pentru caleulul valorii P(c), daci P(X) =

=2-(X+1)+ X2 —1. : 3
6) Calculati P(2) si P(—]/2), unde P(X) = X4 — X2 —{,
—4X + &
X2 — 4
8) Aflati valoarea de adevir a propozitiilor: a) F(3) =3; b) F(4) =
4
= 3.}. ¢) F(—1) = —3, unde F(X) este fracia rationali din exercitiul 7

de

7) Simplificati fractia rationald =

5
£.

Sus.

CAPITOLUL III

FUNCTII $I GRAFICE

1. MULTIMI

Orice mulfime trebuie inteleasd ca o ,colectie” de obiecte (de aceeasi
naturd sau nu), obiecte ce sint numite elemente ale multimii. Am convenit in
clagele anterioare si notim mulfimile cu litere mari: .A B ... 5au cu notatii
speciale: N, %, Q, R '

" Reamintim ca o muli,;lme poate fi precizatd scriindu-i elementele intre
acolade, ca de exemplu astfel: A = {q, b, ¢, d}, sau specificind o proprietate
comuni numai elementelor mulfimii, ca de exemplu [1, 2] = {s € R |1 <

s < 2} '

Scriem a € A si citim, ¢ apartine lui A, dacd a este element al multi-
mii A; dacd u nu este element al mulfimii 4, scriem u & A si citim ,u nu
aparfine lui A% ' :

Notdm cu @ multimea vida, adici multimea ce nu are nici un element.

EXERCITII
1) (oral) Enumerati elementele multimii:
a) fn eN|1 £n <b}; b){xEZ|ﬁ3<mg4}, '{xEQIxse

scrie sub formi de frac’gle cu numdrdtorul §i numitorul mai mam decit 0 i
mai mici deeit 3}. >

2) Scrieti multimea divizorilor numérului natural:

a) 12; b) 15; ¢) 17; d) 96; e) 234, enumerindu-i elementele.

3) Care dintre propozitiile urmé#toare sint adeviirate:

a) 2 & {2,3,4}; D) b €0;¢) 0 € G;d)a € {a b a};
e)—7€{z€R|-9<z<0}; f)|/3—1€R.

2. OPERATII CU MULTIMI

Am invitat in clasele anterioare despre trei operatii cu mulfimi: reu-
niunea, intersectia si diferenta.

Fie A §i B doud multimi. Reamintim ¢ 4 U B (citim ,,4 reunit cu B*)
este multimea {z | z € A sau z € B}.
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Scrie}i elementele mulfimilor AU B, ANB, A — B, B— A.

Ele pot fi scrise, pe scurt, astfel:

De exemplu, {a, b, z} U {a, 3, y, t} = {e, b, z, y, t}..

Reuniunea mulfimilor are urmitoarele proprietiti: ~ . (%, y), unde z € 4, iar z € B.
tativ ﬁl)) T s Arat ket A B (reudingod este comu— Aceste perechi formeazd o nouii multime, pe care © vom numi produsul carte-
?

zian* al multimilor 4 si B gi o vom nota 4 X B.

Deci A X B ={(z,y) |z € Asiy € B}

OBSERVATIE. Intr-o pereche (z, y), ordinea in care scriem compo-
nentele este importantd; daci x # y, atunci perechea (y, x) diferd de perechea
(%, y)! Astfel, produsul cartezian al multimilor B si 4, notat B X A, are
ca elemente perechile (y, #) cu y€ B iar 2€ 4 i diferd in general de 4 X B.

De exemplu,pentru, multimile de litere 4 = {a, b} 5i B ={q, ¢, f}
produsul cartezian B X A are ca elemente perechile: :

(a, a); (a, b); (e, a); (e, B); (f, a); (f; D)-

Si prezentdm, elementele produselor carteziene 4 X B §1 Bx A si

2)(AUBUC = AU (BUC), pentru orice multimi 4, B si C (nsocl—
ativitatea).

3) AUD = A, pentru orice multime A.

Interseefia mul’glmllm A i B este mulfimea {z |z € 4 i « € B}.
Aceastd multime se noteazi 4 N B.

De exempluy, {a, b, 2} N {q, z, y, t} = {a, z}.

Intersectia mu];unllor are proprletat.lle :

1) AN B = BN A, pentru orice multimi 4 si B;

2)(ANB)NC =AN(BNC), pentru orice multimi A, B si C;

3) A N ©= 0, pentru orice multime A.

Diferenia dlnt.re multimea A si multimea B, notatd 4 — B, este mul— in alt mod:
timea {x |2 € A 5i z & B}.
De exemplu, {a,b, 2} — {a,2,9, 6} = (b}, iar {6, 2,9, 1} — {a, b, 2} =
= {y, 1}.
Din acest exemplu rezult# gi faptul c# diferenta nu este o operatie co- r @f  (b,f) (a,b)  (e.b) (f,b)
mutativi. : o
e (a,e) {b.e}
a @aql . (bal fag)  (eal (f.a)

EXERCITII

) FieA={1/2, |/3,89sB={zcN|5<z< 10}

} :
l a b ) /C a e f }
e B

2) Fie A={z€Z|-5<z2<4}si B={—=2|, | —1], 3}
Stabiliti valoarea de adevir a propozitiilor:

a) AUB=A; b) ANB s+ A; ¢) AUB=ANB;d) AN B=B.

3%) Ariitati ed (ANB)UC=(AUC)N(BUC) si (AUB)NC =
= (4 N €) U (B N C), pentru orice mul{imi 4, B, si C.

4*) Aritafi c8 dack ANB =B, atunci AUB =4 5i 4 — (4 —
— By =B

6*) A si B sint multimi de litere. Care sint elementele fiecireia, stiind
cia€A—BbeEB—Ac€ANB,AUB ={abcd}si{a,dN A=
= {a, d}? Cite solutii are problema? :

Alte’ exemple:
1) {1, 2} x-{0, 2} = {(4, 0), (1 2), (2, 0), (2, 2)}
‘2) Fie M = {m} (deci o multime formatd dintr-un singur element!),
iar N = {x, 9, z}. Atunci:
M X N = {(m, z), (m, y), (m, 2)}.

In general, dacd multimea A are a elemente, iar multimea B are b
elemente, atunci produsul cartezian A X B are a - b elemente. 4 g1 B se
numesc factorii produsului cartezian A X B.

e

PRODUSUL CARTEZIAN
: EXERCITII

Sa presupunem cd sint date mul{imile de litere 4 = {a, b} si B = {a,

e, f} Cu elementele acestor doua multimi putem forma noi Ohlect&, anume ! 1) Daci 4 = {_'21 ~1,/0, '1]' slBi = {a, b, C}| descrieti A X B Bl

perechi in care prima componentd este din A4, iar a doua din B. Aceste pe- ¥ B x A. Este adevirat cé aceste multimi au fiecare 10 elemente?

rechi sint: . ¥ cartesian — provine de la numele latinese (Cartesius) al lui René Descartes (1596 —
(@, @); (a, €); (a, [); (b, a); (b, €); (b, [). A 1650), matematician si filozof francez.
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2) Fie A = {1, 2, 3, &, 5}. Scriefi ele-
mentele produsului cartezian 4 X A.

11 11
1
of W L

11 O

multimea numerelor prime mai mari dectt & si
mai mici decit 12. Scrieti elementele lui P X A.
Cite elemente are P x A?

4) Pe o tabld de sah (vezi fig. II1.1) se
afld un turn alb in pozitia (c, 5). Scriefi toate
pozitiile pe care le poate ocupa turnul, dupa o
mutare corectd. Aceeagi problemd pentru ne-
bunul negru din pozitia (f, 3). La jocul de gah,
gL BoNE o NG turnurile pot fi mutate pe linie sau pe coloana,

Fig. I11.1 iar nebunii pot fi mutati doar diagonal.

3. COORDONATE CARTEZIENE.
REPREZENTAREA PUNCTELOR IN PLAN

Oricdrui numdr real {i corespunde un punct pe axa numerelor. Reamin-
tim cd axa numerelor este o dreaptd, pentru care am ales un punct O (origi-
nea), un sgns pozitiv §i o unitate de mésurd, segmentul OI (vezi fig. 111.2).

==— negaltiv (] ! : POZitiY ——e—
(/] 1
Fig. 111.2

In clasa a VI-a am invitat si reprezentim pe axi numere rationale.
Tinind seama de teorema lui Pitagora, acum ne vine ugor si reprezentim
pe ax# §i numerele de forma /2, |/3,...

De exemplu, dacd vom construi un pitrat ABCD cu latura de 1 dm,
atunei AC? = AB® + BC? adicd AC* =1 dm? 1 dm? =2 dm?, de unde
obtinem, AC = ]/2 dm. Asezind virful compasului in punctul A4, luind in
compas diagonala pitratului si trasind arcul de cerc ca in figura II1.3, gtim
cd lungimea segmentului AR de pe dreapta AB este |/ 2 dm.,

Lungimea diagonalei dreptunghiului cu L = ]/2sil =1 este |/ 3
(vezi fig. II1.&).

N
P
Al ,/\{( \
7~ \ = \
// \\ // \\ \
/'/ \\ // \\ \\
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| < 1
A 8 R 0 1 VZReiyy
Fig. II1.3 . Fig. 1I1.&
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8) Fie P mul{imea cifrelor pare, iar 4.
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EXERCITIU

Desenati pe caietul cu pétrifele 6 axd a numerelor, alegind ca unitate
de masura segmentul Of de lungime 5 cm. Folosind rigla gi compasul, preci-
zayi pozitia pe axd a punctelor ce corespund lui /2, /3, /4 /5, /6,
V341, V2—1 s 1= )2

Invers, oricdrui punct de pe axd {i corespunde un numir real, care este
numit coordonata punctului.

De exemplu, in figura II1.5 punctul P are coordonata —2, iar punctul

Q are coordonata |/2. Scriem P(—2) si Q(]/2)-

P s o e
=3 3 5 7 v -~
Fig. 111.5

In general scriem S(s), indicind prin aceasta cd punctul S are coordo-
nata s. :

Obserpatii. Originea O are coordonata 0; scriem O(0). Punctele agezate
la stinga originii au coordonate negative.

-

EXERCITII

1) Reprezentati pe o (aceeasi) axi punctele 4(—3), B(]/3), ¢(—/2),
D(—/5), E(—V/4);

2) Avitati cd dacd A(a,) i B(x) sint doud puncte pe axd, atunci mij-
locul segmentului AB are coordonata f-‘—%
lui Thales.) _

3%) Date pe axd punctele A(a) §i B(b), puteti construi cu rigla gi com-
pasul punctul G de coordonatd |/ab? In ce conditii?

. (Indicatie: folositi teorema

COORDONATE iIN PLAN

S8 ne imagindm cd ne aflim la intersectia a doud strdzi (punctul O in
fig. I11.6) si cé cineva ne intreabd cum poate ajunge la locuinta familiei Po-
pescu. $tim cd familia Popescu locuiegte in casa notatd cu litera A in
figura I11.6.

Cum indicdm drpmul pe care trebuie si-1 urmeze pentru a ajunge in 4,
plecind din O?

S# privim cu atentie harta {érii noastre. Observdm trasate mai multe
linii orizontale (paralele) si mai multe linii verticale (meridianele), cu.aju-
torul cérora putem localiza orice punct geografic (fie el localitate, virful unui
munte, sau izvorul unui riu). Pentru a localiza un punct pe harté trebuie si-i
cunoastem latitudinca si longitudinea.

S# luiim in plan doud drepte perpendiculare si sd le inzestrim ca axe.
Punctul lor de intersectie il vom alege ca origine a ambelor axe (fig. IIL.7).
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Pe axa orizontald sd alegem ca unitate de misurd segmentul O7; aceasti
axd se noteazd de obicei Ox i se numeste axa absciselor. Pe axa verticals sé
alegem ca unitate de mésurd segmentul OJ; ea se noteazi Oy si se numeste
axa ordonatelor.

Am folosit astfel ceea ce se cheami un sistem de axe de coordonate per-
pendiculare (sau rectangulare), sau, pe scurt, un sistem de coordonate in plan.

Odaté ales un astfel de sistem de coordonate, orice pereche (e, b) cu
@, bER (deci orice element din produsul cartezian R X R) o putem repre-
zenta printr-un punct din plan. Pe prima axd de coordonage (adici pe axa
absciselor) considerdm, punctul P de coordonatd e; pe axa ordonatelor consi-
derim, punctul @ de coordonatd b. Din punctul P trasim o paralels la axa

Oy; prin punctul Q trasim o paraleld la axa Ox. Aceste doud drepte se irfter-

secteazd in punctul A (fig. 11L7).

Am asociat astfel perechii (a,b) € B X R punctul 4 din plan. Spunem _

cii punctul 4 are abscisa a si erdonata b, sau ci are coordonatele (, b).
De exemplu, in figura I1I 8) punctul X are coordonatele (3, 2) punctele
L §i M au abscisa —1, punctele M, N si K au ordonata 2. Punctul I are
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i P ] H o
Sl ERE i
I'll 1 1
] s e ;
1 e
O T T
mananLd d e - t
Egimal eebann 12 2q pues
e
._-;_-.l-..-. RENSS gy [} TR
m R ERAYE PpasnpaN EEAET DL e
tEver s [ o s
TR T e R B
T
Fig. 1118

90

N LTn .

coordonatele (4, 0), iar punctul J are coordonatele (0, 1). Care sint coordo-
natele punctului £? Dar ale lui F? Dar ale lui O?

" Reciproc, fie ¥ un punct din plan (in care am ales sistemul de coordo-
nate Ox, Oy). Paralela la axa Ox dusi prin V intersecteazi axa Oy in punctul
Y, de coordonatd y (figura III. 9).

N

T v

|

|

|

|

X 0 X

Fig. [I1.9

: Pat;alela la axa Oy dusi prin V intersecteazi axa OX in .punctul X ,de
coordonatd z. Punctului ¥ din plan ii facem si-i corespunda perechea (z,y)

' a produsului cartezian R X R.

Putem, identifica astfel planul cu produsul cartezian R R, la fel cum
identificam o dreaptd cu multimea R.

Se obignuieste si se noteze V (z, y), ariétind prin aceastd notatieci
punctul V-are abscisa # §i ordonata y. Astfel, 0(0, 0), I (1, 0) si J(0, 1).

Sa figurém, in planul din figura III. 10 punctele A(2, 3), B(—1, 2),
C(0, &), D(<3, 0), F(5, —5) s G(—2, —3).

Sé observim cil punctele de abseisd pozitivi se gisesc in partea dreapts
a axei Oy, iar cele de abscisd negativd in partea stingd a axei Oy. Punctele

¥ L
L

c104) |
r—-\ 3 d /'.f\.
T i A U
B(-12) %
¥
0(-30) N
0 / X
GE2-3)
] A (’“ W
Z HW)
= Vo FI5-5/
Fig. 111.10

91




de ordonat# pozitivi se giisesc deasupra axei OX, iar punctele de ordonati
negativd dedesubtul axei Ox. Putem impdrti planul in patru regiuni, pe care
Je vom numi cadrane.

In cadranul I, punctele au si abscisa si ordonata pozitive. In cadranul
11, punctele au abscisa negativi iar ordonata pozitivd. In cadranul 111, punc-
tele au i abscisa §i ordonata negative, iar in cadranul IV, punctele au abscisa
pozitivd iar ordonatd negativa. :

Observajie. Punctele de pe axa Ox au ordonata 0, iar punctele de pe axa
Oy au abscisa 0. Punctul O, originea comund a axelor de coordonate, are
coordonatele (0, 0).

Toate punctele din plan ce au aceeasi abscisi se giisesc pe o dreapta
perpendiculard pe axa Ox, deci paraleld cu axa Oy.

Toate punctele din plan ce au aceeasi ordonatd se gisesc pe o dreapti
perpendiculard pe axa Oy, deci paraleli cu axa OX.

EXERCIFI

1) Reprezentali in plan punctele 4(—5, —4), B(0, |/5), €(— /3, 0),
D(—1/3,1/2), E(4,4). F(—3, —3). (Alegeti pe ambele axe ca unitate de
masurd centimetrul.) :

2) Care sint coordonatele punctelor K, L, M, N din ligura II1.11?
Puteti spune ce abeisd are punctul X, mijlocul segmentului K M?

3) Reprezentati infr-un sistem de coordonate punctele A(—2, —2),
B(2, 0), C(4,6) si D(0,4). Desenati segmentele AB, BC, CD si DA. Ce figura
se formeazd?

i
~ i
\
—— \
J
L \
¥ 0 -\’\ X
\
N M
Fig. 11111

Fie M intersectia dreptelor AC si BD. Puteti spune care este abscisa
lui M? Dar ordonata sa?
4*) Aritati, cd, pentru orice dou#i puncte A(w;, y;) si B(z,; Yy, din
% + s, Y1+ Fz]'
.4 2

plan, mijlocul M al segmentului A B are coordonatele [

4. FUNCTIL

Privifi figura II11. 12. Fiecirui numdn intreg de pe axa din stinga fi
corespunde (indicat de sigeati) pe axa din dreapta dublul sdu.

In figura II1.13 se observd cd fiecdruia dintre numerele —2, —1,0,1,2,
reprezentate pe axa din stinga, i corespunde pe axa din dreapta patratul siu.

- R
/"" 3
S 5
,/
b o
| — 13
______ -T2 A —
17— I ; /
_______ 2 i B
0] 0 So / .
] £ 1-1 \“\ 2 2
i 0 A
——— ] =2 “"...\ / \\ |
P | P 2
S -7 Bl
) T i 0
2y /
S ] ~5 -2 s 7
B
Fig. I11.12 : . Fig. 111.13
Cu alte cuvinte, in primul caz, intre elementele multimii
{iey =3, =2, —1, 0,1, 2, 3,..} =% 5i elementele multimii
{.., —6, —5, —4, —3, —2, —1,0, 1,2, 3,4, 5,6,..} =Z am stabilit o legi-
turd: fiecirui element din prima multime ii corespunde (ii este asociat) un
element din cea de-a doua. :
La fel in al doilea caz: fiecrui element din multimea 4 = {—2, —1,

0,1, 2} ii coregpunda un element din multimea B = {0, 1, 4} (vezi figura
1I1.13).
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Fieciirui numér real s ii corespunde in mod firesc un numir intreg,
anume partea sa intreagd [s]. Fiecirui numir real s i corespunde un

numdr real > 0, anume valoarea sa absoluti [s L

: - Fiecérei perechi, (z,y) din produsul cartezian A X B ii corespunde

elementul z € A. : .

Toate acestea sint exemple de functii. Constatim in toate aceste cazuri
cd am reusit s& stabilim o legiituri intre elementele unei multimi i elementele
altei muljimi.

Avind deci multimile 4 gi B, putem da urmétoarea:

DEFINITIE. Daci, printr-un procedeu oarecare, facem ca fiecirui
element din A si-i corespundé un singur element din multimea B, vom spune
ci am.definit o funetio de la A la B. Multimea A se numeste domeniu de
definifie (sau multimea de definitie) al functiei; mullimea B se numeste do-
meniul de valori al functiei.

In general, o funcie f definiti pe multimea A cu valori in multimea
B va fi notatd f: 4 - B.

In figuras111.14 sdgetile desenate mu ne indicd functii.

Astfel, in figura I11.14, a elemaentului 1 ; se asociazd doudl elemente: 0 gi 1 in
figura II1.14, b elementului 2 nu i se asociazi nici un element.

Insistdm: daci f: 4 — Beste o fanctie, atunci fiecirui element din
4 i se asociazii un element din mulfimea B §i numai unwi singur!

Fie A ={0,1,2} 5i B ={1, 2, 3,4). In figura 11115 am ficut ca hui 0

A
- :-Q f@ <‘A I
a) b)

Fig. 111, 14 Fig. 111, 15

sd-i corespundd 1, Iui 1 si-
definit astlel o functie f
@) =2.
In general, dati o functie f: 4 B, elementului
un element din mulfimea B, element e se noteazd f(z).
Un alt mod de a descrie o functie '
torul tabelului de variatie. De exemplu,

1 corespundd 3, iar lui 2 si-i corespundd 2, Am,
: A—B. Se obignuieste sd se sorie f(0) = 1,i(1) = 3,

x & A i se asociazi

y mult folosit in praclicl, este cu aju-
functia din figura 11112 se descrie §i

astlel:

x_'...'~3—2_-__~10123 n
f(z) L e e e R S 2n
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iar functia din figura I11.13 se deserie prin tabelul

x

| fr

Functia din figura HI.15 este descrisd astfel:

z 0 1i
f(z) 1 3

Si observim, cd tabelul singur nu ne descrie complet funul,i:?l' Aﬁtﬁ?l,
acest ultim tabel nu ne spune c¢i domeniul de valori al funciei f 'dm
figura I11.15 este {1, 2, 3, &}! ' S T

Fie A = {1, 2, 3}. Asociem lui 1 numirul 1 = 12, Iui 2 numirul & =22,

iar lui 3 numirul 9 = 32; definim astfel pe 4 functia g, avind valori in multi-’

mea N a numerelor naturale. Aceasta functie se noteazd g: A — N. Deoarece
. o e = P

elementului  din 4 §i corespunde numirul natural a2, seriem g(z) = a®
o w [ F

Facem sii-i corespundd fiecdrui numdér natural n ,succesorul® siu n + 1;

definim, astfel functia s: N - N, s(n) =n -+ 1. Sd o descriem §i cu ajutorul’

unui tabel:

R T SR
e e S e SR R R

S prezentim citeva exemple de functii ce apar in mod firesc.

Fie A o multime (3 @). Apare functia ,identicd" i : A —» A, data
“de i(x) = =, pentru orice x &€ 4. _

Fie A i B doud multimi nevide. Si formim, produsul cartezian
A X B, apoi produsul cartezian B X A. Apare functia ,de transpunere*
(adicd de schimbare a locului) 2 : 4 X B—BX A, dati de i (2, ¥)=
=(y, z) pentru 2 € A,y € B.

De asemenea, apare ,proiectia pe primul factor" pP: AXB— A
datd de p((z, y)) ==, pentru 2 € 4, y € B. '

Functia ,parte intreagi“ z: R—Z este datd de z(s) =[s] pentru
orice scR.

EXERCITH

1) Fie A = {a, b, c}. Construili citeva functii definite pe A, cu valori
in A. Este adeviirat cd sint 6 astfel de functii? (Indicatie: folositi desene, ca
cel din fig. 111.15.)

95




2) Dati exemplu de funciie f:4 —»B, unde 4 = {4, 9, 16, 25} jar B = °

= {2, 3, 4, 5}. Puteti da mai multe exemple? ;

3) Fie A = {lasi, Briila, Satu Mare, Petrogani}, iar B — {Bahlui, Jiu,
Dunire, Someg}. Puteti construi in mod natural o functie f: A -B?

4*) Fie P multimea propozitiilor: ,2 < 3%; | 4:2 ==3%; w2 € G; fie
V multimea formati din literele @ si f. Puteti construi o functie 2 : P -V,
in mod firesc? Cite functii definite pe P cu valori in ¥ puteti construi?

8) Fie A ={-2,3,1, 0} i B ={0, 1, 2, 3, 4} iar f: A — B functia
descrisd de f(z) = |« |, pentru orice # & A. Care dintre elementele lui B
corespund prin f elementelor lui 4? Intoemiti un tabel.

6*) Fie functia z : R —Z descrisd de z(s) =[s], pentru orice s € R.
Completati tabelul:

Valvalvs[-valve e [va vavs ||
o] por

]2|2|2

NUMARUL FUNCTIILOR

Fie A o multime cu a elemente, iar B o multime cu b elemente.
Cite functii cu valori in B putem defini pe 4?
Si. ludm un exemplu:

: Fie A = {z, y, z}, avind trei elemente, iar B = {u, ¢}, avind
doué elemente. Putem alege in doud moduri imaginea lui  in B, anume
u sau ¢. Independent de aceasti alegere, putem alege in doud moduri
imaginea lui y in B, apoi putem alege in doud moduri imaginea lui z
in B.

In total obtinem 2-2:2=2° moduri de a definio functie de la
A la B.

Aceste 8 functii sint prezentate in figura 111.16.

Cite functii de la B la A putem defini?

Qrice astfel de functie f este determinati de imaginile () si f(v)l

din A. Putem alege pe f(u) in trei moduri, anume z; y sau z? ; indepen-

Vi ——a z\
it -—
J"‘"{\
ot ~
u 6 o LS -
B A B A B
Zo, v Z—— Z\\
\___.-r
N ~ —
L2 Pl 2 y /Bf\
% 4 i X
A 8 A B A 8

Fig. 111.16
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dent. de aceastd alegere, putem alege pe f(v) in trei moduri. In total
obtinem 3 *3 = 3% moduri de a defini o functie de la B la A.

In general, daci A are a elemente, iar B are b elemente, putem
defini pe A un numér-de b* functii cu valori in B.

EXERCITIX

+1) Construiti toate functiile de la multimea {z, v} 14 mulfimea
z, ¥, z}

: 2) Tonel a vrut s& dea un exemplu de functie si a seris pe caiet:

Hhe functia f:R — B datd de f(2) = |/, pentru orice z real®. Ce a

gregit Ionel?

3) Fie A = {—3; —2, 3, 4}, iar B= {5, 10, 17, 23}. Putem de-

fini o functie f: A » Byprin f(z) = 2% 4- 1? Dar prin f(2) = 2% - 7?

4) Fie f:N - N datd de f(n) = n®* — n }- 11. Este adevirat ci
numerele f(1), f(2), f(3), f(&) si f(5) sint prime? Exist# numere n astfel
incit-f(n) s nu fie prim? :

) 6%) Fie d: N* - N functia descrisy in felul urmitor: d(r) = suma

divizorilor numdrului n. Calculati 4(4), d(6), d(8), d(9), d(11). Dati

exemple de numere » i m astfel incit n < m, dar d(n) > d(m).

Am invitat la fizicd urmétoarele: un mobil care se deplaseazi cu vitezi
constantd, rectiliniu s1 uniform, va stridbate un spatiu cu atit mai mare cu
cit durata migedrii va fi mai mare, dupi formula s = t.

In aceastd formuld » este o mirime constanti (o constantd), iar durata ¢
este variabild. Am stabilit deci o relatie intre duratd si spatiul parcurs s,in
sensul cd spafiul parcurs depinde de durata migcérii. Considerind membrul

drept al formuler ca pe un polinom in Z, putem scrie s(i) = v *#; am scris.

astfel spatiul parcurs ca funcfie de durati.

. Deci, un mod de a scrie o funciie este cel dat de formule. In cazul nostru
formula s(t) = v¢ descrie o functie.

Alt exemplu: formula L = F +d. Considerind o fortd F' (constant¥) ce
deplaseazd un corp, lucrul mecanic efectuat va depinde (va fi functie de)
mgrimea deplasdrii d. Seriem, L(d) = Fd si in acest fel am, descris o functie.

La fel, f: R—R, f(z) =6z -+ 2 este o descriere a functiei f cu ajutorul
unei formule.

5. GRATFICE

in practici se obignuiegte s3 se prezinte rezultatele ymor experiente,
constatéri, date asupra productiei, sub forma unor schite, desene sau grafice,

Cuvintul ,,grafic* provine din cuvintul grecesc ,,graphein® care inseamni
a desena.
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S& presupunem c# la ora de educatie fizicd .profesorul organizeazi un
igur nu toti elevii vor arunca

concurs de aruncare a mingii de oind. In mod s
fmingea la aceeasi distantd.

Sd presupunem c# cinci elevi au aruncat, In ordine, mingea de oini la
24 m, 22 m, 18 m, 25 m, 14 m. Sigur ci cea mai buni aruncare a fost cea de
25 m. Desenind sub formi de segmente aceste aruncéri, ele vor arita ca in

figura T11.17. Spunem c# am ficut graficul aruncdrilor.

elevul 5 | .__:
elevul 4 F— t =
| I
elevul 3 — i oy |
| |
elevul 2 | | | - |
I I I
elevul 1 } | } I |
l | fil

|
! ' | !
“5m 10m 15m 20m 25m 30m
Fig. 111.17

Dupi acest grafic, putem face clasificarea aruncirilor astfel:
— pe locul I elevul al 4-lea;
— pe locul II primul elev;

51 aga mai departe.

S& privim harta tdrii noastre §i s¥ urmirim traseul ciii ferate intre
oragele Bucuresti gi Fetesti. Pe fiecare hartd este trecutd scara la care au
fost reduse distantele din teren.

S& reprezentdm statiile de cale ferati si distantele dintre ele. Este sufi-
cient si desenim un segment de dreaptd si si reprezentdm stafiile prin
puncte pe acest segment, {inind seama de distantele dintre ele (vezi fig. I11.18).

& &

o 5 v .

5 23 e S %

3 .8 p ey g

@ 70 AL ar G L g9 o
Fig. 1I1.18

O astfel de reprezentare (pe o dreapti) poate fi ficuts pentru orice
traseu in care nu ne intereseazd altceva decit distantele intre oragele (sau
statiile de cale feratdi) de pe acest traseu. -

Se pot reprezenta prin segmente §i alte mérimi rezultate din masuri-

tori, ca de exemplu lungimile principalelor riuri de pe teritoriul {arii noastre
(fig. 1I1.19).

S& urmirim modul cum evolueaz, din ori in ord, temperatura unei
zile. Reprezentind indicatiile termometrului pe o dreaptd, vom avea doar
nigte valori a cliror succesiune nu ne spune nimic. Apare astfel necesitatea
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iMures 768
K -0lt 737
o ——iPrut 716
= : 15iret 596

i slalomita 410

Somes 368

e —————Arges 344

+Jiu 331

1 Buzdu 324

Jjia 307

Birlad 289

Bistrita 288

= 1Dimbovita 268
Fig. II1.19

irii lui i 'donate. Pe una dintre
losirii planului, inzestrat cu-un sistem, de axe de coordo; : o
i(:ce, !:I'{: gxemplﬁ'pa axa absciselor, vom marca ora, 1ar pe cealaltd axd tem,
ratura inregistrata. Y e i
Pelau}.l;ind tgmperaturile aerului, intr-o zi frumoasé de iarnd, s-au constatat
cregteri san descresteri mari de temperaturd, astfel:

ora, 012 34567 8 9 1004 12 13 16 15 16 47

tempe-
;32‘&';“&“ —5—6—7—6—6—7—6—7—8—9—T7+1+10-4+14 4134104842

i | i i turile {nre-
In figura TII.20 am reprezentat grafic (prin puncte) temperal '
gi'.-:t,l-at,:s1 dlegllla ora 5 la ora 17. Apoi am unit aceste puncte prin segmente de
dreapta.

temperatura :
In°C [

N G T O 2 3 4 B @® 7 |ora
£
-8 [ 2
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Citim pe acest grafic ¢ la ora 16 (pe abscis&) temperatura aerului era

de -8°C (pe ordonati).

Un astfel de grafic redy foarte sugestiv cregterile si descresterile bruste

de temperaturs.

ALTE TIPURI DE GRAFICE

Pentru a face comparatii vizuale, intre diferite mirimi de aceeagi na-

turd, se folosesc diferite tipuri de grafice.
Tipul 1. Grafice prin sectoare de cerc.

De exemplu, in figura II1.21 a

3 1L.21 am, reprezentat structura g i tarii

Et:lastre,l dupc’} modul de fo!o'smt,ﬁ al terenului, la sfirsitul anulggrfggtgl(dﬁfrg
i 33“‘ .statmtnc'ili'?@. Citim pe acest grafic ¢ terenul arabil re reziu%a‘i
i, Af\{dgl total, iar viile si livezile reprezinti 3,1% din total : '

odul de constructie al unui astfel de i .
_Mod _ grafic se bazeazj
- numdrului de grade (din 360) ce corespund unui procent; in Ft?rfgtiged;: ;}Egig}

rul de procent = )
ek 3"%6’;@ e se construieste sectorul respectiv (la 1% corespund 3,6°

413%
Fang_f orestier Teren ’:f;mbjr

aduri}

Fig. II1.21 Fig. II1.22

EXERCITII

Construiti un astfel de grafic. (prin sectoare de;
rul de baiefi si numirul de fete diI.:l clasa voastrﬁ.c ik

Tipul 2. Grafice prin cercuri suprapuse.

Tot cu ajutorul cercurilor pot fi construite si.alte tjour; i
B { 1 - ipur
exemplu, pentru a reprezenta modul in care a evoluat c&nlzit;tedae ggaiﬁ;?ég?
mint ce se ad.mmlstreaz:a (in medie) la hectar teren arabil, am luat (in f:
1]1.2-2.) cercuri tangen!:e interior in acelasi punct, de raze diferite avind r"ilg X
proportionale cu cantititile de ingragiminte administrate, : =

reprezentind numé-

100

Tipul 8. Grafice prin sectoare de cerc, cu raze inegale. Jad

Prin sectoare de cerc, cu acelagi numir de grade, dar cu raze diferite,
putem, urmiiri de exemplu, modul cum a evoluat in timp populatia Bucures-
tiului intre anii 1930 si 1978 (vezi fig. 111.23). .

Tipul 4. Si urmdrim- harta cregterii investitiilor in citeva judete,
in anul 1978 fati de anul 1965 (Anuarul statistic 1979), prezentatd in

figura I11.24.

R,P;%- I Bistrita-
(o L7 Wi
rgm 1948 =
foe00%0 Mures g
% N Aba B / Harghita
1.
. L o g
500 Brasov =
56
0 ;
' Pig. II1.23 Fig. 111.2&

Observim cd in fiecare judet au fost fiacute investitii in mod d:ifent.
Se vede de asemenea ci judefe mai slab dezvoltate din punct de vefit';r?' 1ndu§-
trial au beneficiat de un volum de investitii mai mare, confon?, politicii Parti-
dului Comunist Romén de ridicare a tuturor judetelor '95{‘11- De exfimpl‘l},
judetele Silaj i Bistrita-Nistud. Comparind datele referitoare la judetul
Silaj cu scara, constatim ci investitiile facute in 1978 in acest jude}
reprezintd 14009, fata de investitiile facute in anul 1965.

Tipul 4. Un alt tip de grafic este cel din R
figura 111.25. :

El reprezintd (in procente) evolutia numé-
rului de elevi din ciclul primar §i gimnazial in
diferiti ani gcolari. Un astfel de grafic, pe bazi
de dreptunghiuri cu o laturd egali, ne face o idee
asupra modului in care a crescut populatia gco-
lari fatd de un an de bazd; in exemplul nostru
anul de bazi este anul scolar 1938—1939 (consi-
derat anul de virf in pericada de dinainte de
23 August 1944).

Incepind cu anul 1948, anul reformei in-
vitamintului, se observd o cregtere a numarului
de elevi in invatimintul primar §i gimnazial.

Tipul 6. Graficul productiei. Fig, 111.25
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. Moldoveanu (numit& curbg hipsometrici) este datd in

Unul dintre principalele produse ale industrie; constructoare de masini
din tara noastrs 11 constituie locomotivele electrice gi diesel pentru linii magis-
trale. Productia lor a inceput in anul 1960, cind au fost realizate primele 10

buciti. In tabelul de mai jos prezentdm numirul locomotivelor fabricate in
citiva ani.

Anii 1965 1970 1975 1976 1977 1978

Locomotive electrice
si diesel fabricate 110 265 334 247 310 274

Datele din acest tablou
de locomotive (vezi fig. 111.26

pot constitui baza trasirii graficului productiei

Fig. 1I1.26

Dupd anul 1970 se observi o uniformizare, in sensul ci necesarul de
locomotive se stabilizeazi in jurul a 300 buciti pe an.

Desigur ci un grafic al productiei poate fi construit
fiecare intreprindere, uzing sau chiar sectie in parte.

Tipul 7. Necesititile practice impun adesea cunoa
scoarfei terestre pe o intindere mai mare, O re
terestre din fara noastry, obtinut

(desenat) pentru

gterea profilului
prezentare a profilului scoartei
& printr-o-sectiune N-S care trece prin virful

figura I11.27.

102

i 31 i este

Tipul. 8. O deosebitd importantd o prezinta qlf'gr%fﬁ?ﬂ i‘iig‘u (:-3“;11.28

redat profilul longitudinal al unui curs de apé. Pej&. 1nga 113“1{ Skt

este redat profilul longitudinal al riului Arges. ( tasb el Fha

rafice pot da o indicatie asupra loculul in care ar tre ci]:a ) e,

I%idro-energetice sau lacuri de acumulare pentru 1r1gfdﬁl,l i?vor B o
Am reprezentat pe abscisi lungimea riului masurata de la ;

nati altitudinea punctului corespunzitor de pe abscisd.

1000

6007
400
2001

Bucyresti

- -~ Confluenta Dimbovita-Arges

--- Confluenfa Arges-Dundre

0 0 60 120 160 200 240 280  320km
Fig. 11128

i 5 ' i ta grafic mirimi ce

irit pind acum citeva moduri de a reprezen 9

dﬂpindﬁﬂngf:l ;glalgele. In doud exemp};a anslﬁint.ﬂr_:lgog;;i.gg: ﬁﬂa.lnl; 11;1 Bfi:;:tle sdz

3 ¢ tele. u ; g

trasat o linie continud, frintd sau curbi. m, Lok e s

: figura IT11.29 am reprezentat printr-o lini res .

;i;lzﬁﬁeiﬁaqlslui Bucuregti in perioada 1835—1975, si la fel evolutia popu
latiei oragului lagi in aceeagi perioada.

71600000

/ 1400000

/

f 1200000
/ 1000000

I 800000 / 200000
/ 600000 150000
/ 400000 /-_ / 100000
/ 200000 H>4 50000
LA i
o 0 & (¢]
- ! o @ Loy
S80E3RES 8 BnEREES
Populatia Bucurestiului Populatia orasului lasi
Fig. 111.29
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proportiilor, prezentarea corects a tuturor d

111:30, nu este corect, este evident fals. Nu

mai mare séi-‘i corespundi 209, iar celui mai mic 8§09
In graficul de productie din figura 111,31 ¥

despre evolutia productiei. Graficul este incomplet,.

]
]
(]
(]
[}
]
L]
(]
]
i
(]
[}
L
gy

H
e
FE SR
e R
1960 1965 1970 1975 1980
Fig. 1I1.30 Fig. II1.31

: Priviti figura 111.32, Si un astfel de grafic este fals, deoarece dacj la
100% eorespunde aria unui cerc de razi r, atunci la 2009,
unui eere de razi 1/2r si nu 2r(N

1960

corespunde aria

1979
Fig. 111.32

EXERCITIU

(oral) Unul dintre graficele din figurile IT11.21, 22 §1 23 este fals. Care?

6. GRAFICE DE FUNCTII

Fie functia f : {—1 1} - {2, 3} datd de f i
! iy 3 ! 1 (—1)'= 2, f(1) = 3. i
ei fﬁfn fig. II1. 33) este format din punctele 4 si B. Punﬁu)l y: | areirl?sf;icsual
—1 i ordc!nata 2 = f(—1), iar punctul B are abscisa 1 $i ordonata 3 — f(1)
Putem scrie A(—1, f(—1)) si B(1, f(1)). '

Fie functia g: {— 1,0, 1} » {0, 1, 2) daty de formula g(z) =

este format

=—az+ 1. Avem g(— 1) = 2, 5(0) =1, g(1) = 0. Graficul ei
104

atelor. Un grafic ca cel din figura
este corect, ca sectorului de cerc

s 21 nu a fost precizaty unitatea
» G€C1 nu ne putem da seamga in mod corect

=~ SR -

S

din punctele 4, I §i J din figura I1I. 33. Avem A(—1, g(—1)), J(0, g(0)) si
I(1, g (1)).

,, gFie functia f: {—1, 0, 1, 2} R, descrisid de formula f(z) = 22. Avem
f(—1) = —2, f(0) =0, f(1) = 2, (2) = 4. Grafioul acestei functii este for-
mat din punctele P, O, N si M din figura 111.34.

¥ ¥
M.
4 ML
y
2V ===
= N
a1
2
J
— 1
0 4 -1 |o i
J 7
)
0 [ 4P -2
[
Fig. II1.33 Fig. T11.34 ' Fig. 111.35

Fie functia g: [—1; 2] - R descrisd de aceeasi formuli ca si functia f,
adicd g() = 2z. Avem g(—1) = —2, g(0) = 0, g{é—) =1,g)=2, g(/2) =

= 21/2, g(2) = 4. Folosind teorema lui Thales putem stabili cX orice punot
de pe graficul acestei functii, punct avind abscisa = si ordonata g(x),-se afla
pe segmentul MP. Graficul acestei functii este segmentul MP (fig. 111.35).

Sé trecem coordonatele punctelor marcate de pe grafic in urméitorul
tabel:

z == 0

I e
2 2V 24

- b-;‘l"‘"

ga) | —2 | 0

EXERCITH
Marcati alte puncte pe graficul functiei g §i treceti-le coord onatele in tabel.
Sa consideram functia f: [0, 4] — R data de formulele

o —;-er 1 daci z € [0; 2];

x in caz contrar.

Avem f(0) =% 041 =15 f1) = %-1+-1=1,5; f(2)=‘2£ "2+

+ 1 =2, dar f(3) = 3, deoarece 3 & [0, 2]; la fel f(4) = 4.

105
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Graficul functiei [ este format din segmentele JK si KL din figura I111.35. 0P, ol PE A @ ﬂ

- : . = a
S8 considerdm o funcfie f: A — R, unde A este o multime de nu- ~ Avem 00, b S sy 20 b |

mere. Fiecirui element 2 € A ii corespunde un numdr real f(z) gi un punct - :
de coordonate (z, I)"(m)) in plan. Multimea acestor puncte este grafieul func- Din reciproca teoremei lui Thales aplicatd paralelelor PP, si QQ,, rezultd
1137 c# punctele O, P i Q sint pe aceeasi dreaptd, dreaptd determinatd de punotele

tiei f (vezi fig. I11.37).
0(0, 0) si U1, 2).

| ) g |
G e IL {: J g L/ I
‘ i g S | Y | 4 ﬁ = 7 |
1. K i E .5 E & : Y :
; e Eou a5y i I A

S SRl T ;

. A S = : o B s Dy 1B
| e e A e
‘ Fig. 111.36 Fig. 111.87 : o A f;, x J /1oT@ x
| EXERCITII 4 4
l ‘ _ 1) Fie functia f : [—3; 2] — R datd de f(z) = —a + 2. Calculati f(—3), ¢ :

\ f(l),f(—2),f(—3—), f(0). Desenati apoi, intr-un sistem de coordonate, graficul e e te
| functiei. Astfel graficul functiei fe;te dl;eaptaﬁ OU, ce trece prin origine. Din .'
| _ ; 4 > cest motiv se spune ci functia f este liniard.
W 2) Fie funcfia g: {—4, —2, 0, 1, 2} — R dati de formulele: g 3 ﬁMmﬁiwmmummmyRaﬂd@mbﬂ@=2w+1 !

Avem, g(0) = 0 + 1, deci punctul 0’ (0,1) aparfine graficului; g(1) = I

I £(4) = x4 2 dacd x € {—4, —2,0}; / ! .
| 2 in caz contrar. : = 2 4 1 = 3; deci punctul U’ (1, 3) aparfine graficului. _ : ) ,
I : _ e g ; Avem, g(¢) =2a + 1; punctul P’(a, 2a + 1) de pe grafic se obtine prin ]
X Completati tabelul v;alonlo'r functll?l; desenati apoi graficul ei. translatarea verticald a punctului P(a, 2a). Se observi (fig. 111.39) ca graficul ‘
F 1 ? ?epx;zeit;n grafic functia f: {—3, —1, 1} - R definitd de for- functiei g se obtine prin translatarea graficului functiei f; el este deci tot o
| mula f(z) =3z . d t4. Si functia g este liniari.
"i g)zﬂep‘ifz?mm grafic, in acelagi sistem de coordonate, functiile I‘MPI)EFSIINI";‘IE‘9 C;g functie f: B —» R descrisi de formula f(z) = mz +n
|| é'e[_c;bz:er]v;;i? e Sl e Conorkeode Tonouilele e 2 a0 [ hom 6 1 - (unde m gi n sint numere reale date) se numeste functie liniard,
| 5) Reprezentati grafic funclia f:[—1; 3]—[—1; 2] definiti de formu- b R sl A
M - a .
I lele: oo o Fie mai intii m = 3 gi n = —1, adicd fie functia liniard f: R —» R datd
i * ool & €[=1; 1; de f(z) = 3z — 1. S intocmim tabelul
I e D,
i — x + — in caz contrar.
I i | Bttt 0 1 2 e
' - 1 © — — - —
.f 7. GRAFICELE FUNCTIILOR LINIARE i | : :
! : ;
S& desendim graficul functiei f: B —» R datd de f(z) = 2z. B f(2) il —é et 0 2 9
Avem f(0) =0, deci originea (0, 0) este un punct al graficului. Avem :
f(1) =2 si fie U(4, 2).
_Fie P(a, 2a) 51 O(b, 2b) doud puncte de pe grafic, diferite intre ele (si ce contine citeva valori ale functiei. Si-i desendm graficul in figura II1.40.
diferite de 0) ca in figura 111.38. Segmentul P P, are aceeasi lungime ca si ! Si observim c¢d dacd b >a, atunci f(b) > f(a), pentru orice numere
P,0, anume 2a; segmentul QQ, are aceeasi lungime ca si 0,0, anume 2b. ' a i b. Se spune cd functia f este crescdtoare.
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Fie m = —2 §i n =1, adici fie funcia liniar¥ g: R - R dat¥ de g(z) =
= —2z 4 1. Avem de exemplu g(—2) =5, g(—1) = 3, g(0) = 1 g(é_) =0,
g(1) = —1, g(2) = —3. Si-i desendm graficul in figura 111.41,

y /
b
£ i '
a7 \
i i alb
of/|al 8] | =« 0 i X
gt N | i
/ i
N i
/ b)__ g
/ \
/ \
\
Fig. I11.40 Fig. 111.41

S observim cd dacd b > a, atunci g() < g(e), pentru orice numere
reale @ g1 b. Se spune cii g este descrescdtoare.

Dacd m = 0, atunci functia descrisi de formula k(z) = n poartd numele
de funcfie constanti. Graficul ei'este o dreaptd paraleld cu axa absciselor
(vezi fig. IIL.42).

; TEOREMA. Fie [ functia liniard deserisi de formula f(z) = mz + n.
].].I_":'{ m >U, atunci [ este crescatoare; daci m <0, atunci f este descres-
catoare.

Demonstrafie. Fie m >0 si fie b > a doud numere reale. Atunci mb >
> ma; adunind ambii membri ai inegalititii cu n, obiinem mb 4 n >
> ma + n, adicd f(b) > f(a). Deci functia f este crescitoare.

Daci m <0 si b >a, atunci mb <
< ma(!). La fel ca mai sus, mb + n < ma +
-+ n, adica f(b) < f(a), ceea ce inseamnd ci
functia f este descrescitoare. Teorema este

demonstrata.

¥

A Gralicul functiei liniare f(z) = mx + n
este o dreapta. Dar, stim de la geometrie
cd o dreapta este determinatd de doud

0 x  puncte. Vom putea desena deci graficul
ke unei functii liniare dacd-i cunoagtem doud
Fig. III.42 puncte.

Sii presupunem cd m s 0 §i z 5% 0. Orice punct al graficului lui £ are
coordonatele (z; f(«)) unde’  este numar real.

Punctul de pe grafic ce are abscisa O are coordonatele (03 f(0)), adic
(03 n); acest punct este punctu) de intersectie el grafioului cu axa ordo-
natelor (vezi fig. 1I1L.43).

Sy aflim coordonatele punctului de \

pe grafic ce are ordonata 03 din f{z) =0, (on?
. n
adic dinmz+n =0, gisimcil 2= — —;
m ﬁ'XJ o o 0 e o ;
E 75,0/
I

deci acest punct are coordonatele (— -’-z—; 0) .
o

El este punctul de interseciie al graficului
cu axa absciselor. Fig. 111.43

EXERCITIU REZOLVAT

S4 desendm graficele functiilor f(#) =3z — 6 si g(x) = —3x + 3, in
acelagi sistem de coordonate. _

Avem f(0) = =6, g(0) = 3. Graficul functiei f intersecteazd axa ordo-
natelor in punctul 4(0, —6), iar axa absciselor in punctul B(2, 0), deoarece
=8 S

3 :

Graficul Tunctiei g intersecteazi axa ordonatelor in punctul C(0, 3), iar

3
axa absciselor in punctul D(1, 0), devarece — 3 }= 1=
Cele doui drepte sint desenate in figura I11.44.
] 2 8 T HES,
\ / o
ol 2
: - / - f"'.'\:?"'_
2] 7 -] 1
O 3 X 1 ; = = Tl:-;-..
X -
! X
\ =7
7 B :
A / L
A ; m=-]_|
/
/ |/
7
Fig. IIL44 Fig. 1IT:45
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_ Functiile liniare f: R — R descrise de f(2) = ma au proprietatea ci
graficele lor trec prin originea axelor de coordonate. Intr-adevir, pentru
orice m, avem f(0) =m0 = 0, adicd punctul de coordonate (0, 0) se afld
pe grafic.

Un al doilea punct pe grafic este punctul de coordonate (1, m).
In figura I11.45 am desenat dreptele corespunzitoare pentru m = —1,

m=-i-. m=1sim=2.

EXERCITIU

Desenafi (in acelagi sistem de coordonate) graficele functiilor liniare
f(x) = mz pentrum =1, m = 2, m =3 gim = 4.

O altd familie importanti de drepte sint graficele functiilor fR->R
cu f(z) = mx + n i m fixat. De exemplu, in figura I11.46 am reprezentat,
pentru m = a graficele functiilor f(z) = o Z+n cu n=—1, n=0,

3
n= o Aceste drepte gint paralele intre ele.

bd

e
\f A 70
A e

=

ﬁw

Vi

L~
// :
P ¥

\
)Y

Fig. 111.46

8. APLICATIE. GRAFICUL MISCARI
RECTILINII UNIFORME

.. Multe fenomene din naturi se desfigoars ,liniar*, cel putin tntre anu-
mite, limite. Aga, de exemplu, alungirea unui arc elastic este proportionali

cu {or‘lt,a ce se exercitd asupra lui; pe acest principiu sint construite dinamo-
metrele.

Migcarea rectilinie uniform¥ a unui corp se desfigoard ,liniar“. Si
presupunem, ¢ mobilul este in pozitia dy la momentul #, Distanta parcursd
pind la momentul £ este

d(t) = o(t — t,) + dy.
In aceastd formuld viteza v este presupusd constanta.

110

Putem scrie aceastd formuld astfel:

dit) =mt+ n, cu m = v iar n =dy — vl

gi recunoagtem, forma functiilor liniare. L g ol

Graficul acestei migciri, desenat in figura ITI.47, ne permite sd apreciem,
rapid pozitia mobilului in orice moment al migo#rii. De aceea in practicd sint
des utilizate astfel de grafice.

DIJ‘sI.!‘
parc. T
TTdw =
T
=~ /’
7 L |
I
Fig. 11147 £l limpul

EXERCITIU
(aral!) In figura I11.48 este prezentat un extras din Mersul trenurilor

pe tronsonul 100, intre Bucuregti Nord gi Rogiori Nord. "
Puteti aprecia ora la care vor trece cele trei trenuri prin dreptul statiilor

Olteni gi Vadu Lat?

EXERCITIU REZOLVAT
S reprezentdm, grafic functia f : B — R descrisd de formulele
— 24 2 daoll <13
s [3:: — & dacd z > 1.

In figura 11149 am reprezentat mai intli prin linii intrerupte graficele
functiilor g(z) = —z + 2 si h(z) =3z — & Graficul functiei f este format
din cele doud semidrepte trasate cu linie ingrogatd.

Distanta
{in k)| L1 } | I
i E'im;w Zﬁjﬂf 1] 059,
(N I o |
) = <]
sl 5 ar i
(Ol /4 ~/ _‘b.\' "";':
: Q o] ,
i Qﬁf ‘;II
=/ 3
/ a 75
Vi n;-l 31__2ﬁ[£f T = J p ll
|
(Vadu Lat) i ;f <
P / 0 TS X
ht
/ /
/ ;f 1
i !
e I 22 A o /
o L ) I 0 [ [ ) S 4
Fig. II1.48 Fig. 111.49
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EXERCITIT

11} Fie functia f:(~2, 0, 2, 4} = {1, 0, 1, 2} definitd de f(z)=
- —5 z. Caloulafi f(—2), f(2), f(4).

2) Fie functia f: R — R definitd de f(z) = — z 4-5. Calculati f(—2);
£(0); f(3); f(4). Aproximati cu eroare de 0,01 f(]/26). i
3) Fie f: {—2, — 1,0, 1, 2, 3} - R delinitd de f(2) =2 — i
PP Shur i B e
4) Fie functia f: {—2, — 1, 0, 1, 2} —» R definitd de
f(;t)={2 dace}xe{—%-—‘l};
z+4+1 dacizeg {—2 —~1}
Caleulati f(— 2), fl—1) (1) s f(2).
) Fie funclia f: [—2; 2] » R,
fla) = { 2~ dacd xe&[—2;0];
z—2 in celelalte cazuri.

Galoulati f(—2), f(—1), f{ —2]- 1), f(%) 1172), @) s .f(— %]

6) Roprezentati grafic functiile:
8) F{=5, 4, 7} = B, flz) = 22

1 o
s 3“’; Ol R R he)=2—3; d st RoR, sz)= > 2
3 i

) R R, )= 5

7) Reprezentati grafic funcyia : R — R descris¥ de formulele

; D) g {=5,1, T} > R, gla) =

il -—-%a;-{»'-z, dacd @ < 1,

3 , dacd 2z >1.

LUCRARE PENTRU VERIFICAREA INSUSIRII
UNOR CUNOSTINTE DE BAZA

1) Fief: {0, 1,2} » {—~3, — 2, — e L
culati f(1) 5{ f%g,, } = {~3 —2 —1,0, 1} datd de f(2) =.z — 3. Cal-
2) Reprezentati intr-un sistera de coordonate punctele A(0, 8);

_ 5y . 3
B --2, 0 H C 1, -— e .
(—2, 0) ( 2) §i z)( : 2]
3) Reprezentati grafic functia f:R — B datg de f(z) = 22 ~ 3,
112

CAPITOLUL IV

SISTEME DE ECUATII

1. ECUATII LINIARE (DE GRADUL 1)
CU DOUA NECUNOSCUTE

S4 considerdm ecuatia:
3x + 4y — 17 =0 (x,y € R).

Daci inlocuim in ecuatie pé X cu 3 iar pe y cu 2, obtinem propozitia
adevirati: 3+3 + 4+ 2 — 17 = 0. Spunem cé perechea (3, 2) este solufie a
ecuatiei. i
Daci inlocuim in ecuatie pe X cu 0 iar pe y cu 27, obtinem propozitia

adeviérati 3-0 4 4- % — 17 =0. Deci gi perechea (G, %J este solulie a

ecuatiei.
Dimpotrivi, dacd inlocuim pe x cu —1, jar pe y cu 3, obtinem propozitia
falsd 3+ (—1) +3:3 — 17 =0. Deci perechea (—1, 3) nu este soluiie a
ecuatiei.
Observim i amindoud solutiile giisite sint elemente ale produsului
cartezian B X R. <

Am invitat in capitolul IIT c& produsul cartezian R x R poate fi iden-
tificat cu un plan, in care am ales un sistem de coordonate.

Si reprezentdm solutiile gégite ca puncte intr-un astfel de plan (punc-
tele 4 si B din figura IV.1).

Oare acestea sint singurele solutii ale ecuatiei?

Fie z un numdr real; s inlocuim in ecuatie pe X cu z, jar pe y cu
17 — 3z :
S Obtinem

3-x+4'———~—17-;3x =0,

care este o propozitie adeviratd, oricare ar fi z.
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Deci punctele din plan ce au coordonatele (x, .17 =

T .
] reprezintd

solutii ale ecuatiei. Aceste pun a a
minatd de punctele 4 gi Bp(veiﬁ'ifg‘iﬂln\?zzf i A e

p y
175 N
B
13 N
\\
= BN
Al32) L B
N\JA
J
4 ¥,
: i
2 o I F |z i
|
Fig. IV A
ig Fig. 1V.2
Sd calculd
fi. IV.S)? culim coordonatele unor puncte de pe aceast dreaptd (vezi
Punctul € il nr E
; 1
Abscisa z Ty ‘ 1 2 3 1
Ordonata = i? 1 1—1 13
8 2 4 8
——] ¥ L I
| ciospth. Bt e b, weeans
o ecua;iei’? s1 alte solutii ale
] Y { = Sé presupunem c# avem o solutie,
= reprezentatd de punctul din plan cu
\Rk —|~ coordonatele (z, y). Atunci 3z + 4y —
TITEE ___5‘{ -—: = i’.717= O,3de unde 4y = 17 — 3z, adici
9% — 3z :
= _j_F I = T Deci punctul are coordo-
¥ N
& 17 — 3z
\ST natele (x, ); el se afld pe dreapti.
5 . - Am stabilit cd solutiile ecuatiei
o % 31+4y—17=0, (x, YER)
Fig. IV.3 sint numai punctele de pe dreapta A4B.

Din acest motiv ecuatia 3x + 4y — 17 =0 se numeste liniard. Numele
de ,,ecuatie de gradul 1“ provine din faptul ¢8 polinomul in X gi y din membrul
sting are gradul (total) 1.

Fie acum ecuafia 2x — y — 4 =0, (x, y € R).

Inlocuind pe X cu 2 iar pe y cu 0, obfinem propozitia adeviratd 2 -
.9 — 0 — 4 =0; dacd inlocuim pe x cu 0 iar pe y cu —4, objinem propo-
zitia adeviratd 2-0 — (—4) —4 =0.

Astfel perechile (2, 0) si (0, —4) sint solutii ale ecuatiei.

S# presupunem ci perechea (z, y) este golutie a ecuatiei.

Deci 22 — y — & =0 este o propozifie adeviratd. Obfinem de aici
y = 2z — 4, ceea ce inseamnd cd perechea are forma (&, 2z — 4).

" Putem spune deci ci orice solutie a ecuatiei este de forma (z, 2z — 4),

unde z este un numir real.

Dar, oare astfel de pereche este solutie a ecuatiei 2x — y — & =0?

Sd inloctim pe X cu z, iar pe y cu 2z — 4; obfinem propozitia

2z — (2z — 4) — 4 =0,

care este adeviratd.

Deci solutiile ecuatiei sint perechile de forma (, 2z — 4), unde x este
un numér real oarecare. Punctele avind aceste coordonate formeaz# in plan
o dreaptd (vezi fig. IV.4).

¥

>|

Fig. IV4&

Si calculdm coordonatele unor puncte de pe aceastd dreaptd:

Punctul A B (& D E
Abscisa x 0 2 it V2
Ordonata 2z —4 | —& 0 —6 |2/ 2—4=—1171...

Si ecuatia 2x — y — 4 =0 este liniard, cu doud necunoscute.
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Sd observdm cd din 2z — Y — 4 =0 putem obfine sici g =¥ T
2 ’

aceasta inseamnd cd solutiile ecuatiei pot fi scrise i in forma (y il yJ
ke

unde y este un numir real oarecare.

OBSEBVATIE. fl?mpardgi multimea solutiilor ecuatiei 2x — y—4 =
=0 cu graficul functiei f(z) — 22 — 4. Ce observati?

Forma generald a ecuatiei liniare cu dous necunoscute este
ax + by 4 ¢ =0, (x, Yy € R),
unde g, b, ¢ sint numere reale, iar @ %0 si b <0, S i 1ci i
bt e ; §1 0 # 0. Se mai spune si c§ ecuatia

Num(irele a si b_ sé numesc ceeficientii ecuatiei; de exemplu, despre a
se spune ca este coeficientul lui x. Numirul ¢ se numeste termenul liber al

ecuatiei.
O ecuatie liniard cu doudl necunoscute are mai multe solufii.
Fie (z, y) o solulie a ecuatiei; aceasta inseamni cd inlocuind pe x cu @,
jar pe y cu ¥ in ecuatie, obtinem propozitia adeviratd
a ' z+b-yt+e=0
Din aceastd egalitate putem obtine (tinind seami ¢d b # 0):
— C— GX

e

Perechile de forma (:r;, it ; b

) , unde x este un numadr real oarecare,

sint solutiile ecuatiei. Punctele din plan avind aceste coordonate formeazi
o dreaptd (vezi fig. I'V.5); aceastd dreapti va fi numiti dreapta solufiilor
ecuatiei ax 4 by + ¢ =0. ;

Pentru a putea desena o dreaptd este suficient si cunoastem dous
puncte ale ei. De obicei se aleg punctele de intersectie ale dreptei cu

“K‘\‘Jﬂ axele de coordonate.
\ Mai precis, punctul B are abscisa 0;
AN :
ordonata lui va fi =22 L gy
-C-ax -C~ b
H= g _____'5{8{; cbt:u’l___ ’
, 3(0, o .;) Punctul A are ordonata 0; din
I/ X AN T
~ “C 0% _ 0 deducem & #=—— S : deci
b a
A (_ (28 ! UJ.
Fig. IV.5 a
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EXERCITIU REZOLVAT

Desenati in plan, intr-un sistem de coordonate, multimea solutiilor
ecuatiei 2x 43y —6=0 (x, y € R). _'

Rezolvare. S4 calculim abscisa punctului A(z, 0) punctul de intersectie
al dreptei soluliilor cu axa absciselor. Inlocuind
pe X cu z, iar pe y cu 0, obtinem propoziiia

devirata :
adeviratd Frneh v 5 "

de unde a:s-%: 3. Deci A(3, 0). 4

Fie B(0, ) punctul de intersectie al <
dreptei solutiilor cu axa ordonatelor. Inlo- 0
cuind pe X cu 0 iar pe y cu ¥, obtinem propo-
zitia adevirati 2-0 +3-y — 6=0, de unde

y =“§7 — 2. Deci B0, 2).

Multimea solutiilor ecuatiei se identificd

cu dreapta AB (vezi fig. 1V.6). Fig. IV.6

EXERCITII

1) (oral) Aritati care dintre ecuafiile de mai jos nu este o ecuatie liniard
cu doud necunoscute. Motivati de ce: .
a) 8x 4 5y —6=0; b) 8x—5=0; ¢) x—2y=0; d) ~é-x+y=0;

§y+1=0; ) x4y=—7i @ -y =4 b) y=7x—5; i I+
40y — 0,5 =0. 2

2) Desenati dreapta solutiilor pentru ecuafia liniard:-
a) X+y—4=0; b) 9x —y—4&=0;¢) x—=3y+4+3=0; d) x+

1 =0.
+y+ o

8) Care dintre perechile de mai jos sint solutii ale ecuafiei 7x —
—2=0:

a) (—1, 1); D) (% —{;); o (=1, —1); d) (35 2); © (8, 6);

) (i, s -1-]? .
14 18

4) Scrieti cinci perechi care si fie solutii ale ecuai,a.i-ei liniare 2x- + 3y =

— 10 = 0; scriefi apoi trei perechi care nu sint solutii ale acestei ecuatil.

5) Desenati in acelasi sistem, de coordonate dreptele solutiilor ecuatiilor:

a) 2x+2y—8=0; b) 3x—y—4&=0;c) x—2y+2=0. Ce observati?
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6) Inlocuili in ecuatia 8x —

valorile —3, —1, 0, %, T

aflati solufia # a ecuatiei in x ce o obtineti. Completati apoi tabelul:

2y — 6 =0 necunoscuta y pe rind cu

2 2, 3: penti‘u fiecare dintre aceste valori,

1 3
| [ | (Rl S 3 1 =
y ; : 2 3

T

- Desenati intr-un sistem de coordonate punctele corespunzitoare,

7*) Ionicd a cumpérat de 17 lei caiete si ascutitori. Un caiet costi

3 lei, 0 ascutitoare 4 lei. Puteti afla cite caiete §i cite ascufitori a cumpirat
lonici? '

- 54 considerdm ecuatia ax +¢=0, (x € R), in care @ # 0. Solutia

. (4
ecuatiel este numirul real — —.
a@

S-0 scriem sub forma ax 4 0y 4-¢ = 0, (x, y € R).

Serisd in aceastdl form#, ea devine aseminitoare cu o ecuatie liniar#
cu doud necunoscute. Care perechi de numere reale (z, y) ar putea fi solutii

s s . ~ - . (4
ale ecualiei? Este evident ci y poate fi oarecare, iar £ = — —,

Dreapta

solutiilor este paraleld cu axa ordonatelor (vezi fig. V.7, a).

b 7,
.--—-,.y

= !

b
0 i3 N 0 X X
! L]
a b

Fig. 1V.7

Fie ecuatia by + ¢ =0, (y € R) in care b 5 0. Scrisi sub forma
0:x4by+e¢=0, (x, yER),
ea devine aseminitoare cu o ecuatie liniard cu doud necunoscute. Solutiile

o ; : ¢
eisint perechile de numere reale (2, y) In care x este oarecare, iar =

b

Dreapta solutiilor este paraleld cu axa absciselor (vezi fig. IV.7, b).

OBSERVATIE. Ecuatiile aX +0y—+c=0 g Oz 4 by +c=0 do
mai sus sinb ecuatii liniare, dar nu cu dou® necunoscute (!).

ECUATIL ECHIVALENTE CU ECUATII LINIARE
CU DOUA NECUNOSCUTE

i = i i =1, (x, yER)
tia X+ y—1=0, (x,y € R) st ecuatia X}y , (X,
au aci(:ls?,:nulpime de solutii‘: perechile de forma (z, 1 — z), unde x este
mar I‘l‘.;al oarecare. Ele sint echivalente. i
s La fel, ecuatiile x + 2y — 3 =0, (x,y € B)si &y = 6 — 2x {;, Yy € R)

3= x)
unde
2
x € R.

impotrivs, ecuatiile x+y—1=0, (x, y €R) giﬂx-[—y—_-izo.
(x,y glrﬂn;”:a:sint echi:’.ralente; a doua are doar doud solutii, perechile _(0, 1)

sint echivalente, ambele avind ca solufii perechile de forma (:c,

_ 49
si (1, 0), iar prima are ca solutie si perechea (5, '5]

DEFINITIE. Vom spune ci doud ecuatii sint echivalente dacd du aceeasi

multime de solutii. ] e

In general, datd o ecuatie (cu una sau mal multe necunoscute,' liniar#

sau nu), trecind termeni dintr-un membru in celdlalt (cu semngl s'ch}mbatl)

sau inm’ul'l,ind ambii membri ai ecuatiei cu acelagi numir real diferit de zero,
objinem o ecuatie echivalentd cu cea de la care am plecat.

x : o)
De exemplu, ecuatia X - %- +1= S y este echivalenti cu 2x -}

=X — Itit ambii membri ai ecuatiei cu 2). Aceasta
1 y+2=x—2y (am inmu ec as
es.tgF echivalenti cu 2x-+y+2+4+2y—x = 0, _adma cu x4 3y -+ 2_._ 0
(am trecut in membrul sting termenii —2y §i X din meml?ru_xl (}l‘ept, apoi am,
redus lermenii asemenea). Ultima ecuatie oblinuta este liniard.

EXERCITIU REZOLVAT
x—2y+1 W 1

2x —y+1 2 ) b ;

S§ presupunem ci perechea (z, 7) este solutie a ecualiel. AEunp, pe
de o parte numirul 2z — y -1 este diferit de zero (nu putem: impar{i prin
I,@;2_:9(_.4-—1- = -!-- este adeva-~
22 — Y+ 1
rati. Tnmultim ambii membri cu 2(2z = ¥ - 1); obtinem, 2(:5 — 2y ti) 1=
=95 —y+1, de unde 22 — 4y + 2 =2z — y + 1, adicd —3y=—1;

i = ‘e 2, — |- Nu toate aceste
obtinem y = e Deci solutiile ecuatiei sint de forma | z, | 3] v

S rezolvdm ecuatia

zero!), jar pe de alti parte propozifia

perechi sint solutii ale ecualiei; trebuie si excludem pe cele care ,anuleazi

; 1 : 12 :
numitorul® 2x —y -+ 4. Din 22 — = 41 =0 obtinem 2z = o Va trebui,
211
deci,s4 excludem o singurd pereche, anume ('E : E)

: 1 ‘12
Solutiile ecuafiei sint deci perechile (:::, -é-) cuzc R —l E]
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EXERCITIT

1) Care dintre perechile de mai jos sint solutii ale ecuatiei x — y =1+
a) (4,2); b) rt 0}; ¢) 2, —1);- : E 3 o
200 9@ -9 (5, H]; ) (—t,
—2); g) (=1, 0)? -

2) Scrieti o ecuatie liniari echivalenti cu ecuatia:
@) X—y=1; b) 2x=3y49; ¢) 3x—1=y4+8; d) 2x—5 —

=8y + 16; e) 8x — 8y 43 = 9x — 5y 4 10; f].z—[-l}:_;.!'_j‘_Z_x
: 2 =8

42y — 4. Rezolvati apoi fiecare dintre ecuatiile lini 3
s : iile 1
3*) Rezolvati ecuatiile: % iniare obtinute,

g = A Ly mdE =B Bl Dty g
e e X42p=4% 2=yl

2. NOTIUNEA DE SISTEM DE ECUATII

Sé consideram ecuafia X — 1 = 0, (x € Z) a cérei solutic este numirul 1

1 De asemenea, sd consideram, o alti ecuatie, fie aceasta x2 — 1 xeZ :

Sa ol)sgrvﬁm cé aceastd ecuatie are doud solutii, numerele —1 si ’1 g
Fie acum multimea format3 din aceste doud ecuatii; notim :

xX—1= 0, :
X
{ s
folosind o acoladd. Formdm astfel un sistem de ecuatii. Numirul 1 este solufie a
:;1.*:!;:31:111:1111t deoarec.-.e este solutie a ambelor ecuatii. Numirul —1 nu este
mlutfe a sl.stemului., céci nu este solutie a primei ecuatii. Numirul 0 nu este
solutie a sistemului, edci nu e solutie a nici unei ecuatii.
DEFINITIE. Vom numi sistem de ecuatii .
INITIE. cuatii o mult 1
i i time ale c3rei elemente

Do exemply, ¥ =% xem) (

x=0,

este un sistem de ecuatii. Acest sistem nu are solutie,

De asemenea, [x =4 & yen)

y=2,
este un sistem de ecuafii. Acest sistem are ca solutie perechea (1, 2)
R

este un sistem d_e ecuatii; acest sistem nu are solufie (nu putem gisi doui
numere reale  §i ¥ a caror sumd si fie si 1 si 0!).
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Alt exemplu de sistem de ecuatii [ i + 3:_ :44' (x, y € R).

si in liceu astfel de sisteme de ecuatii.

Vem rezolva in clasa a VIlI-a
E, =0
Fie & ?
{ E,=0

e ecuatil. Dac3 A, este multimea golutiilor ecuatiei E; =0,

un sistem d
, = 0, stunci multimea solu-

jar A, este multimea solutiilor ecuatiei £
tiilor sistemului este A, N A,

3 SISTEME DE DOUA ECUATII LINIARE
CU DOUA NECUNOSCUTE

S privim sistemul de ecuatii
x—y=0,
‘ x+2y—3=0,
si y. Sistemul este format din doud
Un astfel de sistem este numit sistem

(%, y € R).

fn sistem apar necunoscutele X
ecuatii; fiecare dintre ele este liniara.
de doud ecuatii liniare cu dond necunoscute.

Fie sistemul de ecuatii

‘ x—5=0,
y+3=0,

Si in acest sistem apar doud necunoscute; fiecare dintre cele doud
e liniard. Si acest sistem este un sistem de doua

(x,y €ER).

ecuatii ale sistemului est
ecuatii liniare cu doud necunoscute.
Inlocuind in acest sistem necunoscuta X cu 5, jar necunoscuta y cu —3,

ob{inem propozitiile

care sint ambele adevirate. Spunem cé perechea (5, —3) este solufie a giste-

‘5ﬂ5=0,'

" mului. Inlocuind in sistem necunpscuta X cu 5, iar pe y cu 1, obtinem propo-

zijiile
5—5=0,
\ 143 =0.
A doua este falsi. Perechea (5, 1) nu este solutie a sistemului.
Care perechi de numere reale pov fi solutii ale sistemului? Dacd (z, ¥)
este o solutie, atunci inlocuind pe X cu z, iar pe y cu y, obtinem propozitiile

adevarate

{ z—5 =0,
y+3=0.
Deoci # =5 i y = —3. Sistemul are o singurd solutie, perechea (5, —3).
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| Ce legiturd existid intre solutia sistemului si solutiile fiecdreia dintre

ecuatiile ce compun sistemul?
Sé desendm in figura I'V.8 dreapta solutiilor ecuatieix — 5 =0 (x, y€R);
aceastd dreaptd este paraleld cu axa ordonatelor.

s : De asemenea, s desendm dreapta solutiilor ecu-
atieiy + 3 =0 (x, y € R); aceastd dreapti este
J paraleld cu axa absciselor. Cele doud drepte se
= N intersecteazd in punctul P(5, —3). Solutia sis-

temului este (5, —3). . -
Un sistem de doud ecualii liniare cu doud

- P(53)  pecunoscute are forma:
| ] _]_L ax + by + = 01
Fig. IV.8 { xRy, (x, y € R).

Se spune cd numerele reale a, b, &’ (citeste ,a prim“) si b’ sint coeficientii
sistemului, iar numerele reale ¢ si ¢’ sint termenii liberi.
Ambele ecuatii sint liniare (de gradul 1); aceasta inseamnd, pe

de o parte, cia 5% Osaub # 0, iar pe de altd partecia’ # 0saud’ # 0.

DEFINITIE. Spunem cé perechea de numere reale (z, y) este solutie a
sistemului de mai sus, daci amindoud propozitille a2 + by +¢ =0 s
a2+ b-y -+ ¢ =0 sint adevirate.

A rezolva un sistem de ecuatii inseamni a gisi toate solutiile sale,

4. METODE DE REZOLVARE A SISTEMELOR
DE DOUA ECUATII LINIARE
CU DOUA NECUNOSCUTE

METODA GRAFICA
Fie sistemul de dm_J‘é. ecuatlii liniare cu doud necunoscute:

Iax + by + ¢ =0, (x, ¥ CR).

a'x 4+ b’y + ¢ =0.
Solutiile primei ecuatii se identificd cu punctele unei drepte (d;) din
plan (vezi fig. IV.9).
Solutiile celei de-a doua ecuafii se identifici cu punctele dreptei (dy)
din plan.
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Dacé dreptele (d;) si (dg) se intersecteazd, atunci coordonatele (z, y) ale
punctului-lor de intersectie vor constitui solufia sistemului 1'10 ecuatii.
S# ilustrim aceastd metoda de rezolvare a sistemelor prin citeva exemple.

iy
\
/fdzi
i )
Y :
) () L. @) *
Pixy)
/ -
BN \Jl
(@)
Fig. 1V.9 ' Fig. 1V.10
Exemplul 1. Fie sistemul
¥r+y—3=0,
) (x,y €R).

— X — —-4=0.
2 y

Reprezentim grafic (in acelagi sistem de coordonate— vezi fig. I'V'...10)
atit dreapta (d;) a solutiilor primei ecuatii, cit §i dreapta (ds) a solujilor
celei de-a doua ecuatii. Ele se intersecteazd in punctul P (2, 1).

Solutia sistemului este (2, 1).

Exemplul 2. S rezolvém grafic sistemul

5x 42y +2=0, y
€ R).

SRt g g T )

Ca in exemplul ‘1, reprezentim grafic Pr-24)

in acelagi sistem de coordonate (fig. 1v.11)
dreapta (d;) a solutillor primei ecuatii, apoi
dreapta (ds) a solutiilor celei de-a doua ecuati.
Ele se intersecteazi in punctul P(—2, 4).

Solutia sistemului este (—2, 4). \0 —
Exemplul 3. Fie sistemul: .
(d5)

o

x — by + 10 =0, X
, Yy €R).
x—2y—2=0. (* ¥ ) Fig. IV.11
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Multimea solutillor primei ecuatii se ideatifics

; : . t tificd cu dreapta (d;) di
figura IV.12, iar mulfimea solutiilor celei de-a doua se'ident i
Deoarece (d;) N (dz) = P, solutia sistemului este (10,4).

[/ Y

P04) /

Fig. 1V.12 Fig. 1V.13

. Aceastd metodd nu poate fi aplicata Intotdeauﬁa cu succes. De fapt
chiar in exemplul 3 de mai sus intimpindm dificultati, datoriti faptului cf:
punctul P este ,destul de departe® de orviginea axelor.

Cum am putea rezolva grafic un sistem de ecuatii, ale ciror solutii
sint drept.elt-a »aproape paralele“ din figura 1V.13? Practic acest lucru este dificil
Al doilea motiv pentru care metuda nu poate fi aplicatd intotdeauna

este imposibilitatea de a stabili cu precizie mare coordonatele punctului de
intersectie a dreptelor.

In practicd aceasti metodd se utilizeazd atunci cind nu se pretlinde
calculul exact, precis, al solutiei sistemului.
EXERCITII
1B Rezolvatii grafic sistemele:
% 2) —x+2y—5=0, b 5x — 4y — 24 =0
3x + by — 18 = 0;
y : 4% + 5y — 11 =0;
o) {3x+7y—8=0, d) 5x — 8y + 14 =0,
2x — 5y + 14 =0; 3x + 4y — 18 =0,
2%) Rezolvali grafic sistemele, apreciind cit mai corect solutia:
a){3x-{—4y—4=0, b) 2x + 3y -+ 2 =0,
2x — 3y — 2 =10; bx — 3y — 5 =0.
(Indicatie: luati ca unitate de misurd, pe fiecare axi, 5 cm.)

METODA SUBSTITUTIEI
2Xx—y=0.

v ‘ dxfoy_nLg ®YER

.Sa presupunem cé perechea de numere reale (z, y) ar fi solutie a siste-
mulut. Aceasta inseamna cd dacd inlocuim in ambele ecuabii necunoscuta x°
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Vrem sd rezolvim sistemul: l

ificd cu dreapta (d).

cu numirul @, iar pe y cu g, obtinem propozitiile adevarate 22 — y =0 si
Din 2z —y =0 deducem cii y =2z. Din 3r +2y—7 =0 gi
y =2z deducem cd 3z + 2 2x — 7 =0, adich 7z—7 =0; deci
x =% =1. Apoi y =21 =2.
Astfel, daci (z, y) este solutie a sistemului, atunci z =1 §i ¥ =2.
Dar 34 —3 =2 —2=0 5 3°442-2—1 =34+4—7=0,
deci (1, 2) este solutie a sistemului. Putem spune acum ci sistemul are o sin-
gurd solufie, perechea (1, 2). !
OBSERVATIE. In cirtile mai vechi se obignuieste s se scrie cd giste-

mul are solutia z =1, ¥y =2.
Alt exemplu. S& rezolvim sistemul

[4!—35"‘1"1 =01

X, R).
S 2y R

S4 presupunem cd perechea de numere reale (z, %) ar fi solutie a siste-
mului. Deci, inlocuind necunoscutele X §i y respectiv cu numerele z $i Y,
obtinem propozitille adevirate:

4bx —3y+1 =0sgiz—b5y+4 13 =0.

Din z—b5y+13 —0 deducem ¢i z =5y — 13. Din 4z —3y +1 =0
§i o =5y — 13 deducem ci 4(5y — 13) — 3y + 1 =0, adicd (dupa

reducerea termenilor asemenea) 17y — 51 = 0. Deci y = % = 3. Deoarece

# =5y — 13, obtinem z =5-3 — 13 =15 —13 =2.

Prin inlocuire directd a lui X cu 2 si a lui y cu 3, se constatd cd perechea
(2,.3) este solufie a sistemului. Sistemul are deci ca singurd solutie aceastd
pereche.

Am ilustrat prin aceste dousd exemple metoda substitufiei pentru rezol-
varea sistemelor de dou#i ecuatii liniare cu doud necunoscute.

Si observim ci in al doilea exemplu am fi putut proceda conform urma-
toarei scheme:

— ,scoteam® din a dgua ecuatie pe X; X =5y — 13;

— fnlocuiam fin prima ecuatie: 4 - (5y — 13) — 3y + 1 =0. Obtinem
astfel o ecuatie in y; rezolvind-o, obtineam cé are ca solutie numérul 3;

— inlocuind pe y cu 3, objineam x =5-3 — 13 =2 si deci solufia
(2, 3) a sistemului.

Metoda substitutiei constd in urmitoarele: )

a) ,scoatem® dintr-una dintre ecuatiile sistemului o necunoscutd in
functie de cealaltd;

b) inlocuim in cealaltd ecuatie a sistemului; obtinem o ecuatie cu o
necunoscutd, pe care o rezolviam; '

¢) avind ,valoarea® unei necunoscute, obtinem solutia sistemului.
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De exemplu, si rezolvim sistemul
{x +3y+5 =0,
3x + 2y — 4 =0,
folosind metoda substitutiei.
Din prima ecuatie scoatem pe x in functie de y:
x = —3y — 5. Inlocuim pe x in a doua ecuatie: 3(—3y — 5) + 2y —4 =0.

(x, y €R),

Rezolvém aceastd ecuatie in y; obfinem c ea este echivalents cu y — — A

T

e 19
Inlocuim: x = —3 (—- ?)—- b= 7 f° D= “'-;—2? « Am obfinut solufia sis-
temului: (2?2, — 1—9)

7
L
Metoda substitutiei poate fi aplicatd i sistemelor scrise in alti formi.

De exemplu, s rezolvdm sistemul:

{8 — X =2y +1
6x -+ by =3,
folosind metoda substitutiei.

Scofind din prima ecuafie x =7 — 2y, inlocuimina doua: 6(7 — 2y)

' (%, y €R),

+ 5y =3, de unde — 7y = —39. Deci y =3?g,apoi X =7—-2-%’=

— iRy . Solutia sistemului este [ — 28 53—9 .

7 /G

Aceastd metodd este avantajoasd atunci cind intr-una dintre ecuatiile
sistemului 0 necunoscuté are coeficientul 1 (sau —1); este de preferat ca ea

sd fie ,,scoasd” in functie de cealalts.

EXERCITII
1) Rezolvati sistemele prin metoda substitutiei:
=21 —_ — =

&){x b) [x 2y =0, 0 hr 4 y =43,

3x + 2y =9; 4x + by = 26; 6x + by =103;
a) {2x—y=1, e) 2x + 3y =10,

X 4 3y =4; 2x — 3y =1;

X—y= E;
f) 8 g) [Vi—x—y=0’
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2) Rezolvati sistemele de ecuatii liniare:

T

‘5x+2y—3=0,
C
9x +y— 4 =0; —x+4+2y—4=0;

Ix—y+7=0;

1
31-—*?"'E=0! x_»ﬁy—2=0,
CVE RO | e){3x+9}'+3-:05

iy =y =)
S o

o x—Vey+21/3=0,
2/ 2x 4 |/3y—T7=0.
~ 3) Rezolvati sistemele:

3x + 10y =53, {81x—-53y =9,

SISTEME ECHIVALENTE.
FORMA STANDARD A UNUI SISTEM
DE ECUATII LINIARE

DEFINITIE. Dou#l sisteme de ecuatii sint numite echivalente daca au
aceeagi multime de soluii.
De exemplu, sistemeles
x—1=0,
[Y—2=&
sint evident echivalente; amindoud au ca solutie perechea (1, 2).

x =1 [ 2x =1,
’ (x,y €ER) s ‘y=21 (x, y €2)

—

(x, y ER) eilyﬂzf (x, y ER)

2
Sistemele { y =2

1 ;
i i i — lea nu are
nu sint echivalente; primul are ca solutie perechea ( 7 2) ) al doilea

solutie (1). B D
Fotma standard a unui sistem de doud ecuatii liniare cu doud necunos-
cute este urmétoarea:
=d
IR WG Y e
ax +by=4d,
In forma standard, termenii liberi sint trecuti in membrul drept al ecuatiilor
ce formeazd sistemul.

o ax + by +¢=0, )
Sistemul de ecuatii liniare { e By of =0, (x, y €ER)




este echivalent cu sistemul scris in formi standard:

ax + by = —e¢,
I a'x + by = —¢/, (x, y ER).

METODA REDUCERIL

5x — 3y = 15,
3X + 2y =12, (™ y € R).

Sd presupunem céd perechea de numere reale (@, y) ar fi solutie a siste-
mului. Avem astfel doud propozitii adevirate:

52 — 3y =15 gi 3x + 2y =12,

S& inmultim ambii membri ai primei egalitd{i cu 2, apoi ambii membri
ai celei de-a doua egalitati cu 3: obtinem

102 — Gy = 3‘0,
92z + 6y = 36.
Adunind membru cu membru cele doud egalititi, objinem:

19z = 66

Si rezolvdm sistemul {

66
de unde z = —.
e unde 1

Acum, din egalitatea 5z — 3y = 15 obtinem 5 f—g — 3y =15, de

unde y = E’

19
e T S :
Constatdm imediat c# B E] este solutia sistemului.

Am dat exemplu de rezolvare a unui sistem de ecuatii prin metoda
reducerii.

Am fi putut proceda conform urmitoarei scheme:

— inmultim ambii membri ai primei ecuatii cu 2:

- 10x — 6y = 30;
— inmultim ambii membri ai celei de-a doua ecuatii cu 3:
9x + 6y = 36;
— yadundm® cele doud ecuatii; obtinem ecuatia in x:

19x = 66

; : ' 66
pe care o rezolvdm; €a are solutia x=i—9.
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— finlocuim pe X intr-una dintre ecuatiile sistemului (de exemplu in

prima) cu % ;*obtinem ecuatia in y

66
5:— —3y=15
W, |
pe care o rezolvim; ea are solujra 1—5 Sistemul are solutia 58 , o .
19 19 19

S observiim ci in prima fazi am efectuat inmultiri cu scopul de &
reduce, prin adunare, termenii in y.

Alt exemplu. S3 rezolvim
6x | 5y = —7
ix i o R GemeiE C
Frocedim astfel:
~— inmulfim ambii membri ai primei ecuafii cu 2: 12x + 10y = —14;
— inmul{im ambii membri ai celei de-a doua eeuatii cu —3; i
—12x — 21y =36;
— adundm membru cu membru ecuatiile:
—11y = 22,
de unde y = —2; :
— inlocuim in prima ecuafie pe y cu —2: 6x + 5 (—2) = —7; adici

6% — 40 o nii B 3. Dol ke %.

Astfel perechea (_% 5 —2] este solutia sistemului.

Sd observim cd am efectuat inmultirile in aga fel incit, prin adunare,
termenii in X s-au redus.

Scopul metodei reducerii este inlocuirea sistemului
[ ax 4 by = d,
e'xX+by=d
cu sistemul echivalent
[ ax + by =d,
—
a cédrui rezolvare este imediati.
S& rezolvdm prin metoda reducerii sistemul scris in formi
canonicy
I ax 4 by =d,

R).
u’x+b_'y=d', (my€e )
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Inmultind ecuatiile respectiv cu &' si —b, astfel incit prin adunare
termenii in y sa se reducd, obtinem:

ab’x — ba'x = db’ — bd’,

de unde
__db’ — bd’
ab’ — ba’
Inmultind acum in mod convenabil, pentru ca termenii in x si se
% : ad’ — da’ -
reducd, obtinem y = ————.
ab’ — ba’

Concluzii: 1) dacd ab’' — ba' # 0, atunci sistemul are o solutie.

2) Pentru a calcula c.omp()nent.ele solutiei trebuie sd efectuim doar
| scdderi, inmulfiri gi impértiri. O ,magind de calcul“ care stie si efectueze
aceste operatn va putea fi ,invitatd" (programatd) sa rezolve sisteme prin
| metoda reducerii.

5S4 descriem algoritmul de calcul al solufiei sistemului:

Pasul 1: Citegte a, b, d, o', V', d';
Pasul 2: s = a-b’' (adicd ,inmulteste pe a cu b’, noteazd rezultatul inmul-
tirii cu §“);

Pasul 3: t=4d'b;

Pasul 48y =5 —t;

Pasul 5: Compard uz cu 0. Daci u = 0, scrie ,caz de exceptie“. Stop. Daca
u # 0, continud cu pasul 6.

Pasul 6: v=ad-b';

Pasul 7: w=>b-4d';

Pasul 8: z = v — w;

Pasal 9: X =z :u. Scrie

Pasul 10: v =a-d’;

Pasul 11: w=4d-a'y

Pasul 12: z =v — w;

Pasul 13: y = z:u. Scrie ,y“. Stop.

Avantajul metodei reducerii constd in faptul cé este algoritmicid; ea
| poate fi programatid. Uneori ni se pare cd metoda substitutiei este mai usor
' de aplicat, ceea ce este adevirat. Dar un calculator modern poate efectua
milioane (!) de operatii pe secundé, deci poate rezolva prin metoda reducerii
sute de mii (l) de sisteme, intr-o secundi.

x“, Continud cu pasul 10.

EXERCITL

1) Construiti dreptele solutiilor ecuatiilor (separat):

a) X4+ y—4& =0; b) 3x 4 3y — 12 =0. Ce observati?

2) Construiti in acelagi sistem de coordonate dreptele solutiilor ecua-
tiilor: a) X+y—4&=0;b)3x—2y —2=04g¢) &x—y —6 =0. Cea
de-a treia se obtine prin adunarea membru cu membru a celorlalte doui.
Ce observati?
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3) Rezolvafi prin metoda reducerii sistemele:
) 92X -+ 3y =12, h][4x+3y=10,
& {éx—3y=4; 2x — 6y = —10;
4x 4 by = —1; d bx — 32y = 2,
) ) -
7x + 10y = —33 9x + 16y = 22.
4} Rezolvati sistemele:

&){ x+y=2|4|

x—y=14
b) &x — 3y = 18, . [511+44y=7,
| 3x + 4y = 24; 34x 4 33y = 1
1 1 A,
el el ){5x+4y—i&
d) 4 -
) e WY 8x — 2y = 14
4 15

b) Rezolvati sistemele:
a){x+2y=24, )[x+2y_-24
| x— 2y =103 =1
o) { X + 2y = 0,24,
x — 2y = 0,1.
6%) Rezolvali sistemele:

){SV_x—y—3

Ce observati?

x+2]/2y =&
x+y=231/3; +V2x + (V2 -1y =412,
b) X w—re 5 A ¢) X ¥

= +
/3 +1 lf.?f-—ia 1+V3 1-VZ

‘5. SISTEME CE SE REDUC LA SISTEME DE DOUA
ECUATI LINIARE CU DOUA NECUNOSCUTE

Ezemplul 1. Si rezolvam sistemul

e )
X ¥

(x, y € B — {0}).
T (R
T Uy )
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i 1 1
5S4 facem inlocuirile: x = i, ¥ — -L, adici u=—, v=—3
u v X y
2u+4v=1,
u—2v=—1.
- 4 L) 1 3 53 . . t
Rezolvind acest sistem obtinem u = o V= % Deci solutia siste-

; ' 5
mului initial este =05, y = =

Exemplul 2. Si rezolvdm sistemul

T
y 8
(xe R, y € R\{0, 1))
x+4+1 §_
y—1 4 -
S# presupunem ci perechea de numere reale (x, y) este solutie a siste-
mului. Atunci propozitiile L gl aed o il gint adevirate.
¥ od y—1 4

Folosind proprietiitile proportiilor, obfinem cé:

3z=2y s &z + 1) =3y —1).
Deci z =-§y, apoi 4(%3; + 1) = 3(y — 1). Deci y =21, apoi «x = 14

Solutia sistemului este (14, 21).

EXERCITII
2x == ¥y =9

1) Rezolvati sistemul: | o i e (S
TEdp=1 @

2) Rezolvati sistemele:

8) Rezolvati:
3x 4 2 =

I__E v 3 ‘i’!
2x — 3y = 2y — 1; 2y—1=1’5;

Isl/i+a|/}=s,
c)
A/ E—5F+1=0,

6. REZOLVAREA PROBLEMELOR
CU AJUTORUL ECUATIILOR

Multe probleme practice se pot rezolva folosind matematica. Rezolvares
constd din mai multe etape!

a) alegerea necunoscutelor principale ale problemei;

b) stabilirea relatiilor (legiiturilor) intre necunoscutele problemei,
Aceste relatii pot fi egalititi, inegalitdti sau de altd formd. Ele formeazi
aga-numitul model matematic al problemei;

¢) rezolvarea modelului matematic;

d) interpretarea practici a rezultatelor obfinute; alegerea solutiei
practice.

Vom da mai multe exemple:

Problema 1. Prin strunjirea unei buc#ti de otel, pentru a se obtine un
ax necesar motorului unei motonave, se pierde material ce cintireste 59,
din masa piesei finisate. Cit cintéireste axul finisat, dac inainte de strunjire
bucata de otel cintdrea 210 kg?

Rezolvare. Nu cunoagtem doud lucruri: masa gpanului gi masa axului.
Textul problemei ne indeamn# si alegem ca necunoscutd principald masa
axului finisat. Fie deci # masa (in kg) a axului finisat.

Pierderile de material reprezintd 59, din 2, adici _ﬁl{f))_ﬂm (kg). Bucata

i : i 5 5
de otel cintérea deci, inainte de strunjire, & 4 —— 2 kg. Astfel 2 + — 2 =
’ badidRat * 100

= 210. Aceastd egalitate este o relatie ce leagi necunoscutele problemei.
Modelul matematic al problemei este format din ecuatia:

B
—x = 20, )
x+100x 210, (x e R)

Rezolvind ecuatia, obtinem c# ea are solufia 200. Deci axul cintéreste
200 keg.

Putem afla acum si masa materiglului ce se pierde: 10 kg.
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Problema 2. Un vapor-curs#, navigind in sensul curentului apei, a
parcurs distanta dintre doud porturi in 4 ore; la intoarcere, impotriva curen-
tului apei, vaporul a parcurs distanta in 5 ore. Sd aflim distanta dintre cele
doud porturi, gtiind ed viteza de curgere a apei este de 2 km/h,

Rezolpare. Notdm cu g distanta dintre porturi (in km), Aceasta este
necunogcuta principald, (Alte necunoscute ar fi viteza proprie a vaporului,
sau viteza medie la intoarcere ete,) Viteza medie a vaporului, impotriva

curentului apei, este de %(kmjh), iar in sensul curentului apei este de -11
(km/h). Viteza proprie a vaporului (datd de puterea motoarelor sale) este deci
g -+ 2 la intoarcere gi % — 2 la ducere, Modelul matematic al problemei

este ecualia

X X
"5—+2-—-Z—'2, (xER).

Solutia acestei ecuatii este 80, Deci distanta intre porturi este (pe firul apei)
de 80 km,

Problema 3. Un autobuz a parcurs distanta de 96 km in 2 ore. La inceput
goferul a mers cu b0 km/h, apoi a fost obligat sd reducd viteza la 4 km/h.
Cit timp a circulat autobuzul cu 50 km/h?

Rezolpare. Solujia I, S& notdm cu  durata (in ore) a primei pérti a
cilitoriei; a doua parte a calitoriei are durata de 2 — x ore. Spatiul parcurs
in prima parte este de 50 + # km; in a doua parte de 40 - (2 — z)km, In total
autobuzul a parcurs 50+ 2 4 40+ (2 — z), Modelul matematic al problemei
este ecuatia 50x 4 40(2 — x) = 96. Solutia ecuatiei este 2 = 1,6. Deci prima
parte a cildtoriei a durat 1,6 h =1 h 36 min.

Solutia @ II-a. Si notdim, ca mai sus, durata primei pirti a cildtoriei
cu z, iar durata celei de-a doua pirti a ciliitoriei cu y. In total cilitoria a
durat # -} y ore, Obtinem prima ecuatie: x + y = 2.

Spatiul parcurs in prima parte a cildtoriei este de 502 km, in a doua
parte de 40y km, deei in total autobuzul a parcurs 50z - 40y km. Obtinem
a doua ecuatie: 50x 4 40y = 96,

Modelul matematic al problemei este sistemul de ecuatii:

{ X+y= 2,

50x | 40y = 96.

Rezolvindu-l, obtinem & = 1,6 si y = 0,4. Deci autobuzul a circulat 1,6 h =

=1 h 36 min cu viteza de 50 kmqﬁ $i 0,4 h = 24 min cu viteza de 40 km/h.
Problema 4. Doud forte au acelagi punct de aplicatie gi actioneazd pe

aceeagi dreaptd. Dacd actioneazi in acelagi sens, rezultanta lor este de 100 N,

iar dacd actioneazd in sens contrar, rezultanta lor este de 32 N. Ce mirime
au aceste forte?

Rezolpare. Fie x gi y mirimile (ih N ale) acestor forte. Atunei
[ x 4 y = 100,
X —y=32
?;z&lvind acest sistem, gdsim & = 66, y = 34. Deci fortele sint de 66 N i
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Problema 5. Daca pe fiecare pagind a unui album s-ar lipi cite doua
fotografii, n-ar avea loc 26 de fotografii. Daci s-ar lipi cite trei fotografii pe
pagind, ar ramine 10 pagini fird fotografii. Cite pagini are albumul i cite
fotografii trebuie lipite in album? :

Rezolvare. Fie z numirul de pagini ale albumului, iar ¥ numirul de
fotografii ce trebuie lipite. Textul problemei se transpune in sistemul de
ecuatii

2x =y — 26,
[3(:—‘10)=y.

Solutia sa este z = 56, y = 138. Deci albumul are 56 pagini, iar numérul

fotografiilor este 138.

Problema 6. O bucatid de bronz (aliaj de cupru gi cositor) are masa
de 50 kg si volumul de 6 dm?. Cit cupru si cit cositor contine aliajul?

Se cunoagte densitatea cuprului = 8,9 kg/dm® si a cositorului = 7,2
kg/dm?,

Rezolpare. Fie z masa cuprului (in kg) continut in bucata de bronz;
fie y thasa cositorului (in kg) continut in bucata de bronz. Bucate de bronz
are masa z -+ y (kg), deci x 4+ y = 50.

Vom tine seamd de formula V = ™ . Volumul cuprului continut in
P

bucata de bronz este — dm?®; volumul cositorului este —Y_dms. Deci
X ¥
+L -6
89 - 72
x +y = 50,
Obtinem sistemul NE AR~
89 72, 7

rezolvindu-l, gisim z =35,6 s1 ¥ = 14,4. Bucata contine deci 35,6 kg cupru
g1 14,4 kg cositor.

Problema 7. Intr-un laborator de chimie este nevoie si se ob{ind 2 litri
de acid sulfuric cu concentratia de 309%. In laborator existd, in cantitati
mari, acid sulfuric cu concentratia de 20% si de 50%,. Putem obtine cei doi
litri cu concentratia de 30%,? Cum anume?

Rezolvare. Da, ii putem obtine prin amestec. Fie  cantitatea (in litri)
de acid sulfuric 20% ce ar intra in amestec, iar y cantitatea (in litri) de acid
sulfuric 529%, ce ar intra in amestec. Atunci am aveax +y = 2, iar amestecul

ar confine B z —|——5—2— y litri acid sulfuric, ceea ce ar trebui s& fie exact

100 ~ " 100
30 9_ 59 ytri. Obtinem sistemul
100
X+y=2s
20 52 60
X py =
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Solupia sa este = 1,375 si y = 0,625. Ar trebui s amestecim deci 1,375
litri acid cu concentrafia 209, cu 625 ml acid cu concentratia 529,.

Problema 8. Cumpdrim de 10 lei timbre pogtale de 55 bani gi de
1,55 lei. Putem cumpdra exact 10 timbre? Dar 12 timbre?

Rezolvare. Fie x numdrul de timbre de 0,55 lei cumparate, iar y numérul
de timbre de 1,55 lei cumparate. Plitim deci 0,55 - z lei pentru timbrele de
55 bani si 1,65 - y lei pentru celelalte; in total platim 0,552 - 1,55y lei.
Deci una dintre ecuatii este 0,55x 4 1,55y = 10.

S presupunem cd x | y = 10. Rezolvind sistemul obfinem c# are
solutia £ = 5,5 81 ¥ = 4,5.

insd z s y trebuie si fie (amindoud) numere naturale. Deci ridspunsul
la prima intrebare este: nu.

0,55x 4- 1,55y = 10,

X+ y=12

nu are solujia formatd din numere naturale. Din nou rdspunsul este: nul

Observagie. La aceastd problema, interpretarea rezultatelor are o impor-
tantd decisivi.

Problema 9. O sarjd de fontd trebuie sd contind 27 t-fier si 310 kg
mangan.

Minereul de fier confine in medie 509, fier i 0,5% mangan; dispunem,
si de minereu de adaos, bogat in mangan, ce contine in medie 15%, fier gi 209
mangan.

gCe cantitate din fiecare minereu trebuie introdusd in furnal pentru a

se obfine sarja cu confinutul dorit?

Rezolpare. S& notdm cu z cantitatea de minereu de fier (misuratd in
tone) ce trebuie introdusd in furnal. Aceastd cantitate de minereu confine

50 S 1
— z tone fier —
z tone fie 100

100

Nici sistemul

z tone mangan.

Fie y cantitatea de minereu de adaos (in tone) ce trebuie introdusi in

furnal; ea contine 150 y tone fier t}iﬁ%y tone mangan. In total am

15 e D 20
introdus in furnal 700 x4 100 y tone fier i To0 z + Too y tone mangan.
Obtinem, astfel sistemul de ecuatii:
50 15
x4 — y=21,
100 * 100 ¥
0,5 20
SR ey (3,
100 * T 100 ¥
107170 . 400

Rezolvindu-l, giisim cd z = , adicd x este aproximativ

Ny=—c

1985 1985
54 iar y este aproximativ 0,2.

Sarja se obtine deci prin infroducerea in furnal a aproximativ 54 t
minereu de fier s1 200 kg minereu de adaos.

Observajie. Si in aceastd problemd interpretarea rezultatelor are un rol
decisiv.

Problema 10. O lentila convergentd dé pe un ecran imaginea unui creion
mirit§ de doud ori. Deplasind lentila spre ecran cu 12 c¢m, imaginea creio-
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4‘;

nului devine de doud ori mai micd decit creionul (vezi fig. IV.14 g1 15). Care
este distanta focald a lentilei?

Rezolpare. Cunoscind distantele obiect-lentild si lentild-imagine putem
afla usor distanta focald a lentilei. Si notdm cu 2 distanta initiald obiect-
lentild (in em) §i cu ¥ distanta inifiald lentild-imagine (in cm). Din agem#narea

by . 1
triunghiurilor obtinem o
Y 2
I y
H‘"""h..._
B
.
3 ; "'“‘*----..,__‘H~ b
HHHHH
Fig. 1V.14

A
e /A =
gt i
s
T —_—
2y 2 ‘““n—_“
\
\J.r .-

x+12

Fig. IV.15

Dupé deplasarea lentilei spre ecran, distanta obiect-lentild devine

" 2 + 12 cm, iar distanta lentild-imagine devine y — 42 cm. Din aseminarea

triunghiurilor obtinem:

Rezolvind sistemul de ecuatii

gisim & = 12 giy = 24. Acum, distanta focald f se calculeazd din f? = (z —
— f) (¥ — f); obtinem f =28 cm.




PROBLEME

1) Intr-o intreprindere chimic#, instalatia veche produce 1000 t de
ingrigiminte pe lund; noua instalatie poate produce aceastd cantitate de
ingragiminte doar in 12 zile. In cite zile sint produse 1000 t ingrigiminte

. chimice, daci lucreazi ambele instalatii? (o luni are 30 de zile).

2) Doua rofi dintate angrenate au distanta intre axele lor de rotatie
de 35 ¢cm; prima are 77 de dinti, iar a doua 308 dinfi. Stiind ¢4 indltimea din-
tilor este de 0,6 cm, aflati diametrul fiecdrei roti.

3) Daca prin gurile de suflare ale unui cubilou (cuptor de topire a,fontei)
se sufld 1 m® de aer pe secund4, se obtine otel cu continut de 2,59, carbon.
Dacid debitul de suflare creste la 4 m® pe secundi, se obtine otel cu 0,5 %, car-
bon. Ce debit de suflare va asigura obfinerea unui otel moale, avind 0,25%,
carbon?

Dar a unui otel dur, cu 1,2 9, carbon? .

(Se presupune cd procentul de carbon in otel este functie liniard de
debitul de aer suflat.)

7. INECUATII §I SISTEME DE INECUATII

Si ne reamintim cd, date doud numere reale a si b, putem avea sau
a < b,saua = b,saua > b, si cd notdm ,a < b“ in loc de ,a < b sau a = b*“.
Am folosit pind acum notatia [@; 8] = {z |z E R, a < z < b} pe care
o citim ,intervalul inchis de extremitdti e gi &“.
Se mai utilizeaza si notatiile:
(—oo; a]l = {z | = € R, & < a}; citim ,intervalul minus infinit, &, inchis in a“;
[a, +o0) = {& | z € R, z >a}; citim ,intervalul a plus infinit, inchis in a“.
Observajie. Sa observim ci (—co; b]N[a, 4-00) = [a; b] (vezi fig. IV. 16).

T e
70

fa; bf

Fig. IV.16

Fie propozitia cu variabild:
x <5 (x €R)
Aceasta este o inecuatie. Inlocuind necunoscuta x cu diverse numere reale z,
obtinem, propozifii adevirate sau false. Ne dim seama imediat cd multimea

solutiilor acestei inecuatii este (—oo; 5].
Fie inecuatia 2x — 1 < 0 (x € R).
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54 Inlocuim necunoscuta X, pe rind, cu valorile —2, —1, 0, %-, s %,

2 gi s intocmim tabelul:

inlocuim pe x cu: ~2|=1] 0 {11 % 2

Valoarea de adevir a a a a f { f

Ne ddm seama oii multimea solutiilor inecuatiei este (-——oo; %—]

Pentru a ‘rezolva inecuatia putem proceda astfel: adunim mai intii 1
eu ambii membri; o transformim astfel in inecuatia echivalentd 2x < 1(x € R).

Inmultim acum amhii membri eu —, transformind-o in inecvatia echiva-
z H

lenti x < —%(x € R). Se vede acum care este multimea solutiilor acestei

ultime inecuatii,

Fie inecuatia —x <2, (x € R), Dacdl inmultim ambii membri ai inecua-
tiei ou —1, obfinem inecuatia echivalenta cu ea

x2—-2(xeR)

(reamintim cd prin inmultirea ambilor membri eu un numdr negativ, sensul
inegalitiitii se schimbil). Deci solutiile inecuatiei sint elementele muljimii
[—2: o).

In general, o inecuafie de gradul 1 cu o necunoscutii are forma

ex+b <0 (xeR)

unde a gi b sint numere reale, iar @ # 0.

Distingem doudl cazuri posibile:

1) Cazul @ > 0. In acest caz adunim —b cu ambii membri ai inecuatiei,
apoi imparfim eu «; obtinem inecuatia (echivalentd cu prima):

Kd=2 (kb
@

, @ ciirei mulfime de solutii este intervalul (—co. — i].
a

2) Cazul @ < 0. §i in acest caz adunim —b cu ambii membri ai inecua-
{iei, apoi impérfim cu a; insd a este negativ, deci sensul inegalitdtii se
schimbi. Obtfinem astfel inecuatia

x> — % (x € R).
Multimea solutiilor ei este intervalul [— % 4 —]-e-o).
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EXERCITIL

1) Scriefi mulfimea de adeviir pentru propozitia ou variabili:

a)3x +1 <0, (xER); b) Ix—2<0, (x&[0; 2]); ¢) —Tx
+5<0 (x€ M) d) ~Tx—11 <0, (x& R) Ly i

2) Rezolvali inecuatiile (in care x € R):

a) 4x — 11 < 2x - 11; b) 12x 4+ 7 < 5x 4 8; ) .
d)i?x-:ﬂ;_'lo:;_-s, ) 1408 4 0) 2x 48 < x 4 9;

3) Rezolvali inecuatiile:
a) 13x > --6; b) &x < 82; ¢) 4y < —40; d) —2y < 16; &) —x <

€ —10; 1) —x > 13; g) —4x > 2; h) 3% > 0; i) 17x < 6X; j) —8x > 0;
SR e cign ok TR R LSRR ) Hran ) =iz 0

4) Rezolvafi inecuatiile:
a) —16x + 62 % 0; b) 4x 4 11 > 8x — 3; ¢) 5x > 8(x + 1); d) 2 g

<O +1); ) 150+ 1) > 7x; ) 3x— E=Ls0; g) 2 ==l s

INECUATII DE GRADUL I CU DOUA NECUNOSCUTE

O inecuatie de gradul 1 cu douii necunosoute este de forma
ax +by +¢ <0 (x, y€ER),

unde a, b gi ¢ sint numere reale, iar @ # 0 sau b # 0.
De exemplu, sii considerdim inecuatia

2x+y—5<0 (x, yER)
S inlocuim pe x cu 1 gi pe y cu 2; oblinem propozitia adeviratj
2 2:14+2—-5<0.
Deci perechea (1, 2) este solutie a inecuatiei.
8i inlocuim pe x cu 0 iar pe y cu 3; obfinem propozifia adeviirati
2:0+4-3 —5 < 0; deci i perechea (0,3) este o solutie.
Inlocuind pe x cu 3 iar pe y cu —1, omﬁnem

NG a8
;'/, propozitia adeviirati 2:3 + (—1)—5 < 0, deci si
77 (3, —1) este o solutie,
o 5 /,'// I M Dimpotrivé, perechea (2, 4) nu este solufie a
rjg';/ 4 i[mlesc}m;iei, clici propozifia 2:2 44 —5 <0 este
§://{/ -) o 1
A In figura 1Vi17 am reprezentat punctele
TN A(1, 2), B(0,3),€(3, —1) corespunzitoare solutiilor
VAL N A/ IPis-2f  B8site ale inecuafiei, apoi punctul M(2, 4). Am dese-
e f// /Efx,y{ nat gi dreapta (d) a solutiilor ecuatiei 2x -y — 5 =
/,{’/ ',// v ANl =0, (x, y € R). Aceasti dreaptd imparte ‘planul
// /Q///, /;)7/ . in d(?uii semiplane. Observiim cii toate cele: trei
AN AYANE  solutii ale inecuatiei, giisite pind acum, corespund
Fig. TV.17 unor puncte din acelasi semiplan (cel hasurat).

Fie punctul P(x, 5 — 2z), de abscisd x, aflat pe dreapta (d). S&
considerdm o solutie (z, ¥) a inecuatiei, de abscisd z. Propozitia 2z -+
4y —5 <0 este adeviratd; deducem y < 5 — 2z, deci punctul
Q(z, y) se afld ,sub®* punctul P(z, 5 — 22).

Mul{imea solutiilor inecuatiei se identificdi cu semiplanul hagurat.
Ca si rezolvim o inecuatie de gradul 1 cu dou# necunoscute

ax+by +¢ <0 (x,y €ER),

desenim mai intli dreapta solutiilor ecuatiei ax 4 by + ¢ =0. Aceast
dreaptd imparte planul in doud semiplane. Pentru a stabili care dintre ele
este mulfimea solutiilor inecuatiei, luim un punct din plan (nu de pe dreapta
solutiilor) giverificdm dacl este sau nu solufie a inecuatiei. Daca este solufie,
atunci semiplanul in care se afld punctul este multimea solutiilor inecuatiei.

De2 :xim:;)lu, s; considerﬁl;n inem_lat;ia Y %%%%%7/2
y > 6(x, y € R). " @VVVV7
: . 0007

Desendm in figura IV.18 dreapta solutiilor ecu- w%(/ % //?

atiei 2x -+ 3y = 6. Verificim daci punctul O ; G

(originea axelor) este sau nu solutie a inecuatiei. & Z 7

Propozitia 20 + 3+ 0 > 6 este falsd; deci O 5 4

nu se afld in semiplanul solufiilor inecuafiei.

In figura IV.18 am hagurat semiplanul solu-

fiilor. Fig. IV.18

I XERCITIU

Care este multimea solutiilor inecuatiei: a) x + y — 4 < 0 (x, y € R);

" b)2x—y—1<0 (x, y € R)?

SISTEME DE INECUATII

Vom considera urmétorul tip de sistem de inecuatii:

ax + b < 0, :
R).
{a'x-}-b’ <0, e )
S& ludm doud exemple:
i 3x—3 <0
E lul 1. Fie sistemul ! R).
i hogel I5x—10 o e S

Prima ecuatie are ca muliime de solutii intervalul (—oco; 1]; a doua
ecuatie are ca mulfime de solutii intervalul (—oo; 2]; sistemul va avea
ca multime de solutii intersectia acestor intervale, adici multimes
(—00; 1] N (—o0j 2] = (—o0; 1]. g
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4x — 16 < 0,
—2x+2<0,

Prima ecuatie are ca mulfime de solutii (—oo; &]. A doua ecuatie are
ca multime de solutii [1; 4-o0). Sistemul are ca mul{ime de solutii

(x € R).

Exemplul. 2 Fie sistemul {

intersectia acestor intervale, adici multimea (—oo; 4] N [1; H-o00) = i
= [1: &)
EXERCITIU %

Rezolvati sistemele de inecuafii:

) x—43>0, 'h)l'izx;i?x—é, c)[zx—izﬂ,
3x —12 > 0; 3x — 6 < 0; 2x — 14 < 0. 4

LUCRARI PENTRU VERIFICAREA INSUSIRIL
UNOR CUNOSTINTE DE BAZA

Luerarea I

1) Rezolvati ecuatiile:
a) x+y—4&=0(x ycR);b) &x—5=2—-3y(x, yER)
2) Rezolvati grafic sistemul de ecuatii

XxX+y—3=0,
X R).
{ 2x — y — 0, ( d y 'E )
Lucrarea II _
1) Rezolvati sistemul { ax =3y =4, v
—x 4 6y = 4.
1 3
oot g
2x 'y :
2) Rezolvatfi sistemul !
2 6
ol ol
X y

3) Rezolvati inecuatiile:
a) 3x+2<0 (x&R); b) —2x+1<0 (xcR)

1) Ce numir este mai mare: 4]/25—3]/64+2 /81— |/49 sau

51/196 — 7 |/169?

2) Un pitrat are latura de 21 cm. Cit este mirimea diagonalei sale?

Aproximati in mm.

3) Laturile unui dreptunghi au respectiv 3,7 cm si 2,6 cm. Ce lungime

are diagonala sa?

4) Exprimati printr-o formuld aria tolei de transformator din figura V.1.
Calculati-o, stiind ¢i ¢ = 8,1 cm, b = 1,5 cm, ¢ = 5,6 om §i d = 4 cm. Stiind
ci tolele se debiteazi din benzi dreptunghiulare cu litimea de 6 cm, aflati

procentul (aproximativ) de folosire a metalului.

5) In secolul trecut se folosea ca unitate

a

de misurd pentru lungimi piciorzl (in unele
tirl se mai foloseste i astiizi), aga cum aflim,
din cédrtile lui Jules Verne. Un ,picior” are

transformare a lungimilor din metri in ,pi-
cioare“. Cu ajutorul lui apreciati cite picioare

aproximativ 305 mm. Construiti un grafic de ¢
sint (aproximativ) in 1,2 m. Dar in 1,8 m? ld

6*) Demonstrati ¢d nu existd pitrate b

b b

perfecte de formd 5. + 3 cu n € N.
(D. Pompeiu*)

Fig.

V.1

7) Aritati ci existd numere a gi b astfel incit, inmultind polinoamele
X2 4 aX 4 b si X2 — 3X + &, produsul lor si nu aibd termeni de gradele

15 2

8) Fie A = {0, 1, 2} iar B = {3, 4, 5, 6}. Construifi toate functiile

cresciitoare f: A —+ B. Este adeviirat ci sint & astfel de functii?

9) Construiti cele 6 functii crescitoare definite pe {5, 6} cu valori in

multimea {0, 1, 2, 3}.

* Dimitrie Pompeiu (1873—1954) — matematician romén.

-
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10) Fie polinomul P(X) = X? — 4X — 1, calculati numerele
P(2+ 1/B) si P(2— |/B).

11) Puteti gési o functie liniard f: R — R al céirei grafic s ,treack“
prin punctele (1, 2) gi (3, 4)? Care este aceasta?

12) Determinati functia liniard g: R - R, g(z) = mz + n, stiind ci
8(2) =21 s g(3) =34

] e~ o R L .
13) Fie fractia rationald F(X; ¥; Z) = 5X°Y § XY ; calculati
F(2.,6; 4,2; 1,092).
14) Completati tabelul (cu eroare de 0,01):
/ —02 |- —oa | =005 0 |o005 | ot | 02

1+ =z

z
i
+2

Ce observati?

15) Suma a 6 numere intregi pare, consecutive, este 18. Aflati cele
gase numere.

16) Un tren rapid pdrdseste gara la 30 min dupd un tren de persoane:
avind viteza medie de 90 km/h depigeste trenul de persoane dupa 2 h. Ce
vitezd medie are trenul de persoane?

17) Intre doud porturi, pe un fluviu, un vapor parcurge distanta de
140 km in sensul curentului apei in 4 ore, iar contra curentului apei in
4 h 40 min. Ce vitezéd de curgere are apa fluviului?

18) Un aliaj de aur gi cupru are densitatea 16,9 g/em®. Cite grame de
aur gi cite de cupru sint intr-o bucatd de 100 g din acest aliaj? Densitatea
cuprului este de 8,9 g/em?®, iar a aurului de 19,5 gjem?,

19) Mirim o catetd a unui triunghi dreptunghic cu 2 em si micsordm
cealaltdi catetd cu 3 cm; constatdim ci ipotenuza rdmine de aceeasi lungime.
Suma catetelor este acum de 40 cm. Puteti afla ce lungimi aveau laturile
triunghiului initial?

20) Vrem si obtinem 5 litri de alcool de 35%, (concentratie); dispunem
de alcool cu concentratii de 209, si 729,. Cit trebuie sd amestecim din fie-
care fel?

21) Perimetrul unui dreptunghi este de 28 ¢cm. Daci-i mérim litimea
cu 2 cm §i-1 micgordm lungimea cu 2 cm, obfinem un pitrat. Puteti afla dimen-
giunile dreptunghiului?
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22) In laborator existd un cilindru gradat, dar nemarcat, din sticla.
Plin pe jumitate cu apd, cintiregte 4,5 kg; plin doar o treime cu apé, cintd-
reste 3,5 kg. Cit cintdreste cilindrul gol?

23) Mirind lungimea unui dreptunghi cu 12 cm, iar latimea sa cu & cm,
aria dreptunghiului se méareste cu 120 cm?. Aflati dimensiunile dreptunghiului
inifial, stiind c& perimetrul sidu era de 16 cm.

24) Cit cupru g eit zinc se afli amestecate infr-un aliaj ce cintéregte
in aer 5 kg, stiind c# in apd el cintdreste cu 0,6 kg mai pufin? (Densitatea
cuprului = 8,9 kg/dm?, a zincului = 7,1 kg/dm?).

25%) Cit alcool de concentratie 459 trebuie sé amestecim cu alcool
de concentrafie 609, pentru a obtine 5 litri alcool cu concentratia de 65%,?

PIADE SI CONCURSURI

Prezentim o selectie de probleme date la diverse faze ale Olimpiadelor
de matematicd din ultimii ani, sau la Concursurile de treaptd. Textele au
fost partial modificate.

1) Fie E =(a — b)® — (& —b)*(a+ D) si F = (a +b)® + (a + b)*(a —b).
Aratati cd dacd a i b sint negative, atunci E > F.
(O.M. 1975, mun. Buecuresti)

2) Un trapez isoscel are baza micd de z + 2 cm, laturile neparalele de
32 4 & em fiecare, perimetrul de 11z 4 22 c¢m, iar iniltimea de 3z cm.
a) Calculati baza mare gi aria; b) Pentru ce valori ale lui z problema are
solutie ?

(O.M. 1976, jud. Bacé#u)

3) Fie A=23a® — 8a%z — 2 — 2 + baa? B =a’r — 4aa® — a® 4 1128
§i C = —6az®* 4 22° — ba?z — 5a®. Aflati E=A + B+ C; F=A—B+C
si C =— A+ B+ C. Scrieti-le in formd canonica.

(O.M. 1976, jud. Buziu)

4) Fie polinomul p(X) =(X 4+ 1)(X* 4+ 1) (X — 1) — (X2 — 1)~

a) Descompunefi polinomul p in factori;

b) Serieti in formé canonicd polinomul in ¥ obtinut prin inlocuirea lui
X cu polinomul ¢(Y) = (4Y + 13) (Y2 -+ 1) — (4Y + 3) (Y + 2)~ -

(O.M. 1976, mun. Bucuresti)
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5) Fie p(X) = X*— 2X — 3)(X — 1) —(3X—5)(2X 4 7) —(X —
— 1) (X% +1)(X 4 1). a) Sa se scrie polinomul sub forma canonica.
b) Calculati:

1 5 4
e RS B S 1y e e
3 e s (—24B—8*

L

gi apoi aflati valoarea p(z).

(O.M. 1976, jud. Alba)

el e CREL LR T
6) Simplificat: .
) Simphheats: Y+ X7 277z

(Concurs treaptd 1976, jud. Cluj)

x4y -4y D
2 3.2
7) Rezolvati sistemul 2
b
— 4 2y=0.
2+ y

(Concurs treaptd 1976, jud. Neamt)
@+a . 052405
T T
(Concurs treaptd 1976, jud. Carag-Severin)
1—31=0; 2 0 2 s
bx |1 x—1
(Concurs treaptd 1976, jud. Caras-Severin)
2Ax + 1) = 3(y — 1) + 14,
4x —32x +y —1)=2—x+y) +8.
(Concurs treaptd 1976, jud. Satu Mare)

8) Simplificati:

9) Rezolvati ecuatiile:

10) Rezolvati sistemul

11) Rezolvati ecuatia (x — a)® 4 b% =(x — b)® + @
(Concurs treaptd 1976, jud. Satu Mare)
12) Fie E(X) = 13X(X 4+ 1)* + (2X® —5X + 1) (X* + 2X + 3) —
— 5(X + 2) (X — 2) — 23. Descompuneti in factori.
(Concurs treaptd 1976, jud. Arad)
X—y=—3,
13) Rezolvati sistemul { 2% i Ve g

i =2
(Concurs treaptd 1976, jud. Silaj)

SO ey N e b2 Y,
+1 x—1

(Concurs treaptd 1976, jud. Dolj)

15) Un vapor parcurge distanta dintre doud porturi in sensul curentului
apei in 4 ore, iar contra sensului curentului apei in 4 ore 20 min. In cit timp
va parcurge aceastd distantd o plutd ce se deplaseazd cu viteza apei?

14) Rezolvati ecuafia ¢
x

(Concurs treaptd 1977, mun. Bucuresti)
2%%2 — mx + m

16) Rezolvati ecuatia
x—3

m este diferit de 9 si de 10.

= 2Xx — 4, in care parametrul

(Concurs treaptd 1977, mun. Bucuresti)

17) Calculati lungimile laturilor unui triunghi isoscel, gtiind cé sint
proportionale cu numerele 2, 5 si 5, iar perimetrul triunghiului este de 36 m.

(O.M. 1978, jud. Dimbovita)
Ul
7
gint numere naturale.

18) Caloulati: (—1)h+1+% (=) 4 (—1)P*3, unde k §i p
(O.M. 1979, mun. Bucuresti)
(0,75 — 1)> — 6,0625
0,06 — |/ 74,1616

19) Calculati:

(O.M. 1979, mun. Bucuresti)
20) Calculai: %(—w o8 %(—1)”1 +1, neN

(O.M. 1979, jud. Cluj)

3. EXERCITII $1 PROBLEME DISTRACTIVE.
CURIOZITATI

1) Media aritmeticd a numerelor 0,618034 si 2,618034 este 1,618034.
Cit este produsul lor? Retine{i primele gapte cifre.

8) Priviti: 1=2+2—2—%; 2=2+242—-2—2; 3=2+

+z—2+%;4=z-2-2—2—2; 5:2+2+2—%; 6=—2) 3%
+242—2;7 =22:2— 2 — 2. Continuati, scriind pe 8, 9, 10, 11 gi 12
in' mod asemdinitor, cu cinci cifre 2.

3) Avem 1 +2-+3+4+5+6+7 4+ 8 9 =100. Puteti scrie in
alt mod numarul 100, folosind fiecare cifré o singurd data (in ordine cresci-
toare) si numai semnele - si - ?
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4) Curiozititi: 63 :3 =6-3 +3; (2-47)-2-16 = 27 ;
+2+3)01.2_3___13+23+33.+ 2+7) 24-16; (1 +

B) Alte curiozitdti: |/ 121 =12—1; |[/6h=6+ |/%; /40 =4+
+1/9=—14+9; |/169= /16 +9 = 16— |/9; ]|/ 256=2 -5+ 6;
/32 =3-(2+ 4); /11881 = 118 — 8 — 1.

6) a) 1+8-1=9 " b 9:947 =88 ¢ 9+ 42=11
248 -12 =98 9 .98 | 6 =888 9 ‘1243 =111
3+ 8 123 =987 9 -987 + 5 = 9 123 + 4 =

4 48 1234 =9876 9 :9876 } 4 = 9 1234 45 =
548 -12345 = 9 -98765 4+ 3 = 9 12345 4 6 =
648 -123456 = 9 -987654 4 2 = 9 123456 + 7 =

87++88 égigggg = 99 -99876543 +1= 9 - 1234567 4 8 =
. = - 98765432 4+ 0 = 9 - 12345678 =

9 - 8 . 123456789 = & i

7) Priviti triunghiul

Fig. V.2

Suma numerelor scrise
pe liecare laturd a sa este 20. Dar suma p#tratelor acestor numere?
8) Puteti folosi patru cifre 9 pentru a forma numirul 100?

9) Aria regiunii colorate din figura V.2 reprezinti: a)é— din aria patra-

: e e ; ] :
tului; b)-i—;*dm aria patratului; -‘.:)sz-s din aria pétratului. Care rdspuns este

corect ?
10) O orchestrd formatd din 40 de instrumentigti cintd o melodie in
4 minute. In cite minute va fi cintati melodia de o orchestrd formatd din
60 de instrumentigti?
~11) Unim printr-un segment dous puncte de pe cerc. Se formeazi in
interiorul cercului doud regiuni (vezi fig. V.3). Unim prin segmente trei puncte
de pe cerc. In‘interiorul cercului se formeazd patru regiuni.
Unim prin segmente patru puncte de pe cerc; se formeazii 8 regiuni.
_ Puteti spune cite regiuni se formeazi in interiorul cercului dacd unim
prin segmente cinci puncte de pe cerc? Dar sase puncte?

D&

Fig. V.3
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12) Un postas lasd, pentru cele 40 de apartamente ale unui bloc de
locuinte, 22 ziare ,Romdnia liberd"* gi 27 ziare ,Scinteia“. Puteti spune in
cite cutii postale va ldsa posgtagul ambele ziare?

13) x * y inseamnd ,adund pe z cu y §i imparte rezultatul la 4. De
exemplu, 8% 12 = (8 4 12) : 4 = 5. g
, Caleulati 13 #7, apoi 2% (3#5). Aflati numérul e din ecuatia
o %14 = 10,

14) Ce puteti spune despre valoarea de adevir a propozitjilor:

a) Toti iepurii albi au urechi lungi.

b) Nici un iepure eu urechi lungi nu este numit Timothy.

¢) Eu am un iepure alb pe care-l numesec Timothy
(dupd Lewis Carroll, autorul cartilor ,Alice in tara minunilor®, ,Prin oglindd“
gi al altora).

15) O roatd se rotegte cu vitezd constantd, Cronometrind o rotatie
completd, am obtinut 4,3 s, cu eroare de 0,1 s. Cite rotatii complete face
roata in 43 s?

16) Pute{i afla aria hirtiei folosite pentru tipdrirea acestei cdirti, in
centimetri pitrati? Excludeti coperta.

17) Kilometrajul maginii aratii 78 987 kilomefri parcurgi. Soferul observil
o acest numir este simetric. Peste doudl ore, aruncindu-gi privirea peste
kilometraj, observd cid acesta aratd din nou un numir simetric. Cu ce vitezd
medie a mers automobilul in acest timp?

Fa)
L

18) Priviti figura V.4. Cite drumuri due
de la A in C? Care dintre ele este cel mai scurt?

19) Cinci copii se joac# astfel: unul dintre
ei stil deoparte, in timp ce ceilal{i se impart
in doud grupe. Cei doi copii din prima grupd
trebuie sd spund adevirul, iar cei doi din a
doua grupd trebuie sd mintd (dacd sint intre-
bati). Intrebind, cel care a stat deoparte va
trebui g4 afle in ce grupéd este fiecare.

Ionicd a stat deoparte, iar ceilalfi s-au impér{it. Ionicd revine gi-l1 in-
treabd pe Petricd: ,/Tu egti mincinos?“. Ce va rispunde Petrica?

Ionicd il intreabd pe George, apoi pe Nicu gi pe Alex: ,,Ge mi-a rdspuns
Petricd?*. George réspunde: ,Ti-a raspuns ci este mincinos“; Nicu réspunde:
»Ti-a rispuns ci nu este mincinos“. Alex riispunde la fel ca gi George. Cum
se impértiserd in grupe?

>

20) Din ,Aritmetica” lui Diofant din Alexandria (Egipt):

a) Impértiti un numir dat in doud pérti, avind diferenta dintre ele
datd. De exemplu, fie numérul dat 100, iar diferenfa 40; gésiti cele doud
parti.

b) Aflai doudl numere, gtiind raportul gi diferenta lor.

149




21) Din antichitate (problem# de origine greacd):
Regele din Samos il intreaba pe Pitagora citi elevi are. Pitagora i réis-
punde: jumitate dintre ei studiazd matematica; un sfert dintre ei cauta sa
invete stiintele naturii; o septime incearcd si invete filozofia. In plus, mai
sint trei femei.

Citi elevi inviitau la gcoala lui Pitagora?

22%) Din antichitate (tot de origine greaci).

Eu sint un leu de marmord. Doud izvoare tignesc din ochii mei, unul
din gura mea, altul de sub piciorul meu. In doui zile, ochiul meu drept umple
bazinul; ochiul meu gting 11 umple in trei, iar izvorul de sub piciorul meu in
patru. Pentru a umple bazinul, izvorului din gura mea fii ajung gase ore.
Calitorule, inainte de a bea, spune in cit timp va fi plin bazinul, daca toate
izvoarele curg?

23) Din evul mediu (de origine arab).

Un hot a infrat intr-o livadd de portocali, pizitd de trei paznici §i a
furat nigte portocale. Primul paznic l-a surprins; ca sd scape de el, i-a dat
jumdétate din portocalele furate i incd doud portocale. A dat apoi peste el
al doilea paznic; ca s seape, i-a dat jumitate din portocalele ce le mai avea
8i incd doud portocale. Aproape de iegire a nimerit, peste al treilea paznic; gi
acestuia i-a dat jumditate din portocalele ce le mai avea, plus incd doua,
Odat# scéipat, a vilzut ¢ mai are o singurd portocald, Cite portocale furase?

24) Dupéd ,Algebra” lui Clavius (1608). .

Un tata, voind si-gi incurajeze fiul s rezolve probleme, i promite cii-i
va da 8 lei pentru fiecare problemi bine rezolvati; dar, pentru fiecare pro-
blemi pe care n-a rezolvat-o, fiul va trebui sd pliteascd 5 lei, Dupd 26 de
probleme, fiul nu trebuie sd pliteascd nimic, dar nici sd primeascd ceva.
Cite probleme a rezolvat? :

25) Problem# veche indiand (probabil din secolul al IX-lea).

Erau impreund 67 de cosuri cu fructe si incd 7 fructe. Au venit 23 de
cilitori, care gi-au impértit in mod egal intre ei fructele. Cite fructe erau
intr-un cog?

INDICATII SI RASPUNSURI

Pag. b. 1) 6; 2; 13; 12; 3; 7. 2) nu; da; da; da. 3) 252; 1050; 120;
L8 e le A2 U8

: By O === TR o G A
56,280 ) 1 3 ¥ 20. 8, 15 ) 3 L] 34- 71

31 —437 —401 98 49 1 o R ) & 33

e L e R s LR Y W TR e RO B S
19 g g9 = - 90 * 99° &5 ) 53508 5% AR Ry il

12) 2.9; —1,92; 0,33; 9,7. 13) 0,15; 0,4375; 0,2375; 0,(5); 5,(6); 0,(41463).

29 10 17 1 1
@ WS L 2., 15) 0835 351 0,57148); 045;
) 10° 99" 11° 30" 225 ) ] ( )i

1169.95; 538,2. 16) —75; +180; —25000; +i_3; —155 ; _%; —13.9;
+91,02. 17) —5; +5; +2; —40; + T —10, —omms; —4i o -
18) 420; +64; —g%. 19)—%; —%2; %; ;’_i’l %ﬁ. 20)5;'_2:
._213: g_;. 21) —.17—1; 0 23)%%; ~§-‘Z; -%. 24) 205; %9; 19; 1;

—1,73; 01 3,3. 25) 149,12. 26) 0,223. 27) 86,4; 100.

Pag. 9. 2) nu; da; da.
5

» 7

Pugi 19, 9) 55, 2. _g,; >3 41513 3)b, ¢, e. 4)1,96; 1,9881;

1.999396; ... 5 2; .. ; 2,002225; 2,0164; 2,25. b) 100;%; %; BL: v i

solutie.
Pag. 16. 1) 2,2361; 0,86603; 1,0488; —1,7321. 2) 2,44; 2,64; 2,82.
Pag. 18. 1) f; a;a;a; . 2)e<c<a<0<i<d<b<f
Pag. 19. 1) da; da; da; da; da.
Pag. 20. 1) 3,1415; 3,141 ; 3,1408 si altele. 2) 1,73; 1,731; 1,731 si altele.
5 | S e 1 1

3) Stim cd s<a+ﬁs;1 a <s. De aici (a—{—ﬁ)—ﬁ; <s<{a+

1 1

bl

Pag. 23. 2) 1,93; 3,14; 3,65. 3) nici una.

Pag. 26. 1) 6; 2|/5; 21/6; 41/ 2; 31/ 2; 61/2; 101/3; 51/ 2;
5V/55 101/5. 2) 61/ 61/5; -2/ —101/3; —101/5; = /%
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%1/‘2; %;/:o:;%l/@. 3) Asociativitatea. 4) 31/5; 51/7; 9V

8:)/Bi )/ T ) Brb 2 Yy~ 4 )5, —i+ll/§- /3. 6)3]/"2;'

81/3;18V2; —V3; V2+5V5. ) ajc; d; e 8)2V— -
'_V— V 1/2

- .'E() |/143. 9) Nu. Este corect doar dacii a > 0. 10) T
.1/—=-_l/___21@$ %:1. 12) —6+21/6; 94+61/3; /21 — |/ 3;
10+ 61/5;21 —61/7. 13) 2;3;4;13; —20 + /3 — /54 5|/15;
2% —13 /2—61/3+4 /6.

Pag. 28. 1) s=(]/s)?- 2) 1,31....

81/15_ 3|/8 38 /12 8, .33
Pag. 30. 1) V ; '8/;'/11;— : ;_V_é,—_l_/g_.

85, /3 2 1Y -
.o 'd;'ﬁ— ; M3 =L —16)/T 6 1%
) nu; nu; da; nu )3]/2 V N 6)/2. 6) 124+
+141/6; —8 + 6 |/15; —4. 7) _____‘/54—1; 2 |/B: —154591/3;

—11—51/3.9——31/5-1-31/‘5—1/16 8) 6—3 V__2V'3+1/Ts_

%@9 12+51/‘ 9) 15;21/2+ 313 + /6, 17—11]/_~—

— V7 + |/14. 10) 2a, daci a + b > 0; —2b, dacd @ + b < 0.

Pag. 32. 2) Din s >[s] si t> [z] rezults s 4t 2] +[1) Insk
[s] + [f] este numér intreg. 3) Nu. Luind s =¢ =0,5, avem [s 4+ ] =1 iar
[s] +[t] =0. 4) Indicatie. La fel ca exercitiul rezolvat

Pag. 33. 1) 0,68; 2,87; 4,57. 2) &; |/2; 1; 2; 2.

Pag. 3b. 1) 211; 258; 9911; 12012; 74188. 2) 1394. 3) 111; 100100;
11100. 4) 620; 201; 2; 9002; 2059; 0; 99978. b) minim 225 litri. 6) 1760
672; 7350; 10403 ; 43400; 175680 ; 284600; 1680000; 5537664 ; 702702; 12000;
16800. 7) 110; 110110; 1010001. 8) 499500. 9) 588 t. 10) 420; 12; 15; 32;
451; 55. 11) 17 rest 3; 7 rest 6; 36 rest 107; 16 rest 0. 12) a; a; a; a; f.
13) 63 = 2°—1. 14) f; a; a. 16) 7; 30; 2; 2048. 16) 42; 60; 56. 17) 22 -
« 31y 20+7-44;3%-11%; 37.19%: 22.33.53:.32.5.37;: 23.3%.5% 18) 200;
361; 12. 19) 1800; 1260; 180. 20) —7; +5; —1; —10; —36. 21) —25; +24;
—720; +720; +4360. 22) da; nu; nu; da. 23) 1579; 0. 24) 6; 72,26; —1,2;
—0,8; —65,25. 25) 243,2; 10030; 40; 1,5; 0,08; 78 ; 009 0,001; 2,184;

0,067228; 42,1875. 23)— Ll ek S S

S URTLET 3° 16° 200° 50
31. 2, 5 1, 3. 80 )131 ii=1,703(3); A
4GS gi 208 S EEEC TR 60° 24 18’ B

29) 4710 kg. 30) 2,23 sau 2,236 sau 2,24 ete. 31) 1/3; 0; 1/8;1/2;0.32) 1;
a;-f; f; a 88) —1; —1; 19; 3; 15—10)/6; 1 +1/6; —6+6/b.
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3) 51/6; 201/6; &1/3; &1/5; |z |1/2 85) |/18; |/&05; /7.2
VEE; V? 37) 51/2 2/ 3; '/_ “f’ 2 "—W- 38) —1+
L or RS P _—15_—101/",1,114—2]/30 39)4, =B XV Dk
+21/3; 8; —3+21/§—21/‘+1/E 40) 0,48. °

D 15 -
Pag. 40. l)h_Solut,,n:‘E -g — /3 V PR 2) Nu, dacd a =0.
V1o /2

BT T e
Pag. 42. Solutii: —-g ; &; 1; orice numir real; nu are;l/'_z' + 1.

Pag. 43. Solutii: orice numér real; 2 V2 s —6—3)2; —

Pag, 44:-4) a) Solufie —
a —

¢) Solufie 1 pentru a # 1. Daca a =1, orice numdr real este solutie. 6) a)
Solutie 6 /2. e) Solutie —12—6]/3. 1) Solutie —34-2]/2. 7) a) 2,1.
b) 0,47. e) 1,21. 12) d) Solutie 0. e) Orice numir real # 0 este solutie.

) Solutie —-% . 14) Pentru ¢ = 1. 15) Ecuatiile sint echivalente doar

E;dacﬁ a # 5. Dacia =5, nu are soluie.

pentru ¢ = 0.

Pag. 49. 1) 4 inmultiri si o adunare; A=2nr(r + &) cu 2 inmultiri si o
adunare. 3) C = a(Ll — s?). 4) Indicatie: stabiliti citi céldtori au urcat in B.

Pag. 2. 4) da; nu; da; nul; da; da.
9 Pag. 54. 3) 6 X3; —b X?Y?; 3X? —3XYZ; 6XY; 24°X%; 4) 2X;

2 4

ey TS o SRy, )
3 ti 3 aX; 3 aY; —2ab

Pag.57.2) X2 L. XY - Y%, X3 X2 | X - 1; X 4 4X% —2X2 4 1;
— X?Y2 4 X2 4 Y2 gau (—Y241)X24 V2, — X2 Y2+ 2YZ + 72 X3—
—3XYZ + Y3 + Z3; X* 4 2XY + 2XZ + Y* + 2YZ -+ Z* sau alte forme.

Pag. 68. 7) abed + cdba =(a+d) 91 14+ (b +¢) -10 - 11,

Pag. 61. 2) Diferd prin coeficientul lui X si prin semnele termenilor
liberi 6) X® — Y%; X°— Y°,

Pag. 64. 2) (X—1)(X—3); (3X 4 1)(2X + 3a); &X2Y?*(3XY — 2X3 +
+ 4Y%); 6(2X + 3)(X +1); (Y —2X)X(Y + 2X). 4) (a + Y)(bec — X?);
(X + Y)(X2+ Y?); (X24+ Y)(X +2Y); 2(2X — 3)(X2— X — 1).

Pag. 65. 2) 4; 1; 36; +6X; +4X; 410X, 4) (X — 2Y)?% (6X + 5Y)%
(3X — 27)%; (X2 — 1’_)2;(% X 4 1)29 (3){ —% Y)g s (X 4 4V

Pag.67.5) Y2X + Y); (X + Y+ 2) (X — Y — Z); buv; (X>+4- V) (X +
+Y)(X—Y); 42 7) 3Y(2X + Y); 4¥Y(X +1); — Y(3X + _Y_)

Pag. 71. 3) (X FOCXF 2 (X +1(XF&; (X F DX +3);
(X = V2% (X = 1/3)% 2X + [/ 2% (X4 ¥) (X2 — V); (X2 +27)

(X2 —2Y); (X2 1/27)(X2—)/27); (X2+9)(X+3)(X—3);

(X% 4 Y9 (X2 Y2) (X + Y) (X — Y); (9X2 4 4Y?) (3X 4 27) (3X—2Y).
B) d) X¢ — X? 4 = (X¢ 42X + 1) — 3X2 = (X2 + 1)* —(}/BX)

153




Pag. 74. 3) P(—|/2) = P(|/3) =21; P(—1) = P(1) =8. b) Daci ¢
este un numar real, atunci ¢® este pozitiv sau 0. Pasul 1: s —e¢-e¢;
pasul 2: ¢t =a-s; pasul 3: u =1+ ¢; pasul 4: p(c) =u-42 7) p(X) =
=X'+4X +1LB)EX, Y) =(X— ¥)(X+2).90(X) =(X—1) (X2+
+2X + 2). 10) Este acelagi polinom. 13) b, d si e. 14) P(2 4 |/2) =5 +
+21/2; 16) P(a) - P(—a) = —a® + 10a* — ¢ 4 1.

Pag. 81. 3) Pentru a) 0; b) 1; ¢) 1; d) —1.

Pag. 81. 1) A =l(a+1); P =4l + 2a. 3) C :c(-é-r-

a

Pag. 83. 18) (X + 1V/2)(X— 1/2); (X+ 1/3)(X—V/3); (X +
+ VI5) (X — V15); (X + 1V/B) (X— 1/8); (/2X +1) (/2% —1);
(V3X+ V2) (13X — 1V 2); (X— [/3)% (/5K +1)% (X + 2)(X +
+ V2)(X— V2); (12X + 13¥) (12X — 13Y). 19) (X*+ 4X2Y2 +
+ 4YY) — AXPY? = (X2 4 2Y%)2 — 2XY)? = (X2 2XY + 2¥%) (X* —
— 2XY 4 2Y%). 20)(X + 2) (X 4 8); (X + 3) (X + 4); (X* + 1) BX2 + 1);
(X— DX+ 2); (X +1)(X — ¥ — 1); (X2 — XY + P?)(X:— XV —Y?),
21) (X —1) (X —2) (X +3); (X—1)(X*—6X—6); (X+/3) (X—
—V3)(X+ VB)(X— I/B); (X+Y)(X+7Y+1); 23) P(/2)=
=212 — 1, aproximativ 1,82. 24) Pasul 1:5 =2-aq; pasul 2:¢ =5 1;
pasul 3:u =1t-a; pasul 4: P(a) =u + 2. 36) Deoarece (—s)® =s? rezultad

i E(—s) =E(s). 40)F()/2)-P(— yD)=2V2—1 22—t
cdi E(—s 5)- 40)F(]/2) 'V-).2[/E+3—2|/‘2“+3

Pag. 86. 3) d; e; f.

Pag. 87. 2) a; a; f; a. 3) Indicafie: desenati prin diagrame Venn-Euler
mulfimile (A N B) U C si (4 U €) N (BUC). 5) Doua solutii, dupa cum
dE€BsaudegB A ={a c d.

Pag. 88. 1) Nu, au 12 elemente. 3) 15 elemente.

Pag. 90. 3) Numai dacd a, b >0 sau a, b < 0. Constructia foloseste
teorema puterii punctului O fatd de cercul cu diametrul A B.

Pag. 93. 2) X are abscisa 2. 3) Un paralelogram; M(1, 2). 4) Indicatie:
folositi teorema lui Thales.

Pag. 96. 1) Nu, sint 27 de functii. 2) Un exemplu este f(z) = |/z, dar
pot fi construite 4* =256 functii. 4) A2 <3) —=a, h(h:2 — 3) =7,
k(2 € ©) =f. Pot fi construite 23 —8 functii.

Pag. 98. 2) Nu a indicat corect domeniul de definitie. 3) Da; nu. 4) Da.
f(11) =112 nu e prim. 5) d(9) >d(11).

Pag. 107. 4) Graficele sint segmente ce fac parte din drepte paralele.
5) Graficul e format din doud segmente.

Pag. 118. 1) b, e,f, g, h§ii. 3) b, c, e si f. 8) Sint concurente.
Pag. 121. 3) (%, y) cuy € R— {—1}; (z %) cu X eR— {%]'

(z,%x-{— 1] cu a:EH-—{—-g-}.
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Pag. 127. 1) (2 3 ) (25 @ 10: 0, 0; 6, 9); (0. = 3wz

2) (1,2); (2, 3); (—1, 4);(-;7, %);((o, _._;.); (VZV3)- 3L 5); @ 3).
Pag, 131, 1) Aceeasi dreaptd. 2) Sint concurente, 5) (17, 3,5); (4, 7,
0,35), (0,17, 0,035), 6) a) (-4+f3l/§ , =3 +1f.l32 V*ﬁ]'

1
Pag, 133. 2) b) Indicatie: notati X = =

. 139, 1) Riispunsuri corecte: 9 zile, sau 8 zile 14 ore, 2) Indicafie:
notat;ir?fl 22, 2;3 diametrele rotilor, Faceti un desen. Obtineti sistemul

B=08 _ 77 (5 03)+(y ~03) =85 Sclutiat 44,60 cm si 56,8 om,
-03 308’ ' :

g) In?l'inatie: scrieti relatia intre debitul de suflare d si continutul de carbon
¢ astfel: ¢ =dx + y; aflati necunoscutele z si y din datele problemei; afl;ﬂ_:l
apoi debitul d din 0,25 =d * # + y. Réspuns: 4,375 m® pe secundi; 2,95 m?s,

Pag. 144, 2) 256 sau 257 mm. 3) 4,5 cm aproximativ, 4) ac —d (¢ —
— 3b) = a(c — d) + 3bd; 30,96 cm?; cel mult 61%, 6) Si scriem k = b¢ + 7 cu
0 < r < b; atunci, k* = 5(5¢?4-2¢r) + 7% Insd, impér‘gin(;zpe r®la 15é'nu putem
obtine restul 3, ei numai resturile 0, 1 §i 4. 7) a = =i b= ~ 8) Da,

B)=P(2— |/5) =0. 11) f(z) =+ 1. 12) g(e) = 132 —
:E-])O,};(%G-%_ ?I/Z—ic)m/h {8). A]p{;'oximativ 87 g aur §i 13 g cupru. 20) Aproximativ

. 4 S 0 S
8,56 1 si 1,44 1, 23) Lungimea -y cm, latimea 5 cm(l} 25) Imposlbil ().
3z (bz + ii).

Pag. 146, 1) E este pozitiv, iar F este negativ. 2) Aria =
Pentru orice > 0. 4) 2(X 4+ 1)(X — 1); 72¥* -} 576Y3 + 1 128Y* — 96Y.

g A=A g 0 o —%. 12) 2X%X + 3)% 16) O singuri solutie,
X+ Z a° —

12 — i was 20 i g 23 & walosl
anume e 2 18) Patru valori posibile: 4 A si L TR 20) Douii valori
posibile: 0 si 2.

Pag. 148, 8) 1:2:3:4454+647-8+9. 9) Corecte a si e
12) Cel putin 8, cel mult 22. 14) Nu sint toate trei adevérate. 15) 9 sau 10
rotatii complete (!). 18) 12 drumuri simple, 6 dintre ele au lungimea, miniméa,
25) 15 fructe (mai sint §i alte solutiil).




NOTA ISTORICA

Algebra este o parte a matematicii, scopul ei principal fiind studiul
operatiilor. In dezvoltarea ei a cunoseut, pind in prezent, trei etape.

La Inceputurile ei algebra s-a dezvoltat in strinsi legiturd cu aritmetica ;
proprietétile operatiilor aritmetice cu numere naturale gi rationale sint cunos-
cute din cele mai vechi timpuri. In , Aritmetica® lui Diofant* apar probleme
in care intervin ,necunoscute“; Diofant noteazi necunoscuta cu litera gre-
ceascd o (se citegte ,sigma“).

O altd carte asupra c#ireia meriti si ne oprim este »Al-djabr-ual-muka-
balah“**) a lui Muhammad al-Khorezmi (secolul al 1X-lea). Aceastd carte a
avut o mare influentd asupra dezvoltdrii matematicii in lumea arabi g in
Europa, contribuind printre altele la inlocuirea cifrelor romane (ou care se
caloula greoi) ou cifrele ,arabe, provenite din India. De la titlul acestei cdrti

provine numele de ,algebri“. Ca i in cartea lui Diofant, apar g§i aici necu-
noscute.

In secolul al XII-lea matematicianul gi astronomul indian Bhaskara
noteazd necunoseutele cu nume de culori gi lucreazi cu polinoamele scrise in
forméd canonicd; cartea sa ,Bija Ganita“ confine multe probleme, in versuri,
foarte grele dar foarte frumoase.

Incepind ou anul 1490, in cirtile de matematic#i apar semnele -+ gi —;
folosirea lor se riispindeste incetul cu incetul in toatd Europa.

Simbolul |/ pentru riidicina patrata este folosit pentru prima dat¥ de
cétre Rudollf in cartea (tipiritd in limba germand in 1525) , Die Coss®, In
aceastd carte necunoscuta era notatd intotdeauna cu litera R, pitratul ei cu
litera %, iar cubul ei cu litera C; in loc de - si — se foloseau inci literele p
§i m. De exemplu, 5X? — 2X2 -} 3X era scris astfel 5 Cm - 2Zp - 3R.
Matematicianul francez Viéte (1540—1603) foloseste litere (vocale)
pentru a nota necunoscutele. In céirfile sale 5X* — 2X? + 3X se sorie bAcu-
bus — 2Aquadratus + 3A.
Olandezul Stevin (1548—1620) introduce notatia cunoscuti de noi
pentru fractiile zecimale §i aratd regulile de lucru cu numerele zecimale. El
folosegte In cartea sa ,Aritmetica“ apéirutd in 1585 urmitoarea notatie pen-
tru 5X° —2X?+3X:5@ —2@ 4 3®, scotind in evidentd exponentii
ne cunoscutei.

* Diofant, matematician grec, a triit (probabil) in secolul III. [ se atribuie eiteva
lueriiri de matemalicii, intre care , Aritmetica®.

*% ,al-djabr inseamnd ,,adunarea aceluiagi numir la.ambii membri ai unei egalitagi“
iar ,al-mukabalah® inseamnd ,,reducerea termenilor asemenea®,
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" Primul reprezentant al matematicii moderne poate {i considergt Bené
Descartes (1596—1650), filozof si matematician francez. El a contribuit la
dezvoltarea matematicii cu urmitoarele: _

— a dat interpretarea numerelor negative gi le-a folosﬂ: asa .cqm“ 0
facem astizi (pind la el matematicienii le cons;der:.&u numere ,imposibile®);

— a folosit literele @, b, ¢ pentru constante §i z, ¥, z pentru necunos-
cufe; ;

— a observat ¢# orice punct din plan este complet det._er:mmat de ,,coor-

“ gale, initiind in acest fel o noud ramurd a geometrier.

donatehliin’:i?m%:m t‘g.i matematicianul englez Wallis {161{5—1703)3 care in
cartea sa ,Algebra“ publicatd in 1685 foloseste pventru prima daj:a formule.

Incepind din secolul al XVI-lea, algebra intré ill a doua etapd de dezvol-
tare, dominatd de incercirile de rezolvare a ecuatiilor a]gehru'se. :

La noi in tard, la inceputul secolului al XIX-lea, in prxmf,le scoli in
care se preda in limba roménd, intemeiate de ciitre Gheorghe Lazér in Bucu-
resti gi de citre Gheorghe Asachi in Iasi, algebra era una dintre materiile
de studiu. Dintre matematicienii roméni care au contribuit la dezvoltarea
algebrei, mentiondm pe Dan Barbilian (1895—1961).




Notd. Ridicinile pitrate sint date cu eroare de 0,0001.

TABELUL CU PXTRATELE §I RADACINILE PATRATE
ALE NUMERELOR NATURALE INTRE 1 81 100

n nt [/ n ne V' nonl Vo n w Vi
1 11,0000 26 676  b5,0990 61 2601 7,1414 76 B716 8,7178
2 4 14142 29 729  b,1961 b2 2704 17,2111 77 5929 8,7749
3 9 1,7320 28 784 17,2916 63 2809 79,2801 78 6084 8,8317
4 16 2,0000 29 841 b,38b1 64 2916 17,3484 79 6241 8,8881
6 26 2,2360 30 900 b,4772 55 3026 71,4162 80 6400 8,9442
6 386 24494 31 961  b,6677 l5ﬁ 3136 ‘7,4833 81 6661 19,0000
7 49 2,6467 82 1024 b,6668 b7 3249 47,6498 82 6724 9,0663
8 64 2,8284 33 1089 b,744b 68 8364 17,6167 83 68389 9,1104
9 81 3,0000 84 1156 56,8309 b9 3481 17,6811 84 7066 9,16b1
10 100 3,1622 3b 1226 5,9160 60 3600 17,7469 86 7226 9,2196
11 121 3,3166 36 1296 6,0000 61 3721 17,8102 86 7396 19,2736
12 144 34641 37 1369 6,0827 62 3844 17,8740 87 7669 9,3274
13 169 3,60b6 38 1444 6,1644 63 3969 17,9372 88 7744 9,3808
14 196 3,7416 39 1621 6,2450 64 4096 8,0000 89 7921 9,4339
16 2256 3,8729 40 1680 6,3245 66 4226 8,0622 90 8100 9,4868
16 266  4,0000 41 1681 6,4031 66 4356 8,1240 91 8281 9,63893
17 289 4,1231 42 1764  6,4807 67 4489 8,1863 92 8464 9,6916
18 324 4,2426 43 1849 6,6674 68 4624 8,2462 93 8649 19,6436
19 361 4,35689 44 1936  6,6332 69 4761 8,3066 94 8836 9,6903
20 400 44721 46 2026 6,7082 70 4900 8,3666 95 9026 9,7467
21 441 4,68256 | 46 2116 6,7823 71 bB041 8,4261 96 9216 19,7979
22 484 4,6904 47 2209  6,8566 72 bi84 8,4862 97 9409 9,8488
23 529 3,7968 48 2304 6,9282 73 6329 8,5440 98 9604 9,8994
24 576 4,8989 49 2401 17,0000 74 b476  8,6023 99 9801 19,9498
56,0000 7,0910 8,6602 [ 100 10000 10,0000
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