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Instructiuni de utilizare a manualului
in format digital si tiparit

Varianta digitala a manualului cuprinde integral continutul variantei tiparite si, in plus, o serie de
activitati multimedia interactive, care vor face invatarea mult mai placuta si mai usoara.

Simbolurile care indica activitatile multimedia interactive de invatare:

— AMII static

Activarea acestui buton permite vizualizarea optimizata a secventei din manual.

(Y ) AMIl animat

gl Activarea acestui buton permite vizualizarea unui filmulet, pentru care se pot controla
inceperea/intreruperea (prin butonul Start/Pauza), volumul si maximizarea ecranului.

EE) AMllinteractiv

Activarea acestui buton permite vizualizarea unor secvente educationale cu grad inalt de
interactivitate, la finalul carora este dat un feedback imediat. Exercitiile marcate cu acest
simbol pot fi de tipul: completare, trage si plaseaza, bifarea variantei corecte, asocierea unor

termeni din mai multe coloane.

m MULTIMI FINITE. MULTIMI INFINITE. MULTIMEA NUMERELOR NATURALE ‘

Rezolvam impreun3

Daca n este un numar natural oarecare, atunci numarul n + 1 se numeste succesorul numarului
natural n. De exemplu, 6 este succesorul lui 5, deoarece 6 =5 + 1.

Mihai scrie pe o foaie de hértie multimea A a numerelor naturale
mai mici decat 8 si ii propune Soniei urmatorul joc: un jucator scrie
cel mai mic numar din multimea A, iar al doilea va scrie succesorul
numarului scris de primul jucator. Apoi, primul jucator va scrie suc-
cesorul numérului scris de cel de-al doilea jucator si asa mai departe.
Jocul se termina atunci cand unul dintre jucatori scrie cel mai mare
numar din multime. Jucitorul respectiv este declarat castigétor.

Vlad si Mircea joac si ei acest joc, dar, in locul multimii A, ei con-
sidera multimea B a numerelor naturale mai mari sau egale cu 8.

a)Explicidece3 e Asi8 g A b) Scrie toate elementele multimii A.

) Cate elemente are multimea A? d) Explicade ce8 € Bsi3 ¢ B.

&) Poti scrie toate elementele multimii 87 f) Céte elemente are multimea 87

Rezolvare:

a) 3 € A, deoarece 3 este numér natural si 3 < 8; 8 este numar natural, dar 8 nu este mai mic decat
8,deci8 g A.

b) Elementele multimii A sunt:0,1,2,3,4,5,6,7.

<) Multimea A are opt elemente.

d) 8 € Bdeoarece 8 este numar natural si 8 > 8; 3 ¢ B deoarece 3 nu este mai mare sau egal cu 8.

e) Este evident ca nu pot fi scrise toate elementele lui B!

f) Deoarece nu putem scrie toate elementele lui B, nu le putem numéra, deci nu putem stabili cate
elemente are multimea .

Observam si descoperim cunos!

In jocul lui Mihai cu Sonia multimea A are 8 elemente. Spunem despre multimea A ¢ are un numdr
finit de elemente si ca A este o multime finitd. Scriem: 0,1,2,3,4,5,6,7}.

Uneori este util sa se foloseasca o scriere prescurtat: {0, 1,2, .., 7}, care sugereaza ca elemen-
tele multimii A sunt numerele naturale de la 0 pana la 7. Cele trei puncte arats c& sunt numere pe care
nu le-am scris.

in jocul lui Vlad cu Mircea nu pot fi scrise toate elementele multimii 8, deci nu putem stabili cate
elemente are multimea B. Spunem despre multimea B ca are o infinitate de elemente.
> [} Scriem: B=1{8,9, 10, ..} si vom spune cé B este o multime infinita.

Alte exemple de multimi infinite

1.1n geometrie, admitem c& o dreapti d este 0 multime de puncte, dar nu putem numara punctele
ei. Deoarece pe dreapta d existd un numar nesfarsit de puncte, spunem ca dreapta d are o infinitate
de puncte. Analog, semidreapta AB, determinaté de punctele A si B, este o multime infinita de puncte.
Segmentul MN, determinat de punctele M si N, este o multime infinita de puncte.

2. Cu sirul numerelor naturale 0, 1,2, 3, ... putem forma o mulime infinita de numere, pe care o nu-
mim multimea numerelor naturale. Pentru a ne referila aceastd multime folosim simbolul N si scriem:
N=1{0, 1,2, 3, .. Daca din multimea numerelor naturale excludem numarul natural 0, obtinem
multimea numerelor naturale nenule, notatd cu N'. Deci N'={1, 2,3, ..}.

18‘

Exerseazs,

xeaza si aprofundeaza cunostintele

(3 Raspunde la urmatoarele intrebari:
a) Ce este o multime finita?
b) Cum se numeste o multime céreia nu-i putem numara elementele?
<) De ce multimile N si N" sunt multimi infinite?

P PR | & seconsiders urmatoarele multimi:

A - multimea tuturor oraselor de pe planeta noastra;

B - multimea tuturor stelelor de pe cer, vizibile cu ochiul liber intr-o seara senina de vara;

C~-multimea tuturor stelelor din Univers.

Apreciaza si numeste, dintre multimile A, B 5i C, pe cele finite si pe cele infinite.
c3—. a) Determina elementele unei multimi A, stiind ca daca x € A, atuncix € Nsix:12.

b) Determina cardinalul unei multimi B, stiind ca dacé x € B, atuncix € Nsi 15 (x + 1).
(& se considera mulgimile:

A={1,2,4,8,16,32,64,...}, B=1{0,4,8,12,16,20,24,28, ...} 5iC={1,5,9,13,17,21,25,29, ...}.

a) Aratd ca multimile A si B sunt infinite.

b) Arata ca elementele multimilor B si C pot fi asociate ,unu la unu’, adica fiecarui element din B
i se poate asocia un element unic din Csi fiecarui element din Ci se poate asocia un unic element din
multimea B.

(s scriemutimea i prin stiind ca sunt i conditii
i) elementele multimii M sunt numere naturale; i) card M = 6; iii) {2, 7, 9} ¢ M; iv) suma elementelor
multimii M este egala cu 23.
(_6_. Se noteaza cu A multimea resturilor impértirii numerelor naturale la 10 si se considera o multime
B despre care se stie ca oricare ar fi x € B, numarul x + 8 este divizibil cu x.

a) Stabileste daca multimea A este finitd. Justifica raspunsul.

b) Stabileste daca B — A. Justifica raspunsul.

7. Se considera doua multimi numerice A si B, astfel incat daca un element x apartine multimii A,

atunci elementul y = x + 3 apartine multimii 8.

a) Stiind cd A = {0, 1, 2, 3}, scrie multimea B prin enumerarea elementelor si calculeaza cardinalul
multimii 8.

b) Daca multimea A ar avea exact 10 elemente, aratd ca multimea B ar avea exact 10 elemente.

) Arata ca daca multimea A este infinitd, atunci si multimea B este infinita.

(_l;. Despre elementele unei multimi A se stie cd 1 A si ca dacé x € A, atuncix + 2 € A, Stabileste daca:
a)lleh; b) multimea A este infinita; AOM,cA.

)
Activitate in echip3 / Portofoliu

Tmpreuna cu colegii de clasé, dati cat mai multe exemple de multimi din domeniul matematicii sau
din viata cotidiana, completand tabelul, dupd model. in cazul multimilor finite, precizati, dac este
posibil, cardinalul acestora.

multimea ferestrelor din sala de clasa 16 multimea numerelor naturale pare/impare
multimea masinilor dintr-un oras = multimea picaturilor de apé dintr-un ocean

'
'
'
'
i
' Multimi finite cardinal Multimi infinite
'
'
'
'
'
'
'

Adaugati aceasté activitate la portofoliul personal.

pentru activitate animatad
(film sau animatie scurtd)

pentru activitate staticd, de observare
a unei imagini semnificative

6

pentru activitate interactiva




Manualul este organizat pe capitole si unitdti de invatare, care acopera integral domeniile de continut
si asigura atat formarea, cat si dezvoltarea competentelor generale si specifice ale elevilor.

Fiecare unitate de invatare cuprinde lectii de predare-invatare, exercitii si probleme recapitulative — care
constituie un suport pentru lectiile recapitulative - si se finalizeaza printr-un test de evaluare, care acopera
intreaga gama a tipologiei itemilor obiectivi, semiobiectivi si subiectivi.

Secventele metodice ale unei lectii sunt: Ne amintim, Rezolvdm impreund, Observdm si descoperim
cunostinte noi, Retine!, Aplicdm cunostintele, Exerseazd, fixeazd si aprofundeazd cunostintele, acestea asi-
gurand un demers didactic coerent si eficient. Lectia se finalizeaza cu test de autoevaluare, care permite
elevilor masurarea nivelului de competente atins.

Manualul propune instrumente complementare de evaluare a activitatii: portofoliu, proiect, investi-
gatie, observarea sistematica a activitdtii si a comportamentului elevului.

LECTIE DE PREDARE-INVATARE

MULTIMI. MULTIMEA
ERELOR NATURALE
1.9. MULTIMI. MULTIMEA NUMERELOR NATURALE m— G . s wn

a) Justica deced < A,5 ¢ Asi 126 A
Muiim, Escmsus NOTATII, REPREZENTA ULTIMI NUMERICE §1 . i timii. b) Daca. 2 a tural
NENUMERICE. RELATIA DINTRE UN ELEMENT $1 0 MU Mulimile se noteaz3, de obicei, cu itere mar. <) Scrie mulimea A prin enumerarea elementelor e

A5 vam it 3 a. i P t stind c&

e A

3m i H " 5 o b) ti it mici decét 32;
ESSRin mersi o i | (o P ste mulimen numerlor de fora 37, sy e 7
De\emwvématanumeve\enzmmlemghmd(ix+VDSM enumerarea elementelor (elementele | congideram multimea simbolurilor operatiilor 4 L
Dot i s scis e scaade, G GESpANE | comaceeame e Ao ! l

prin virgule);
2) diagrama Venn-Euler (mulfimea se repre-
zinta desenand o curba inchisa, i interiorul careia

Daca x este s e natural,stunci -+ 10 s de ssemenea, it natural Observind cs
x+102105i rezulta cax + 0,11,12,13
o014 Pinrt 102 10 smu s 10511t 4 0 T3 s 10 13m0 105 14 Dinacete

G

(e Actiateinporec

sescriu elementele multimil ) scren "
3) 0 proprietate caracteristici elementelor. "hic decét 309,
+ Mulime numerics este o mulfime ale cirel |5 il arnaic) ) oeterminat numar ratura  pentu care cardlnald mi &
Observ3m si descoperim cunostinte noi elemente sunt numere. Citi: ,mulfimea M este multimea elementelor x o 3x+2,4
* Mulfime nenumerica este o mulfime care nu |y proprietatea c& x ke Smbolal unet operatii (2 ta 0ra de geografie profesorul explics: Varful Moldovean este virful
> Rezolvarea problemei arata ca exista mai multe numere naturale x care au propretatea ca este mulfime numerica. artmetice” antos cel mai inat din Romania stuat in Masivul Fagaras judetul Arges.
X+10 < 14. Ele sunt distincte i bine determinate si impreuns formeaz3 o colecfe sau o mulfime « Mulimea care nu are niciun clement se Altudinsa st de dovd mlcinisute i ceva de e Minal,un lev foarte
de numere. Fiecare dintre aceste numere se numeste element al multimi. Vom spune c3 noteaza cu simbolul 2 5 se numeste mulfimea vid. bun la matematis, noteaza pe caietul sau: altitudine Varful Moldoveanu:
mulfimea numerelor naturale  care veific eaitatea x + 10 < 14 este egald cu (0, 1, 2,3, 4. Pentru . i afla de la Alexandra, core este foarte buna la
2 ne referi usor a aceasta mulfime, o putem nota cu o liters mare, de exemplu cu 4, 5t vom scrie Cardinalul unei mulmi A se noteazs cu card A Geobrafie, ch aitudinea Virfului Moldoveanu ete e 2544 .
£=0,1,2,3,4) a) imea A ale sl

> Este 3 element al multimil A? Dar 72

Decaeece A=(0, 1,23, ezt ch 3 estesemental mulfim A7 s estesement ol scestl ‘Aplicém cunogtinfele B Sctis mullimea 3 i carelslements sunt ciel foloste pent a
Ifimi. £ expre- FEINE scrie numarul
" M

S st clement o mulimi poate  nloeuts u expresian cparine i P aparine teaza ) U il A8 st numers, i cealats st numers, Peczeascreeste
e foloseste simbolul, " iar pentru.nu aporfine" e foloseste simbolul <" Astie,se scie 3 « A i se 2 Este 3 element al mulfiii M7 Dar 117 Justifica raspunsurilet { mufimea numerica i care este mulfimea nenumerica.
iteste. 3 apartine mulimii A" Se scie 7 ¢ A'sise iteste, 7 nu apartine mulfimil A" b) Scrie mulfimea M prin enumerarea elementelor
» Mulimea A ~(0,1.2,3 41 oste epezetaa s sub o for 2 0 Repreinta multimes i cu sjutoral uneiciagrame Ven-Eule, AUTOEVALUARE
inchisa i scriind in ]
P by o2 B0 | (s apectr c trmaga e stevrrs. e s A cz conancrcise
mulfimii A o diagrama Ve Buter It Numarul 11 este impar,dar nu ieraF. 45 puncte
> Mulfimea A =10,1,2, 3, 4] poate f reprezentata si sub forma et pimormare, 1 e sement mlfimi M. Deci3 & Msi 11 ¢ M. a) Daca ] i
A= x| xnumar natural six + 10.< 14). Fig.1 b)C 5.7 elevi,atunci A= e e, v, 1.1l A
c reaula 3 M= 1,35, 7.9 scre cuvantul
5ix+10 < 14 In acest caz spunem ca am scris multimea A folosind o proprietate caracteristica [ copiiatuncii ¢ 8. A
Tuturor elementelor mutgmil ? ey 5 A F
» T cele ce urmeaz3 vom lucra cu primele doud variante de scriere a unel mulfi: enumentnd G .
elementele sau folosind diagrame Venn-Euler. s
aprofundeaz cunostintele
AOeM; Bew; caem
i o toiinti b) Mulimile 4 851 C din figura 4 sunt reprezentate folosind
i i diagrame Venn-Euler. A
Folosirea fgurilor pentru reprezentarea mulimilor este foarte veche. Matema- 2) Ce este o mulgi ) A2cAsi4aeB  B.ScBsiach
|°;.5. ticianul Leonard Euler (1707-1783) s-a folosit de figuri rotunde pentru a sxphu b) (um poate fi revvuenlalé o T)w'm . C.4cAsi4cB D.beAsiach. Fig.4
Logican. ar o mulf
s iagramelor i Ele Imbundtt ute. Petr ceats, dagramele repe. 0 Coentemulfime s (G: completeazs caseta curispunsul corect
Zentand mufimise numese diagrame Venn S w simbolul potrivit, " sau. e
.. (& s o cvsmpatporin. s ~ oo
asJonz3a o1Jonzss  oxJeb ao[Je. Din oficiu: 1 punct
2 3 1

RECAPITULARE EVALUARE

MULTIMI. MULTIMEA
NUMERELOR NATURALE Capitolul |
m Timp de lucru: 50 de minute.

biectul . Dacs 3 i arats, 3 casuta alaturata cu litera A In caz
contrar, completeaza cu ltera .

(5p) | 1..Daca Meste multimea numerelor naturale x pentru care 2x-+4 <8, atunciM=10,1,2). []
(5p) I " d doua multimi.  []

(1 Precizeaza valoarea de adevar a proporifilor:
22,3 boc@b; [
an4snosy [ d3e0,43,7 []
©) (2, 4) = M, unde M este multimea cifrelor impare. [_]

(2. Reprezinta mulimile A si 8 siprin (5p) | 3. Multimea vida este submultime a oricérei multimi.
diagrame Venn e, sind. ci elementele celor dous multimi st numere naturale (59) | 4.Daca A este mulfimea numerelor de forma 4n + 2, unden & N atunci 112 € 4. []
Dredexisdx e Besx|245ix<t Sublectull. Daca A este mult lorlui 2 i decit605i 6 i !
(s Femitmie A (Z ) 5] 5-t09) (m(mm“u“ﬂ“\”sw ubiectul . Dacé A este mulimea puterlorui 2 care sun mai mici decit 60'i 8 este mulfimea mu-
tiplilorlui 4 care sunt mai mici decat 22, uneste, prin sageti fiecare cifra corespunzatoare enunturilor
Q. Fie A'si B doua multimi. din coloana A cu litera care indica raspunsul corect, aflat in coloana B.
a) Daca card(A U B) = 14, card A = 8, card B = 10, calculeaza card(A ). A 8
b) Dacé card A= 12 5i card(A \ B) = 4, calculeaza card(A  B). Gp) |1.AuB= 24,816
. calculeazi A 8. Gp) | 2.An8= b)(0,1,2,4,8,12,16,20,32;
G leAsiB, sﬂmd ca suntindeplinite simultan conditile: ) | 3.A\8= 910,12, 20
VAUB=(abcdef; iANB=(cd; i Arle f=2; v)(a, bl 8= 2. i it Dz,
(: se considera mulime: (a bcd.

€)(1,2,4,8,16).
a) Scrie toate submultimile cu cate dous elemente ale mulgimii M.

b) Scrie toate submulfimile mulfimii M. Subiectul . Se considera dous mulimi A i . Se stie ca A = (1,2, 4} i ca orice element din multimea
(2 Determini & . e <o mutimle = 1105, 8= 5,5+ 3 sun gl 8 este patratul unui element din mulfimea A. Pentru cerinfee care urmeaz, alege ltera care indica
singura varianta corects.
(& se noteaza cu A multimea formata din numerele de doua cifre divizibile cu 6 (5p) | 1. Multimea B este egala cu
a)Stabilste daca 84 c A. b Scri cel mai mic i cel mai mare element in mulimea A, A01,2,16; B.(1,4,16) 0,4 D.01,8,16].
<) Calculeaza cate elemente are multimea A. (5p) | 2. Numarul submultimilor multimii A este egal cu:
(3. Determina numarul natural g, astfelincat reuniunea multimilor M={a + 3,11} iN =20 + 1, 1} 53 Ag B.10, 2 D.6.
Tormats din e elemente s caluleaz: M N, M AN, N\ M. (5) | 3. Multimea A B este egals cu
10. Se considers mulfimea M = 0, b, . ) A0,85 B.01,2,4,16) coe D.01, 161,
a) Scrie dous multimi disjuncte a caror reuniune s3 fie multimea M. (5p) | 4. Numarul x pentru care Bo AL () este egal cu
b) Scrie toate perechile de multimi disjuncte a caror reuniune sa fie multimea M. L s S o D16
(13- se considera multimea M= 3, 51 - .
a) Scrie doua mulimi a caror intersectie sa fie egala cu multimea M. La sublectele IV 5iV scrie rezolvarile complete.
b) Scrie trei muifimi a caror intersectie sa fie egala cu multimea M. Subiectul IV. Fie multimile A=(1,2,3, 4)5i B=(3,4,5,6).

<) Scrie doua multimi a céror diferents sa fie egala cu mulfimea M.

(5p) | ) Scrie submulfimile lui A care sunt submultini ale lui 8
(2. Calculeazs cardinalul unei mulfimi M, i‘r:lan‘d'c;e o (5p) | b) Scrie submultimile nevide ale multimii A
u 5 3 egalits - -
I RO e o < < o, (5p) | € Verifica egalitatile A (B A) = ASiBU (A B) = B.
Sublectul V. Din cei 25 de el lase, 13 a ana, ar 15
P o P Ia matematica. Calculeazé:
| Investigatie ] (5p) | a) numarul elevilor care au medii maxime la ambele materii;
[ . o ' (5p) | b) numarul elevilor care au medii maxime doar la roman;
' Pt ' (5p) | €) numirul elevilor care au medii maxime doar la matematicé.
' } "'E"’:"‘“'“ } B“':";m } V‘";‘“ [ ‘:/“‘;‘ } Sporturlpref | ] Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
b Lo |t L inot,tenis ; [sublectar [ 11 [ 12 ] 13 [ 14 [ 1 [z [ 03 [ [ ma [z [ws [ ma ] wa [ wb ] we [va b [ vie |
ey s o ' [puncto | N A o

Datj si voi exemple de alte mulimi de acest fel.

25 2|
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COMPETENTE GENERALE SI SPECIFICE

Identificarea unor date, marimi si relatii matematice, in contextul in care acestea apar

1.1
1.2
13.
14.
15.
1.6.

Identificarea unor nofiuni specifice multimilor si relatiei de divizibilitate in N

Identificarea rapoartelor, proportiilor si a marimilor direct sau invers proportionale

Identificarea caracteristicilor numerelor intregi in contexte variate

Recunoasterea fractiilor echivalente, a fractiilor ireductibile si a formelor de scriere a unui numar rational
Recunoasterea unor figuri geometrice plane (drepte, unghiuri, cercuri, arce de cerc) in configuratii date
Recunoasterea unor elemente de geometrie pland asociate notiunii de triunghi

Prelucrarea unor date matematice de tip cantitativ, calitativ, structural, cuprinse in diverse surse informationale

2.1.
2.2
23.
2.4.

2.5.

2.6.

Evidentierea in exemple a relatiilor de apartenentd, de incluziune, de egalitate si a criteriilor de divizibilitate cu 2, 5,107, 3 5i 9in N

Prelucrarea cantitativd a unor date utilizdnd rapoarte si proportii pentru organizarea de date

Utilizarea operatiilor cu numere intregi pentru rezolvarea ecuatiilor si inecuatiilor

Aplicarea regulilor de calcul cu numere rationale pentru rezolvarea ecuatiilor de tipul: x+ a=b,x-a=b,x:a=b(a=0),ax+ b=c undeq, b
si csunt numere rationale

Recunoasterea coliniaritatii unor puncte, a faptului ca doua unghiuri sunt opuse la varf, adiacente, complementare sau suplementare si a parale-
lismului sau perpendicularitatii a doua drepte

(alcularea unor lungimi de segmente, masuri de unghiuri in contextul geometriei triunghiului

Utilizarea conceptelor si a algoritmilor specifici in diverse contexte matematice

3.1
3.2
33.
3.4.
3.5.
3.6.

Utilizarea unor modalitdti adecvate de reprezentare a multimilor si de determinare a c.m.m.d.c. sia cm.m.m.c.

Aplicarea unor metode specifice de rezolvare a problemelor in care intervin rapoarte, proportii si marimi direct/invers proportionale

Aplicarea regulilor de calcul si folosirea parantezelor in efectuarea operatiilor cu numere intregi

Utilizarea proprietdtilor operatiilor pentru compararea si efectuarea calculelor cu numere rationale

Utilizarea unor proprietati referitoare la distante, drepte, unghiuri, cerc pentru realizarea unor constructii geometrice

Utilizarea criteriilor de congruentd si a proprietatilor unor triunghiuri particulare pentru determinarea caracteristicilor unei configuratii geo-
metrice

Exprimarea in limbajul specific matematicii a informatiilor, concluziilor si a demersurilor de rezolvare pentru o situatie data

4.1.
4.2.
43.
4.4.
4.5.
4.6.

Exprimarea in limbaj matematic a unor situatii concrete care se pot descrie utilizand multimile si divizibilitatea in N

Exprimarea in limbaj matematic a relatiilor si a marimilor care apar in probleme cu rapoarte, proportii si marimi direct sau invers proportionale
Redactarea etapelor de rezolvare a ecuatiilor si a inecuatiilor studiate in multimea numerelor intregi

Redactarea etapelor de rezolvare a unor probleme, folosind operatii in multimea numerelor rationale

Exprimarea, prin reprezentdri geometrice sau in limbaj specific matematic, a notiunilor legate de dreapta, unghi si cerc

Exprimarea in limbaj geometric simbolic si figurativ a caracteristicilor triunghiurilor si ale liniilor importante in triunghi

Analizarea caracteristicilor matematice ale unei situatii date

51.
5.2.
53.
54.
55.

5.6.

Analizarea unor situatii date in contextul multimilor si al divizibilitatii in N

Analizarea unor situatii practice cu ajutorul rapoartelor, proportiilor si a colectiilor de date

Interpretarea unor date din probleme care se rezolva utilizand numerele intregi

Determinarea unor metode eficiente in efectuarea calculelor cu numere rationale

Analizarea seturilor de date numerice sau a reprezentdrilor geometrice in vederea optimizdrii calculelor cu lungimi de segmente, distante, mdsuri
de unghiuri si de arce de cerc

Analizarea unor constructii geometrice in vederea evidentierii unor proprietati ale triunghiurilor

Modelarea matematica a unei situatii date, prin integrarea achizitiilor din diferite domenii

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.

6.6.

Transpunerea, in limbaj matematic, a unor situatii date utilizand multimi, operatii cu multimi si divizibilitatea in N

Modelarea matematica a unei situatii date in care intervin rapoarte, proportii si marimi direct sau invers proportionale

Transpunerea, in limbaj algebric, a unei situatii date, rezolvarea ecuatiei sau inecuatiei obtinute si interpretarea rezultatului

Interpretarea matematicd a unor probleme practice prin utilizarea operatiilor cu numere rationale

Interpretarea informatiilor continute in reprezentari geometrice pentru determinarea unor lungimi de segmente, distante si a unor masuri de
unghiuri/arce de cerc

Transpunerea, in limbaj specific, a unei situatii date legate de geometria triunghiului, rezolvarea problemei obtinute si interpretarea rezultatului



TEST DE EVALUARE INITIALZ\ 1

Subiectul I. Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii adevarate.

(5p)

(5p)

coloana

GG
T T O

Ul
©
RN =

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

(10p)
(10p)

(10p)

RECAPITULAREA MATERIEI DIN CLASAAV-A

1. Rezultatul calculului 2,(6) + 1,5 - 0,8(3) este

Timp de lucru: 50 de minute.

2. Suma divizorilor numarului 33 este egald cu .

3. Rezultatul calculului 11— i— 1—E este
2 | 4 8

4. Cel mai mic numar natural n care, impartit pe rand la numerele 6, 8 si 10, da de fiecare data

restul 5 este

A
1. Aproximarea prin adaos la mii a numarului 247369 este ...
2. Rotunjirea la mii a numarului 247369 este ...
3. Ultima cifra a numarului 2029%%¢ este ...
4. Ultima cifra a numarului 202220 este ...

Subiectul lll. Alege litera corespunzatoare singurului rdspuns corect.

1. Daca 22% + 22 = 2", atunci n este egal cu:

A.22; B. 23; C. 26; D. 24.
2. Daca 5% :5% = 5", atunci n este egal cu:
A. 48; B. 2; C.24; D. 3.

3.Daca ab+bc+ca = abc, atuncia+ b + c este egal cu:
A.11; B.21; C.18; D. 14.

4. Daca abc +bca+cab = 999, atunci a + b + c este egal cu:
A.18; B.9; C.14; D. 27.

Subiectul IV. Scrie rezolvdrile complete.

Subiectul Il. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator aflat in

B
a)l;
b) 248000;
c) 247000;
d) 6;
e)o.

1. Daca 3 robinete umplu un bazin in 60 de minute, calculeaza in cate minute vor umple

bazinul 6 robinete de acelasi tip.

2.1n 16 vase sunt 62 ¢ de apa. Unele vase au capacitatea de 3 /, iar altele de 10 /. Determina

cate vase au capacitatea de 3 /.

3.Impartind un numar natural la un alt numar natural obtinem catul 2 si restul 26. Calculeaza

cele doua numere, stiind ca suma lor este 137.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul

1.1 1.2 1.3 1.4 1.1 2 | 03 | W4 | 0 n2 | 13

1.4

V.1

V.2

V.3

Punctajul

Nota
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TEST DE EVALUARE INITIALA 2 Timp de lucru: 50 de minute.

Subiectul I. Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii adevarate.
(5p) | 1.Trei sau mai multe puncte se numesc coliniare, daca
(5p) | 2.Doua unghiuri se numesc congruente, daca .
(5p) | 3.Prindistanta dintre doua puncte A si B se intelege
(5p) | 4.Un punct M este mijlocul segmentului AB, daca .

Subiectul Il. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana A cu raspunsul corespunzator aflat in

coloana B.
Observa cu atentie desenul de mai jos si stabileste tipul unghiurilor din coloana A.

A B
(5p) | 1.«AOBeste ... a) unghi drept; A 0 B
(5p) | 2.¥AOCeste ... b) unghi nul; -
(5p) | 3.«BOCeste... ¢) unghi ascutit;
(5p) | 4.+«OABeste... d) unghi obtuz; c

e) unghi alungit.
Subiectul lll. Alege litera corespunzatoare singurului rdspuns corect.

(5p) | 1. Suma masurilor a doua unghiuri este egala cu 116°15. Dacd unul dintre unghiuri are
masura cu 20°17" mai mare decat a celuilalt, atunci masura unghiului mai mic este egala cu:

A. 45°47"; B. 47°59"; C.68°16; D. 18°59.
(5p) | 2.Cinci puncte distincte, dintre care oricare trei sunt necoliniare, determina:
A. 5 drepte; B. 10 drepte; C. 12 drepte; D. 8 drepte.

(5p) | 3.Senoteaza cu O mijlocul segmentului MN si cu Q simetricul punctului O fata de punctul N.
Daca MN =4 cm, atunci lungimea segmentului MQ este egala cu:

A.2cm; B.4 cm; C.6cm; D.8 cm.
(5p) | 4. Daca P este un punct interior unui unghi drept MON si «NOP = 3 - «MOP, atunci masura
unghiului MOP este egala cu:

A. 22°30} B. 30% C.45% D. 60°.
Subiectul IV. Scrie rezolvarile complete.
1. Un unghi AOB are mdasura egala cu 108°, iar C este un punct exterior acestuia, astfel incat
masura unghiului BOC este egala cu 0,(6) din masura unghiului AOB. Fie D un punct interi-
or unghiului AOB, astfel incat masura unghiului BOD sa fie cu 36° mai mica decat masura
unghiului AOD.

(5p) | a) Calculeaza masura unghiului BOC.
(5p) | b) Arata ca punctele A, O, Csunt coliniare.
(5p) | c) Arata ca unghiurile AOD si BOC sunt congruente.

2. Se considera un unghialungit MON si semidreptele OP si OR, situate in acelasi semiplan fata
de dreapta MN, astfel incat unghiul POR sa fie un unghi drept si semidreapta OR sa fie interioard

1
unghiului MOP. Se stie ca «PON = 2 +«ROM, iar OS este semidreapta opusa semidreptei OP.
(5p) | a) Calculeaza masurile unghiurilor PON si ROM.

(5p) | b) Arata ca unghiul ROS este un unghi drept.
(5p) | ) Calculeaza masura unghiului SOM.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul | 11 | 12 | L3 | L4 [ILT [ 1.2 [ 13 {14 [ UL |02 | N3 [ N4 | IV1a | Vb | IV1.c | IV2a | IV2b | IV.2c

Punctajul

Nota




CAPITOLULI

MULTIMI. MULTIMEA NUMERELOR
NATURALE

1.1. Multimi. Multimea numerelor naturale

1.1.7. Multimi. Descriere, notatii, reprezentdri. Multimi
numerice si nenumerice. Relatia dintre un element
si o multime

1.1.2. Relatii intre multimi

1.1.3. Multimi finite. Multimi infinite. Multimea
numerelor naturale

1.1.4. Operatii cu multimi: reuniune, intersectie, diferentd

Exercitii si probleme recapitulative

Evaluare

1.2. Divizibilitatea numerelor naturale

1.2.1. Descompunerea numerelor naturale in produs de
puteri de numere prime

1.2.2. Determinarea celui mai mare divizor comun
si a celui mai mic multiplu comun.
Numere prime intre ele

1.2.3. Proprietdti ale divizibilitatii in multimea numerelor
naturale

Exercitii si probleme recapitulative

Evaluare
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y
1:7. MULTIMI. MULTIMEA NUMERELOR NATURALE

MULTIMI. DESCRIERE, NOTATII, REPREZENTARI. MULTIMI NUMERICE SI
NENUMERICE. RELATIA DINTRE UN ELEMENT $I O MULTIME

Rezolvdm impreuna

Determina toate numerele naturale x, stiind ca x + 10 < 14.

Rezolvare:

Daca x este un numadr natural, atunci x + 10 este, de asemenea, numar natural. Observand ca
x4+ 102> 10 si tinand cont de enunt, rezulta ca x + 10 este egal cu unul dintre numerele: 10, 11,12, 13
sau 14.Prinurmare, x4+ 10=10saux+10=11saux+ 10=12saux+ 10=13 saux+ 10 = 14. Din aceste
egalitati deducem ca x este egal cu unul dintre numerele: 0, 1, 2, 3 sau 4.

Observam si descoperim cunostinte noi

> Rezolvarea problemei arata ca exista mai multe numere naturale x care au proprietatea ca
X + 10 < 14. Ele sunt distincte si bine determinate si impreund formeaza o colectie sau o multime
de numere. Fiecare dintre aceste numere se numeste element al multimii. Vom spune ca
multimea numerelor naturale x care verificd egalitatea x + 10 < 14 este egald cu {0, 1, 2, 3, 4}. Pentru
a ne referi usor la aceastda multime, o putem nota cu o litera mare, de exemplu cu A, si vom scrie
A={0,1,2,3,4}L

> Este 3 element al multimii A? Dar 77

Deoarece A =1{0, 1, 2, 3, 4}, rezulta ca 3 este element al multimii A si 7 nu este element al acestei
multimi. Expresia ,este element al multimii” poate fi inlocuita cu expresia ,apartine multimii’, iar expre-
sia ,nu este element al multimii” poate fi inlocuita cu expresia ,nu apartine multimii". Pentru ,apartine”
se foloseste simbolul , <", iar pentru ,nu apartine” se foloseste simbolul ,¢". Astfel, se scrie 3 € Asi se
citeste 3 apartine multimii A”. Se scrie 7 ¢ A si se citeste,, 7 nu apartine multimii A”.

> Multimea A ={0, 1, 2, 3, 4} poate fi reprezentata si sub o alta forma. A

De exemplu, desenand o linie curba inchisa si scriind in interiorul ei elementele
corespunzatoare (figura 1). In acest caz spunem ca am folosit pentru reprezentarea
multimii A o diagrama Venn-Euler.

> Multimea A ={0, 1, 2, 3, 4} poate fi reprezentata si sub forma:

A ={x| xnumar natural six + 10 < 14}. Fig. 1

Citim multimea A este,multimea elementelor x cu proprietatea cd x este numdr natural
six + 10 < 14" In acest caz spunem ca am scris multimea A folosind o proprietate caracteristica
tuturor elementelor multimii.

> In cele ce urmeaza vom lucra cu primele doua variante de scriere a unei multimi: enumerdnd
elementele sau folosind diagrame Venn-Euler.

Folosirea figurilor pentru reprezentarea multimilor este foarte veche. Matema-
ticianul Leonard Euler (1707-1783) s-a folosit de figuri rotunde pentru a explica
anumite reguli ale logicii. Logicianul John Venn (1834-1923), profesor la Cambridge,
a adus diagramelor lui Euler imbunatatiri utile. Pentru aceasta, diagramele repre-
zentand multimi se numesc diagrame Venn-Euler.

JohnVenn Leonard Euler




e Multimea este o colectie de obiecte bine determinate si distincte numite elementele multimii.
Multimile se noteaza, de obicei, cu litere mari.
e Dacd A este o multime si x un element al sdu, atunci vom scrie x € A si vom citi,x apartine multimii A”.
Daca x nu este un element al multimii A, atunci vom scrie x ¢ A si vom citi,,.x nu apartine multimii A”.
N

¢ O multime se reprezinta prin: (Exemplu:

1) enumerarea elementeloi:l'. (elementele | onsidersm multimea simbolurilor operatiilor
multimii se scriu intre acolade, fiind despartite aritmetice, pe care o notim cu M. Atunci:

prin virgule); 1.M={+ - x:}

2) diagrama Venn-Euler (multimea se repre- M
zinta desenand o curba inchisa, in interiorul careia
se scriu elementele multimii); 2.

3) o proprietate caracteristica elementelor.

[ ] i ica i a i . o .. . .
Multime numerica este o multime ale carei 3. M= {x | x este simbolul unei operatii aritmetice}.

“ \

element'e SR LA . Citim: ,multimea M este multimea elementelor x
* Multime nenumerica este o multime care nu | cy proprietatea ci x este simbolul unei operatii
este multime numerica. (aritmetice”. )

e Multimea care nu are niciun element se

noteaza cu simbolul & si se numeste multimea vida.

e Numarul de elemente ale unei multimi se numeste cardinalul multimii.
\Cardinalul unei multimi A se noteaza cu card A.

Aplicam cunostintele

Se noteaza cu M multimea ale carei elemente sunt cifrele impare.
a) Este 3 element al multimii M? Dar 117 Justifica raspunsurile!

b) Scrie multimea M prin enumerarea elementelor.

c) Reprezinta multimea M cu ajutorul unei diagrame Venn-Euler.
d) Este multimea M o multime numerica? Justifica raspunsul!
Rezolvare:

a) Deoarece 3 este cifrd impara, rezulta ca 3 este element al multimii M. Numarul 11 este impar, dar nu
este cifra. Prin urmare, 11 nu este element al multimii M. Deci 3 € Msi 11 ¢ M.

b) Cifrele impare sunt: 1, 3, 5, 7 si 9. Deoarece M este multimea ale carei elemente sunt cifrele impare,
rezulta caM={1,3,5,7, 9}

c) Multimea M este ilustrata cu ajutorul unei diagrame Venn-Euler in figura 2.

d) Multimea M este o multime numerica, deoarece elementele ei sunt numere.

Fig. 2

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

(_1_. Raspunde la urmatoarele intrebari:
a) Ce este 0o multime?
b) Cum poate fi reprezentata o multime?
c) Ce este o multime numerica? Dar o multime nenumerica?
d) Ce este multimea vida?

CZ_. Completeaza caseta cu simbolul potrivit,€”sau, ¢"
a)5[_]10,1,2,3,45 b)1[ 101,735 ox[_]abxk do[ ]@.

CI)

e

13
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Capitolul |

CB_. Se noteaza cu A multimea numerelor naturale pare mai mari decat 3 si mai mici decat 11.
a) Justificddece4 € A, 5 ¢ Asi12 ¢ A.
b) Daca x € A, scrie proprietatile numarului natural x, folosind simboluri matematice.
) Scrie multimea A prin enumerarea elementelor ei.

‘ 4. Se considera multimile M, N, P si Q. Scrie fiecare multime prin enumerarea elementelor ei, stiind ca:
a) M este multimea numerelor naturale mai mari decat 2 si mai mici decat 7;
b) N este multimea puterilor numarului 2, care sunt mai mici decat 32;

¢) P este multimea numerelor de forma 2n, unde n< 4; (4 B "\
d) Q este multimea numerelor divizibile cu 10 si mai mici decat 60. 4
e) Reprezintad fiecare multime folosind diagrame Venn-Euler. 0
. . . . . 6
CS_. Scrie fiecare multime din figura 3 prin enumerarea elementelor ei. 5

(.6_. Activitate in perechi
a) Scrieti cardinalul multimii M, unde M este multimea formata din nu-

C D
mere naturale care se scriu folosind doar cifra 2 si sunt mai mici decat 309.
b) Determinati numerele naturale x pentru care cardinalul multimii
{x, 3x+ 2, 4x - 3} este 2. Scrieti multimea, enumerand elementele acesteia.
E F

C7_. La ora de geografie profesorul explica: ,Varful Moldoveanu este varful
muntos cel mai inalt din Romania, situat in Masivul Fdgdras, judetul Arges.
Altitudinea sa este de doud mii cinci sute si ceva de metri”. Mihai, un elev foarte
bun la matematica, noteaza pe caietul sau: ,altitudine Varful Moldoveanu:
25xy m” In pauzi, Mihai afld de la Alexandra, care este foarte buna la
geografie, ca altitudinea Varfului Moldoveanu este de 2544 m.

a) Scrie multimea A ale carei elemente sunt simbolurile numerice si li-
terale folosite de Mihai pentru a scrie altitudinea Varfului Moldoveanu. \_

b) Scrie multimea B ale carei elemente sunt cifrele folosite pentru a
scrie numarul 2544.

¢) Una dintre multimile A si B este numericd, iar cealalta este nenumerica. Precizeaza care este
multimea numerica si care este multimea nenumerica.

Fig. 3 y

@h

- AUTOEVALUARE | 1) )

1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste

litera F. 4,5 puncte
a) Dacd A este multimea ale carei elemente sunt literele folosite pentru a scrie cuvantul

elevii,atunciA={e, |, e, v, i, i}. A F
b) Daca B este multimea ale carei elemente sunt literele folosite pentru a scrie cuvantul

copii, atuncii ¢ B. A F

c) Multimea numerelor naturale pare mai mari decat 4 si mai mici decat6 esteegalacu. A F
< 2. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

< . 4 - .
a) Daca M este multimea numerelor naturale x pentru care fractia —1 este supraunitara, atunci:
X+

A.0 g M; B.1¢M; C2eM; D.3eM. & B
b) Multimile A, B si C din figura 4 sunt reprezentate folosind
diagrame Venn-Euler. Atunci: [ —]

A.2eAsidegB B.5eBsideA Fig. 4
C.4cAsi4eB; D.beAsiacB. 9.

‘ 3. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
P este multimea ale carei elemente sunt literele folosite pentru a scrie cuvantul matematica. Daca x

este cardinalul multimii P, atunci x = D
-

C

Din oficiu: 1 punct
J




RELATII INTRE MULTIMI

4 ~ 4 -
Rezolvam impreuna ——
A este multimea
. 5 T - numerelor mai mari
Se con5|der? multimile: ‘ . - ) @ decat 3 si mai mici
e A -multimea numerelor mai mari decat 3 si mai mici decat §; decat8siB=14,5,6,7}.
e B-multimeanumerelor 4, 5, 6si 7; Cele doud multimi A si
’ T L. . B au aceleasi
e C-multimea numerelor de doua cifre mai mici decat 14; elemente?
e D - multimea numerelor mai mari sau egale cu 10 si mai mici decat 17; SEmmmS——_——

e E - multimea numerelor mai mari sau egale cu 2 si mai mici sau egale cu 6.
a) ldentifica doua multimi care au aceleasi elemente.
b) Identifica o multime ale carei elemente sunt si elemente ale multimii D.

Rezolvare:

Scriem fiecare multime A, B, C, D si E prin enumerarea elementelor: A=1{4,5,6,7},B=1{4,5,6, 7},
C={10,11,12,13},D={10,11,12,13,14,15,16} si E=1{2, 3, 4, 5, 6}.

a)CumA=1{4,5,6,7}si B=1{4,5, 6, 7}, rezulta ca multimile A si B sunt doud multimi care au aceleasi
elemente.

b) Cum C={10,11,12,13}siD={10,11, 12,13, 14,15, 16}, un exemplu de multime ale cdrei elemente
sunt si elemente ale multimii D este multimea C.

Observam si descoperim cunostinte noi

1. Rezolvarea anterioara arata ca exista multimi care au aceleasi elemente. Din acest motiv, despre
doua multimi care au aceleasi elemente spunem ca sunt multimi egale. Prin urmare, multimile A si B
sunt multimi egale. Notam A = B.

Mai observam, de exemplu, ca multimile A si E nu au aceleasi elemente, deci A si £ nu sunt multimi
egale. Notam A = E.

2. Deoarece toate elementele multimii C sunt si elemente ale multimii D, despre multimea C
spunem ca este inclusa in multimea D. Notam C — D si citim ,multimea C este inclusa in multimea D"
Se mai spune ca multimea D include multimea C. Notam D > C.

Mai observam, de exemplu, ca nu orice element al multimii A este si element al multimii E. Spu-
nem ca multimea A nu este inclusa in multimea E. Notam A & E. Se mai spune ca multimea E nu include
multimea A. Notam E 2 A.

Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), matematician german, a fost unul
dintre initiatorii studiului sistematic al teoriei multimilor, care a devenit o teorie fundamentald
a matematicii. El a definit multimile infinite, conceptul de cardinal al unei multimi si a introdus
constructii fundamentale in teoria multimilor, cum ar fi multimea pdrtilor unei multimi; aceasta
este multimea tuturor submultimilor posibile ale unei multimi, iar Cantor a aratat ca numarul
tuturor submultimilor unei multimi cu n elemente este 2".

15
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Retine!
e Doua multimisuntegale daca au aceleasi /7 A
elemente. Daci A si B sunt doud multimi || nhotezi citesti
egale, notam A = B, iar daca nu sunt egale A=B | multimile Asi B sunt egale
el 4 2.5, A#B | multimile A si B nu sunt egale

e O multime este inclusa intr-o alta mul-
time, daca toate elementele primei multimi
sunt si elemente ale celeilalte multimi. sau
e Multimea vida este submultime a oricarei
multimi: & c A, oricare ar fi multimea A.

AcB | multimea A este inclusa in multimea B
multimea A este o submultime a multimii B
multimea A este o parte a multimii B

B> A | multimea Binclude multimea A

e Orice multime este inclusa in ea insasi: Az B | multimea A nu este inclusa in multimea B

A c A, oricare ar fi multimea A. sau

e Doua multimi sunt egale daca si numai Bp»A | multimea Bnuinclude multimea A

daca fiecare dintre ele este o submultime a - S

\celeilalte multimi:dacd Ac Bsi Bc A, atunciA=B.

Aplicam cunostintele o

Se considera multimile: A={3,4},B={1,2,3,4},C={3,4,5,6,7} D c A B
siD={1,2,3,4,5,6,7,8}, reprezentate in diagrama din figura 1.

a) Copiati si completati in casuta alaturata enuntului litera A,

dacd enuntul este adevarat. in caz contrar, completati litera F. '.
BeD[ | ccB[ ]} cen[ ] Acp[] <

b) Una dintre multimile date le contine pe celelalte trei. Nu- %

meste multimea respectiva si scrie relatia dintre aceasta si

celelalte trei multimi.

¢) Una dintre multimi este continuta de celelalte trei. Numeste

multimea respectiva si scrie relatia dintre aceasta si celelalte

trei multimi.

Rezolvare:

a) B < D deoarece orice element al multimii B este si element al multimii D.
C ¢ Bdeoarece nu orice element al multimii C este si element al multimii B. De exemplu, 5 € Csi 5 ¢ B.
Cc D deoarece orice element al multimii C este si element al multimii D.

A c D deoarece orice element al multimii A este si element al multimii D.

Rezulti:B<=D |A} CcB|F, CcD|A,AcD|Al

b) Multimea D le contine pe celelalte trei multimi: Ac D, Bc Dsi Cc D.

¢) Multimea A este continuta in celelalte trei multimi: Ac B,Ac CsiAcD.

Fig. 1

Exerseaz3, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C1_. a) Despre doua multimi A si B se stie cd A — B si B — A. Sunt multimile A si B egale? Justifica
raspunsul.

b) Despre doud multimi A si B se stie ca A = B. Se poate spune ca A — B si B < A? Justifica rds-
punsul.

CZ_. Determina multimea M, pentru care {a, bl c M c{a, b, ¢, d, e}.

C3_. Determind numarul natural n pentru care multimile A={2n+ 3, 3n+ 2} si B=1{9, 11} sunt egale.




MULTIMI. MULTIMEA
NUMERELOR NATURALE

Cﬁ. Regiunileistoriceale Romanieisunt:
Banat, Bucovina, Crisana, Dobrogea,
Maramures, Moldova, Muntenia, Oltenia
si Transilvania (figura 2). Se noteaza cu M
multimea ale carei elemente sunt orasele
Arad, Brasov, Bucuresti, Cluj, Constanta,
Covasna, Craiova, Deva, Galati, Miercurea
Ciuc, lasi, Sfantu Gheorghe, Timisoara,
Targu Mures.

a) Scrie submultimea multimii M,
care contine orasele din Transilvania.

b) Scrie submultimea multimii M,
care contine orasele din Moldova.

(_5_. Se considera multimile:
A={0,1,2,3,...,,100}siB={1,2,3,4,...,101}. Fig.2
Elementele unei multimi C sunt numerele de forma 2x + 1, unde x € A, iar elementele unei multimi D

sunt numerele de forma 2x — 1, unde x € B. Arata ca:
a) 201 € Csi203 ¢ G; b) 201 € Dsi 200 ¢ D; c)C=D.

CG_. Se considera multimea A=1{0, 1, 2, 3, ..., 100} si doua multimi B si C. Elementele multimii B sunt nu-
merele de forma 2x, unde x € A, iar elementele multimii C sunt numerele de forma 4x, unde x € A. Arata ca:
a)52eBsi52eC b)82 € Bsi82 ¢ C;
c) multimile B si C au acelasi cardinal, dar nu sunt egale.

(.7_. Se considera multimile A si B.

a) Daca multimea A are cinci elemente, calculeaza numarul submultimilor multimii A care au
doua elemente si numarul submultimilor multimii A care au patru elemente.

b) Daca multimea A are cinci elemente, determina numarul submultimilor multimii A.

c) Calculeaza cardinalul multimii B, stiind ca are exact 16 submultimi.

8. Fie un numar natural x, x > 2.
a) Scrie in ordine crescatoare numerele: 2x+ 1, x + 3, x — 2, 3x.
b) Determina numarul x pentru care multimile A={2x+1,x+ 3,x-2,3x}si B={3,8, 11, 15} sunt egale.

. @
f 5t

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste

litera F. 3 puncte
a){2,3,810{1,2,3,6,8,10}. A F
b) {25} = M, unde M este multimea patratelor numerelor naturale. A F
c) {0k A F
2. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
a) Daca orice element al multimii A este element al multimii B, atunci ... 1)BcA;
b) Daca exista cel putin un element al multimii A care nu este element 2)A=B8:
al multimii B, atunci ... '
c) Daci orice element al multimii A este element al multimii B si orice 3)AcsB
element al multimii B este element al multimii A, atunci ... 4) A =B.
3. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte | 7

Numadrul tuturor submultimilor unei multimi M cu 4 elemente este egal cu |:|
Din oficiu: 1 punct

J
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Capitolul |

m MULTIMI FINITE. MUL'!'IMI INFINITE. MULTIMEA NUMERELOR NATURALE

Rezolvam impreunad

Daca n este un numar natural oarecare, atunci numarul n + 1 se numeste succesorul numarului
natural n. De exemplu, 6 este succesorul lui 5, decarece 6 =5 + 1.

Mihai scrie pe o foaie de hartie multimea A a numerelor naturale
mai mici decat 8 si ii propune Soniei urmatorul joc: un jucator scrie
cel mai mic numar din multimea A, iar al doilea va scrie succesorul
numarului scris de primul jucator. Apoi, primul jucator va scrie suc-
cesorul numarului scris de cel de-al doilea jucator si asa mai departe.
Jocul se termina atunci cand unul dintre jucatori scrie cel mai mare
numar din multime. Jucatorul respectiv este declarat castigator.

Vlad si Mircea joaca si ei acest joc, dar, in locul multimii A, ei con-
sidera multimea B a numerelor naturale mai mari sau egale cu 8.

a) Explicadece3 € Asi8 ¢ A. b) Scrie toate elementele multimii A.

c) Cate elemente are multimea A? d) Explicadece8 € Bsi3 ¢ B.

e) Poti scrie toate elementele multimii B? f) Cate elemente are multimea B?

Rezolvare:

a) 3 € A, deoarece 3 este numadr natural si 3 < 8; 8 este numar natural, dar 8 nu este mai mic decat
8, deci 8 ¢ A.

b) Elementele multimii Asunt: 0,1, 2,3,4,5,6,7.

¢) Multimea A are opt elemente.

d) 8 € B deoarece 8 este numadr natural si 8 > 8; 3 ¢ B deoarece 3 nu este mai mare sau egal cu 8.

e) Este evident ca nu pot fi scrise toate elementele lui B!

f) Deoarece nu putem scrie toate elementele lui B, nu le putem numara, deci nu putem stabili cate
elemente are multimea B.

Observam si descoperim cunostinte noi

in jocul lui Mihai cu Sonia multimea A are 8 elemente. Spunem despre multimea A ci are un numdr
finit de elemente si ca A este o multime finitd. Scriem: A={0, 1, 2,3, 4,5, 6, 7}.

Uneori este util sa se foloseasca o scriere prescurtata: A={0, 1, 2, ..., 7}, care sugereaza ca elemen-
tele multimii A sunt numerele naturale de la 0 pana la 7. Cele trei puncte arata ca sunt numere pe care
nu le-am scris.

in jocul lui Vlad cu Mircea nu pot fi scrise toate elementele multimii B, deci nu putem stabili cate
elemente are multimea B. Spunem despre multimea B ca are o infinitate de elemente.

CHr Scriem: B=1{8, 9, 10, ...} si vom spune ca B este o multime infinita.

Alte exemple de multimi infinite

1.1n geometrie, admitem ca o dreapta d este o multime de puncte, dar nu putem numara punctele
ei. Deoarece pe dreapta d exista un numar nesfarsit de puncte, spunem ca dreapta d are o infinitate
de puncte. Analog, semidreapta AB, determinata de punctele A si B, este o multime infinita de puncte.
Segmentul MN, determinat de punctele M si N, este o multime infinita de puncte.

2. Cu sirul numerelor naturale 0, 1, 2, 3, ... putem forma o multime infinita de numere, pe care o nu-
mim multimea numerelor naturale. Pentru a ne referila aceasta multime folosim simbolul N si scriem:
N ={0, 1, 2, 3, ..}. Daca din multimea numerelor naturale excludem numarul natural 0, obtinem
multimea numerelor naturale nenule, notata cu N". DeciN"={1, 2, 3, ..}
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o A o . o
Rezolvdm impreun3 NEJmaruI natural a este filwz‘/b/ul cu
numarul natural nenul b daca exista un

Fie n un numdr natural oarecare. Vom nota cu D, numar natural ¢, astfel incat a = b - c.
multimea tuturor divizorilor numdrului n, iar cu M| Numarul a din relatia de mai sus se

multimea tuturor multiplilor numarului n. numeste multiplu al numarului b, iar b se
a) Scrie divizorii numarului 12. numeste divizor al numarului a.
b) Scrie multimea D, ,. Notatii: a : b (, a este divizibil cu b");
c) Scrie multiplii numarului 3, mai mici decat 17. b|a(,bdivide pe a”).

d) Scrie multimea M,.

e) Care dintre multimile D, si M, este finita si care este infinita?

f) Daca p € N, scrie multimea Mp.

Rezolvare:

a) Daca x este divizor al lui 12, atunci x € N si 12 : x. Rezulta ca divizorii lui 12 sunt: 1, 2, 3,4, 6 5i 12.

b) Multimea divizorilor lui 12 este: D,, ={1, 2, 3,4, 6, 12}.

c) Daca x este un multiplu al numarului 3, atunci x = 3n si n € N. Rezulta ca multiplii lui 3 sunt:
3-0,3-1,3-2,...Prin urmare, multiplii lui 3 mai mici decat 17 sunt: 0, 3, 6,9, 12, 15.

d) Multimea multiplilor lui 3 este M, ={0, 3,6,9,12, 15,18, ...}

e) Multimea D, este finita (are 6 elemente), iar multimea M, este infinita.

f) Dacax e M, atuncix=npsin e N, deci M,= {0,p,2p,3p,4p, 5p, ... }.

N /4 N
Retine!

« Multime finita este o multime care are un numdr finit de elemente.

« Multime infinita este o multime care nu este finita.

« MultimeaN =1{0, 1, 2, 3, ..} a numerelor naturale si multimea N" = {1, 2, 3, ... } a numerelor naturale
nenule sunt multimi infinite.

e Multimea tuturor divizorilor numarului natural nenul p, notata cu D, este multime finita.

% Multimea tuturor multiplilor numarului natural nenul p, notata cu M, este multime infinita.

Aplicam cunostintele

Scrie multimea A, stiind ca daca x € A, atuncix € N, x e M, x € M, i x < 50.

Rezolvare:

Deoarece x € N, rezulta ca x = 0 (1). Deoarece x e M., rezulta ca x € {0, 2, 4, 6, ..} (2). Deoarece
x € M, rezulta ca x € {0, 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, ..} (3). Din (1), (2), (3) si x < 50 rezulta ca
x € {14, 28, 42}. Deci A ={14, 28, 42}.

Cerul are cel mult zece mii de stele care pot fi vazute cu ochiul liber? Cu toate acestea,
nu toata lumea poate vedea toate stelele; fiecare vede doar ce este deasupra capului in
propria lui regiune.

Universul observabil contine o valoare estimata de 10%* stele, dar majoritatea sunt
invizibile pentru ochiul liber (Universul observabil este o regiune sferica a Universului, care
cuprinde toata materia ce poate fi observata de pe Pamant, inclusiv de catre telescoapele
spatiale si sondele de explorare).
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Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

CI_. Raspunde la urmatoarele intrebari:
a) Ce este o multime finita?
b) Cum se numeste o multime care nu are un numar finit de elemente?
) De ce multimile N si N sunt multimi infinite?

CZ_. Se considera urmdtoarele multimi:
A - multimea tuturor oraselor de pe planeta noastra;
B — multimea tuturor stelelor de pe cer, vizibile cu ochiul liber intr-o seara senina de varg;
C - multimea tuturor stelelor din Univers.
Apreciaza si numeste, dintre multimile A, B si C, pe cele finite si pe cele infinite.

CB_. a) Determina elementele unei multimi A, stiind ca daca x € A, atuncix e Nsix: 12.
b) Determina cardinalul unei multimi B, stiind cd daca x € B, atuncix € Nsi 15 : (x + 1).

C‘L. Despre doua multimi A si B se stie ca:

e dacd n este un numar natural si x = 1995n + 1, atunci x apartine lui A;

e dacd p este un numar natural si x = 1985p + 3, atunci x apartine lui B.

a) Daca se scriu multimile A si B prin enumerarea elementelor in ordine crescatoare, determina
primele trei elemente ale fiecarei multimi.

b) Stabileste daca multimile A si B au elemente comune. Justificd raspunsul.

‘ 5. Scrie multimea M prin enumerarea elementelor, stiind ca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

i) elementele multimii M sunt numere naturale; ii) card M = 6; iii) {2, 7, 9} © M; iv) suma elementelor
multimii M este egala cu 23.

‘ 6. Se noteaza cu A multimea resturilor impartirii numerelor naturale la 10 si se considera o multime

B despre care se stie ca oricare ar fi x € B, numarul x + 8 este divizibil cu x.
a) Stabileste daca multimea A este finita. Justifica raspunsul.
b) Stabileste daca B — A. Justifica raspunsul.

C7_. Se considera doua multimi numerice A si B, astfel incat daca un element x apartine multimii A,
atunci elementul y = x + 3 apartine multimii B.

a) Stiind cd A=1{0, 1, 2, 3}, scrie multimea B prin enumerarea elementelor si calculeaza cardinalul
multimii B.

b) Daca multimea A ar avea exact 10 elemente, aratd ca multimea B ar avea exact 10 elemente.

c) Arata ca daca multimea A este infinitd, atunci si multimea B este infinita.

CS_. Despre elementele unei multimi A se stie ca 1 € A sica daca x € A, atuncix + 2 € A. Stabileste daca:
a)11 eA b) multimea A este infinita; M, cA.

Activitate in echip3a / Portofoliu

impreuna cu colegii de clasa, dati cat mai multe exemple de multimi din domeniul matematicii sau
din viata cotidiand, completand tabelul, dupa model. In cazul multimilor finite, precizati, daca este
posibil, cardinalul acestora.

Multimi finite cardinal Multimi infinite
multimea ferestrelor din sala de clasa 16 multimea numerelor naturale pare/impare
multimea masinilor dintr-un oras - multimea picaturilor de apa dintr-un ocean

Addugati aceasta activitate la portofoliul personal.



MULTIMI. MULTIMEA

NUMERELOR NATURALE

e AUTOEVALUARE | %

1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

litera F. 4,5 puncte
a) Multimea divizorilor numarului 24 este o multime finita. A F
A F

b) Multimea multiplilor unui numar natural p este o multime infinita.

c) Daca A si B sunt doua puncte distincte care apartin unei drepte d, atunci segmentul AB este

o multime finita de puncte. A F

2. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 3 puncte
a)A.D,cD,siD,cD,; B.D ,cD,siD,cD,; C.D,cD,siD,cD,; D.D,cD,siD, cD,.

b)AM,cM,siM,cM, ; B.M cM,siM,cM,; C.M,cM siM Mg D.M,cM, siM cM,.

c3'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Dintre multimile A=D, ,, si B=M,, finita este multimea |:|
Din oficiu: 1 punct

N\

m OPERATII CU MULTIMI: REUNIUNE, INTERSECTIE, DIFERENTI\

Rezolvam impreuna

Sorina considera urmatoarele doua multimi:

« multimea literelor din care este alcatuit cuvantul arbore, notata cu A;

« multimea literelor din care este alcatuit cuvantul aerul, notata cu B.

Folosindu-se de elementele celor doua multimi, Alexandra considera urmatoarele trei
multimi:

« multimea/, a elementelor comune multimilor A si B;

« multimea R, a elementelor care apartin cel putin uneia dintre multimile considerate de
Sorina;

« multimea D, a elementelor care apartin multimii A si nu apartin multimii B.

a) Scrie multimile A, B, I, R si D prin enumerarea elementelor.

b) Folosind diagrame Venn-Euler, ilustreaza multimile:

1.A,Bsil; 2.A BsiR; 3.A,BsiD.

Rezolvare:

a)A={a,r,b,o,e},B={a,r, u,l e} Deoarece elementele comune multimilor A si B sunt:
a, rsi e, rezulta | = {a, r, e}. Elementele care apartin cel putin uneia dintre multimile considerate
de Sorinasunta,r, b,0,e,u,l.Rezulta caR=1{a,r,b,0,e,u, I}.

Elementele care apartin multimii A si nu apartin multimii B sunt b si o. Rezulta ca D = {b, o}.

b) Vezi figurile 1, 2 si 3.

21



Capitolul |

Observam si descoperim cunostinte noi

Rezolvarea exercitiului pune in evidenta procedee, numite operatii cu multimi, prin care din doua
multimi date obtinem o noua multime. Astfel:

1) considerand elementele comune celor doua multimi A si B a rezultat multimea | = {a, r, €},
numita multimea A intersectatd cu multimea B, pentru care se foloseste notatia A n B. Prin urmare,
AnB={a,r e}

2) considerand elementele care apartin cel putin uneia dintre cele doud multimi a rezultat multimea
R={a, r b, o, e u, }, numita multimea A reunitd cu multimea B, pentru care se foloseste notatia A U B.
Prin urmare, AUB={a,r,b,0,e,u,l};

3) considerand elementele care apartin multimii A si nu apartin multimii B a rezultat multimea
D = {b, o}, numita multimea A minus multimea B, notata A\ Bsau A - B. Deci A\ B={b, o}.

f Retine!

¢ Prin operatie cu multimi se intelege procedeul prin care, din
orice doua multimi date, obtinem o noua multime.

e Prin operatii cu multimi, din doua multimi date A si B rezulta
multimile:

= - multimea A reunita cu multimea B, notata A U B;

@ - multimea A intersectata cu multimea B, notata A N B;
- multimea A minus multimea B, notata A\ B.

e Operatiile cu multimi prin care din doud multimi oarecare A '
si B rezulta multimile A U B, A N B, A\ B se numesc: reuniune, Fig. 4

intersectie, respectiv diferenta.
He. resp ' A A~B B

e A U B este multimea formata din elementele care apartin
cel putin uneia dintre multimile A sau B (figura 4). Prin urmare:
—-dacax e AUB,atuncix € Asaux € B;
—dacax e Asau x € B, atuncix € AU B.

(1 e A N B este multimea formata din elementele comune
(- multimilor A si B (figura 5). Prin urmare:
—dacaxe AnB atuncixe Asix e B;
—dacax e Asix e B, atuncixe AnB.

e A\ B este multimea formata din elementele care apartin
multimii A si nu apartin multimii B (figura 6). Prin urmare:
—dacaxe A\B atuncix e Asix ¢ B;
—dacaxe Asix¢ B, atuncix € A\B.

e Doua multimi a caror intersectie este multimea vida se
numesc multimi disjuncte.

Fig. 6
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Aplicam cunostintele

Cl. FiemultimileA={1,2,3,4,5,6}siB={2,3,4,7}. Determina multimile:
a)AuB  b)AnB < A\B; d) B\ A.

Rezolvare: -
a) Deoarece A U B este multimea formata din elementele care ﬂ

apartin cel putin uneia dintre multimile A sau B, rezulta ca: XeAUBGxEAsaux e BL
AuB=1{1,2,3,4,56,7}. e =

b) Deoarece A N B este multimea formata din elementele comune  xe AnB<>xeAsixeB
multimilor A si B, rezulta cd An B=1{2, 3, 4}.

c) Deoarece A\ B este multimea formata din elementele care apartin xeA\BoxeAsixeB
multimii A si nu apartin multimii B, rezulta ca A\B={1, 5, 6}.

d) Deoarece B\ A este multimea formata din elementele care apartin multimii B si nu apartin multimii A,
rezulta ca B\A={7}. A
(2_. Fie multimile A, B si C reprezentate cu ajutorul diagramelor din figura 7.

a) Scrie multimile A, B si C prin enumerarea elementelor.
b) Calculeaza:AuUB,AUC,BUC,A\B,A\C,B\CAUBUC, C "
ANBAGC (ANC\B. ‘

Rezolvare: 'D

a) Elementele multimii A sunt: O, 1, 2 si 3. Elementele multimii B sunt: p
2, 3,4, 5 si 6. Elementele multimii Csunt: 2,5, 6,7 si 8.
DeciA=1{0,1,2,3},B=1{2,3,4,5,6}s5iC={2,5,6,7,8}. Fig. 7
b) Multimea A U B este multimea elementelor care apartin lui A sau lui B.
Rezulta ca:AuB=1{0,1,2,3,4,56},AuC={0,1,2,3,5,6,7,8}siBuC=1{2,3,4,5,6,7, 8}
Multimea A \ B este formata din elementele care apartin lui A si nu apartin lui B: A\ B={0, 1}.
Multimea A\ C este formata din elementele care apartin lui A si nu apartin luiC: A\ C=1{0, 1, 3}.
Multimea B\ C este formata din elementele care apartin lui B si nu apartin lui C: B\ C={3, 4}.
Multimea A U B U C este multimea elementelor care apartin lui A sau lui B sau lui C:
AuBUC={0,1,23,4,56,7,8}.
Multimea A N B C este multimea elementelor comune multimilor A, BsiCG: An BN C={2}.
Pentru a calcula (A m C) \ B procedam astfel:
@ CalcuamANC
Multimea A N C este multimea elementelor care apartin si lui A si lui C. Deci A~ C={2}.
©® Calculdim (AN Q)\B.
Multimea (A n Q) \ B este multimea elementelor care apartin lui A Csi care nu apartin lui B.
Deci AN O)\B=1{2}\1{2,3,4,5,6}=O.

Exerseazs, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C’I_. Raspunde la intrebarile urmatoare.
a) Ce se intelege prin operatie cu multimi?
b) Fiind date doua multimi M, N si x un element al multimii M U N, numai una dintre afirmatiile
care urmeaza este adevarata. Care este aceasta?
A.xe MsixeN; B.xe MsauxeN; C.xeMsixeN; D.x ¢ Msix e N.
) Pentru doud multimi M si N, daca x € M six ¢ N numai una dintre afirmatiile care urmeaza este
adevarata. Care este aceasta?

A.xg M\N; B.xe M\N; C.xeMnN; D.xe N\ M.
CZ_. Se considera urmatoarele multimi de semne grafice: A={+, -, X, *}siB={°, +, X, #, <, >}. Calculeaza:
a)AuUB; b)ANB; c) A\ B; d) B\ A.
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CB_. Diagrama din figura 8 reprezinta trei multimi: A, B si C. Folosindu-se de A B
diagrama respectiva si de operatiile cu multimi, Alexandra, Irina, Sonia si Mihai
reprezinta fiecare cate o multime, dupa cum urmeaza:
A B A B A B A B
C
Fig. 8
C C C C

Alexandra Irina Sonia Mihai
Scrie multimea reprezentata de:
a) Alexandra; b) Irina; c) Sonia; d) Mihai.

C4_'. Se considera multimile A={1, 2,4, 8,16,32}si B=1{0, 4, 8,12, 16, 20, 24}.

a) Calculeaza multimile: AU B, AN B, A\BsiB\ A.

b) Verifica egalitatea: card(A U B) = card A + card B — card(A N B).
(.5_. Cei 25 de elevi ai unei clase au participat la doua olimpiade scolare. Se stie ca la olimpiada de
fizica au participat 15 elevi, iar la olimpiada de matematica au participat 17 elevi. Notam cu F multimea
elevilor care au participat la olimpiada de fizica, cu M multimea elevilor care au participat la olimpiada
de matematica si cu X multimea elevilor care au participat la ambele olimpiade scolare.

a)Aratdcda FNn M= .

b) Reprezinta cu ajutorul diagramelor Venn-Euler multimile: F, M, X si Fn M.

c) Determina numarul elevilor care au participat numai la olimpiada de matematica, numarul elevilor
care au participat numai la olimpiada de fizica si numarul elevilor care au participat laambele olimpiade.
(.6_. Se considera multimile A={1, 2,4, 7} si B={1, 4, 7, 8, 9}. Calculeaza multimile:AUB, AnB, A\B
si B\ A, apoi verifica egalitatile:

AUB=(A\B)U(ANB)uU (B\A), card(A U B) = card(A\ B) + card(A m B) + card(B\ A).
C7_. Se considera trei multimi: A={1,5,7,10},B={1,7,8},C={1,5, 8, 9}
a) Calculeaza multimile: BU C, BN C, A\ Bsi A\ C.
b) Verificd egalitatea: A\ (BuU C) = (A\B) n (A\ Q).
8. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
VAuB={1,2,3,4,56,7}; i) AnB=1{3,4,5} i) A\B=1{1, 2}.

Re
AUTOEVALUARE )

®..0 ‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste

of
'

litera F. 4,5 puncte
a) Reuniunea semidreptelor opuse AB si AC este dreapta BC. A F
b) Oricare ar fi doud drepte a si b, dacd a || b, atuncian b= . A F
c) Oricare ar fi punctele A si B, intersectia semidreptelor AB si BA este dreapta AB. A F
CZ'. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

a)Dacaxg MU N, atunci: A.x g Msaux g N; B.xe M\N, C.xeNnM;, D.xegMsixeN.
b)Dacax ¢ Msix e N, atunci: A.x g MU N; B.xe M\N; C.xe N\ WM, D.xe NN M.
3. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 punct

Daca semidreptele AB si AC sunt opuse si daca punctul M apartine segmentului AB, iar punctul N
apartine segmentului AC, atunci intersectia segmentelor MN si AB este D

Din oficiu: 1 punct
\_ J
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Exercitii si probleme recapitulative

(_1_. Precizeaza valoarea de adevar a propozitiilor:
a){2,31c{7,52,4,35 [ ] b)@z{a by [ ]
91,43,71-3; [ ] d)3e{1,4,3,7; [ ]
e) {2, 4} = M, unde M este multimea cifrelor impare. |:|

Reprezinta multimile A si B prin enumerarea elementelor si prin

rame Venn-Euler, stiind ca elementele celor doua multimi sunt numere naturale si:
)xe A< x:5six<35 ii)x e B&>x|245ix<15.

Fie multimile A=1{2, 3, 5} si B=1{1, 4, 5}. Calculeaza: A U B, AN B A\BsiB\A.

&

Fie A si B doua multimi.

a) Daca card(Aw B) = 14, card A =8, card B = 10, calculeaza card(A N B).
b) Daca card A = 12 si card(A \ B) = 4, calculeaza card(A N B).

c) Daca Bc A, calculeaza A N B.

2

iag

3.

4,

5. Determina multimile A si B, stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
6.

7.

8.

9.

e

Se considera multimeaM ={q, b, ¢, d}.
a) Scrie toate submultimile cu cate doua elemente ale multimii M.
b) Scrie toate submultimile multimii M.

Determind g, b € N, pentru care multimile M={11a + 5, b% si N = {49, 5b + 3} sunt egale.

Se noteaza cu A multimea formata din numerele de doua cifre divizibile cu 6.

a) Stabileste daca 84 < A. b) Scrie cel mai mic si cel mai mare element din multimea A.

c) Calculeaza cate elemente are multimea A.

Determind numadrul natural g, astfel incat reuniunea multimilorM={a+3,11}siN={2a+ 1, 1} sa
fie formata din trei elemente si calculeaza: M~ N, M\ N, N\ M.

G
¢!
)AUB={a,bcdefl i)AnB={cd} i)An{e f1=0; iv) {a, b} " B= O.
G
C
G
C

QP. Se considera multimea M ={a, b, c}.
a) Scrie doua multimi disjuncte a cdror reuniune sa fie multimea M.
b) Scrie toate perechile de multimi disjuncte a caror reuniune sa fie multimea M.

@. Se considera multimea M = {3, 5}.
a) Scrie doua multimi a caror intersectie sa fie egala cu multimea M.
b) Scrie trei multimi a caror intersectie sa fie egala cu multimea M.
c) Scrie doua multimi a caror diferenta sa fie egala cu multimea M.

‘ 12. Calculeaza cardinalul unei multimi M, stiind ca:
a) elementele sale sunt toate numerele naturale a cu proprietatea ca a < 2202%;
b) elementele sale sunt toate numerele naturale b cu proprietatea ca 2202 < b < 220%,

Investigatie

Impreuna cu colegii din clasa ta, realizati un sondaj in randul elevilor din scoala voastra.
Organizati datele colectate intr-un tabel ca cel de mai jos (prima inregistrare este datd ca model).

Maria Fata 13 VI Volei, handbal, inot, tenis

e Scrieti multimea elevilor de 12 ani care prefera tenisul.

e Scrieti multimea fetelor de clasa a V-a care prefera cel putin doua sporturi.

e Scrieti multimea baietilor de 12 ani care sunt in clasa a Vl-a si prefera maximum trei sporturi.
Dati si voi exemple de alte multimi de acest fel.

1
1
|
1
l
: Prenume elev | Baiat/fata | Varsta | Clasa Sporturi preferate
|
1
1
1
1
1
1
|
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Timp de lucru: 50 de minute.

Subiectul I. Daci apreciezi c3 afirmatia este adevarata, completeaza casuta alaturata cu litera A. In caz
contrar, completeaza cu litera F.

(5p) | 1.Daca M este multimea numerelor naturale x pentru care 2x + 4 <8, atunciM ={0, 1, 2}. |:|

(5p) | 2.Elementele reuniunii a doua multimi sunt elemente comune celor doua multimi. |:|
(5p) | 3. Multimea vida este submultime a oricarei multimi. |:|
(5p) | 4.Daca A este multimea numerelor de forma 4n + 2, unde n € N, atunci 112 € A. []

Subiectul Il. Daca A este multimea puterilor lui 2 care sunt mai mici decat 60 si B este multimea mul-
tiplilor lui 4 care sunt mai mici decat 22, uneste, prin sageti, fiecare cifra corespunzatoare enunturilor
din coloana A cu litera care indica raspunsul corect, aflat in coloana B.

A B
Gp) | 1.AUB= a){4,8,16};
Gp) | 2.AnB= b){0,1,2,4,8,12, 16, 20, 32};
(5p) | 3.A\B= €) {0, 12, 20};
(5p) | 4.B\A= d) {1, 2, 32};

e){1,2,4,8,16}.

Subiectul lll. Se considera doua multimi A si B. Se stie ca A ={1, 2, 4} si ca orice element din multimea
B este patratul unui element din multimea A. Pentru cerintele care urmeaza, alege litera care indica
singura varianta corecta.

(5p) | 1.Multimea B este egala cu:

A.{1,2,16}; B.{1,4,16}; C.{1,4} D.{1,8,16}.
(5p) | 2. Numarul submultimilor multimii A este egal cu:

A.8; B. 10; C.12; D.é6.
(5p) | 3.Multimea A" B este egala cu:

A.{1,8} B.{1,2,4,16} C.{1,4} D.{1, 16}
(5p) | 4.Numarul x pentru care Bc A U {x} este egal cu:

A.1; B. 4; C.8; D. 16.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.

Subiectul IV. Fie multimile A={1, 2, 3,4} si B={3, 4, 5, 6}.

(5p) | a) Scrie submultimile lui A care sunt submultimi ale lui B.

(5p) | b) Scrie submultimile nevide ale multimii B\ A.

(5p) | ) Verifica egalitatile An(BUA)=AsiBuU (AN B)=8B.
Subiectul V. Din cei 25 de elevi ai unei clase, 13 au media maxima la romana, iar 15 au media maxima
la matematica. Calculeaza:

(5p) | @) numarul elevilor care au medii maxime la ambele materii;

(5p) | b) numarul elevilor care au medii maxime doar la romang;

(5p) | €) numarul elevilor care au medii maxime doar la matematica.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul | L1 | 12 [ 13 | L4 | 01 [ 02 | 13 [ 04 [ 0L |12 [ 13 |14 [ Va | IVb | IVc | Va | Vb | Vc
Punctajul
Nota
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DIVIZIBILITATEA NUMERELOR

NATURALE
1.2. DIVIZIBILITATEA NUMERELOR NATURALE

DESCOMPUNEREA NUMERELOR NATURALE iN PRODUS DE PUTERI
DE NUMERE PRIME

deimpartit

7 impdrtitor
< cat

rest

> Determina catul si restul impartirii numarului a = 317
la numarul b = 15, apoi scrie relatia dintre deimpartitul,
impartitorul, catul si restul acestei impartiri.

Rezolvare: Numarul a =317 este deimpdrtitul,iar numarul
b = 15 este impdrtitorul. Efectudm impartirea, parcurgand
etapele invatate in clasa a V-a.

Catul impartirii numarului a = 317 la numarul b = 15 este
numarul ¢ = 21, iar restul impartirii este numarul r = 2.
Atunci317=15-21+2si2<15saua=b-c+rsir<b.

w | W

—_ -_ o _\(
(9]

I
A

> Teorema impartirii cu rest

= Oricare ar fi numarul natural a si oricare ar fi numarul natural nenul b, exista numerele naturale
g si r, unic determinate, astfel incata=b-q +rsir<b.

= Dacar=0,atuncia=b-q.In acest Exemplu: impartind numarul 315 la 7 rezultd catul 45 si
caz se spune ca: restul 0. Rezultd ca 315 =7 - 45 si spunem ca:

e a este un multiplu al lui b; e 315 este un multiplu al lui 7;

e a este divizibil cu b (se scrie a : b); e 315 este divizibil cu 7 (315 : 7);

e b este un divizor al lui a; e 7 este un divizor al lui 315;

e b divide a (se scrie b | a). e 7 divide 315 (7| 315).

> Enunta si exemplifica criteriile de divizibilitate cu: 2, 3, 5, 9, 10.

> Enunta si exemplifica notiunile de numar prim si numar compus.

Rezolvam impreunad
Arata ca numadrul 252 se scrie ca un produs de puteri de numere prime.
Rezolvare:
2 5 21: 2 =1 2 6 2|5(2|=]|2 1 2 6
e |2 | - 63 —> 2 6 = 2 6 3
—>[2l52[=[2] ]2 .:|
ap : : - 21 |—> 6 3 = 3 2 1
—>|2 5 2 = 2 2 3 2 1
2 1 3 = 7 —> 211 |1=|3 7
—>|2 5 2 = 2 2 3 3 7
D |7 | = 1
Rezultd ca252=2-2-3-3.7=22-32.7.Deci 252 este un produs de puteri de numere prime.
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Observam si descoperim cunostinte noi

252 |2 «—252:2
Numarul 252 este divizibil cu numarul prim 2. 126 | 2 «—126:2
Se imparte 252 la numarul prim 2. Rezulta catul 126. 63 |3 — 63:3
@ Catul 126 se imparte la urmatorul numar prim cu care acesta este 2113 — 21:3

divizibil si asa mai departe, pana cand catul impartirii devine 1. .
In general, calculele se organizeaza conform modelului prezentat 717 — 77

in coloana colorata.
252=22.32.7
N\ /4
f Retine! b

'Y ) » Orice numar natural compus poate fi scris ca un produs de puteri de numere prime.

Bt | - Prin descompunerea in factori primi a unui numar natural se intelege scrierea numarului respectiv
ca un produs de puteri de numere prime.

« Metoda prin care un numar natural se scrie ca un produs de puteri de numere prime este numita si
\algoritmul de descompunere a numerelor in factori primi.

J

Aplicam cunostintele

Arata ca numarul 311 este prim.

Rezolvare: Pentru a arata ca numarul 311 este prim trebuie sa aratam ca 311 nu are divizori proprii.
Conform criteriilor de divizibilitate, observdam ca acest numar nu este divizibil cu niciunul dintre nu-
merele prime 2, 3 sau 5.

Verificdm daca numarul 311 are ca divizori vreunul dintre numerele prime 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
37, ... Pentru aceasta, il impartim pe 311 la aceste numere.

3117 1 311111 1 311113 «1 31117 17 311119 « 7
28 144 —c 22 |28 <« 26 |23 17 N8 «—c 19 116 «—c
=31 c>T =91 c>i =51 c>i 141 c>i 121 c<Ti
28 88 39 136 114

=3 =3 12 ==5 ==

311=7-44+3 311=11-28+3 311=13-23+12 311=17-18+5 311=19-16+7

Efectuand impadrtirile, observam ca de fiecare datd restul impartirii este nenul si, ca urmare, niciunul
dintre numerele prime mai mici sau egale cu 19 nu este divizor al numarului 311.

Comparam de fiecare data cdtul (notat cu ¢) cu impdirtitorul (notat cu 7). impartind pe 311 succesiv la
numerele prime 7, 11, 13 si 17, de fiecare data obtinem catul mai mare decat impartitorul. impartind
pe 311 la urmatorul numar prim, care este 19, rezulta catul mai mic decdat impartitorul.

Considerdm un numdr prim p, p > 19 si admitem ca p | 311. Rezultd ca 311 =p - n, n € N. Deoarece
p > 19, rezulta ca n < 17 (in caz contrar, am avea n > 17 si atunci p - n > 19 - 17, adica 311 > 323,
ceea ce este absurd). Dacd n nu este prim, il descompunem in factori primi. Atunci, deoarece
311 =p-nsin< 17, rezulta ca descompunerea lui 311 contine factori primi mai mici decat 17. Acest
fapt este absurd deoarece, conform rezultatelor anterioare, 311 nu este divizibil cu niciunul dintre
numerele prime mai mici sau egale cu 19. Prin urmare, daca p este prim si p > 19, atuncip  311.

In concluzie, numéarul 311 este prim.

28



Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

(_1_. Raspunde la urmatoarele intrebari:

a) Este numarul 182 un multiplu al numarului 13? Justifica raspunsul.

b) Este numarul 156 divizibil cu 527 Justifica raspunsul.

c) Este numarul 13 un divizor al numarului 91? Justifica raspunsul.

d) Numarul 7 divide numarul 1617 Justifica raspunsul.
(_2_. a) Scrie criteriile de divizibilitate cu: 2, 3, 5, 9 si 10.

b) Dintre numerele 2, 3, 5, 9 si 10 scrie-le pe acelea care sunt divizori ai numarului 2520.

¢) Scrie multimea divizorilor numarului 30 si multimea divizorilor numarului 42. Care sunt divizo-
rii comuni ai numerelor 30 si 427

d) Scrie multimea multiplilor lui 4 si multimea multiplilor lui 6. Care este multimea multiplilor
comuni ai numerelor 4 si 6?7

e) Scrie trei numere prime si trei numere compuse.

CB_. Cutia din imaginea alaturatd beneficiaza de o incuietoare cu cifru. Pentru deschi-

derea ei se formeaza un numar, notat cu N, din patru cifre. Se stie ca:

o N € {6240, 4365, 2535, 7836}; o N este un multiplu al lui 5;

e 2 nu este un divizor al lui N; e N :35si N nu este divizibil cu 9.
Determina numarul N.

(i. Descompune in factori primi numerele: 48, 56, 72, 189, 276, 288, 1800, 3675.

(_5:. a) Stiind ca dintre numerele 439230, 688128, 737280 si 1260525 unul singur are in descompune-
rea sa numerele prime 2, 3, 5 si nu este divizibil cu 9, fara a efectua impartiri, identifica acest numar.
b) Arata ca numarul identificat la punctul precedent este divizibil cu 11.

(.6_. Activitate in perechi

a) Aplicati criteriile de divizibilitate sau eventual efectuati impartiri si aratati cd numarul 143 este
compus.

b) Aplicati criteriile de divizibilitate sau eventual efectuati impartiri si ardtati cd numarul 211 este prim.
(_7_. Determind numerele prime g, b si ¢, stiind ca:

a) 3a+2b+ 10c = 86; b)a+2b+ 4c=36; c)3a+4b+ 2c=40.
CS_. Fie a si b doua numere prime, iar x si y doua numere naturale.

a) Scrie divizorii numarului a*. Cati divizori ai gasit?

b) Scrie divizorii numarului a*b. Cati divizori ai gasit?

c) Scrie divizorii numarului a*b’. Cati divizori ai gasit?

d) Care este numarul de divizori ai numarului care are descompunerea in factori primi a*v’c??

Portofoliu

Numerele prietene sau amiabile sunt perechile de numere in care fiecare numar in parte este egal cu
suma divizorilor (toti divizorii proprii si 1) celuilalt numar.

Prima pereche de numere amiabile este (220, 284):

e divizorii lui 220 sunt 1, 2,4, 5,10, 11, 20, 22, 44, 55 si 110, iar suma acestora este 284;

e divizorii lui 284 sunt 1, 2, 4, 71 si 142, iar suma acestora este 220.

Gaseste si tu astfel de perechi de numere, imbogatindu-ti portofoliul personal cu un referat pe
aceasta tema.

e
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Capitolul |

. @
G e AUTOEVALUARE )
1. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte
a) Dintre numerele 7260, 2520, 756 si 8550 este divizibil cu 2, cu 3, cu 5 si nu este divizibil cu 9 numarul:
A.7260; B. 2520; C.756; D. 8550.
b) Dintre numerele 91, 103, 143, 187 se stie ca unul singur este numar prim. Acesta este numarul:
A.91; B.103; C.143; D. 187.
CZ'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
a)72=.. 1)2%-32.5;
b)180=.. 2)33%.5;
c)135=.. 3)23-3%
4)2%-3.5,
c.’»'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Cel mai mic numar natural n, pentru care numarul p =n?+n+ 11 este compus, este egal cu |:|
Din oficiu: 1 punct
L i iu: 1 punct
DETERMINAREA CELUI MAI MARE DIVIZOR COMUN SI A CELUI MAI mIC
MULTIPLU COMUN. NUMERE PRIME INTRE ELE
Rezolvam impreuna 79 12 240125
a) Descompune in factori primi numarul 72. 36 12 24 12
b) Descompune in factori primi numarul 240. 182 1212
c) Scrie trei divizori comuni ai numerelor 72 si 240. 913 6 |2
d) Arata ca daca d este divizor comun al numerelor 72 si SN 33
240, atunci d este de forma 2™ - 3", unde m, n € N. ! [
e) Determina cel mai mare divizor comun al numerelor 72 =23.32 240=24.3.5
72 si 240.
Rezolvare:

a) Descompunem in factori primi numarul 72 si gdsim 72 = 23 32,

b) Descompunem in factori primi numarul 240 si gasim 240 =2%-3 .5,

c) Observam ca 3, 4, 6 sunt divizori comuni ai numerelor 72 si 240, pentru ca 3| 72i3|240,4 | 72si
4 | 240, respectiv 6 | 72 si 6 | 240.

d) Descompunerea numerelor 72 si 2401in factori primiarata ca numerele prime din descompunerea
acestora sunt 2, 3 si 5. Daca d este divizor comun, atunci numerele 72 si 240 sunt multipli ai lui d, adica
72=d-asi240=d-b(a, b € N). Aceste doua egalitati arata ca descompunerea lui d nu poate contine
alti factori primi diferiti de 2 si 3. De exemplu, 5 nu se afla in descompunerea lui d pentru ca atunci s-ar
afla in descompunerea lui 72, dar si in descompunerea lui 240, ceea ce este fals. Deoarece descompu-
nerea lui d nu poate contine alti factori primi diferiti de 2 si 3, rezulta ca d=2"-3"(m, n € N).

e) Din faptul ca 72 =23-3%,240=2*-3-5sid=2"- 3" este un divizor comun al numerelor 72 si 240,
rezultd cdam e {0, 1, 2, 3} sin € {0, 1}. Intr-adevar, dacd m > 4 atunci 2™ nu se afld in descompunerea
numadrului 72, iar daca n > 2, atunci 3" nu se afla in descompunerea lui 240, deci nu poate fi divizor
comun al numerelor 72 si 240. Cel mai mare divizor comun al numerelor 72 si 240 se obtine pentru
valorile cele mai mari pe care le pot lua numerele m si n, adica pentru m =3 sin= 1. Prin urmare, pen-
trum=3sin=1,rezultd d=23- 3 = 24 si 24 este cel mai mare divizor comun al numerelor 72 si 240.
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Observam si descoperim cunostinte noi

Din rezolvarea anterioara rezulta ca d este cel mai mare divizor comun (c.m.m.d.c.) al numerelor
asi b daca:

e d este un divizor comun al numerelor a si b, adicd descompunerea lui d este un produs de factori
primi care sunt comuni descompunerilor numerelor a si b;

e d este cel mai mare divizor comun al numerelor a si b, adica descompunerea lui d este produ-
sul factorilor primi comuni descompunerilor numerelor a si b in factori primi, luati o singura data, la

Ve

este egala cu multimea multiplilor lui m, adica:M "M, =M .
. ’ a b m

puterea cea mai mica.
“ \

e Orice doua numere naturale au cel putin un divizor comun si acesta este 1.
e Daca doua numere naturale au un singur divizor comun, atunci cele doua numere se numesc
numere prime intre ele.

e Dacad asi b sunt doua numere naturale, atunci cel mai mare divizor comun al lor se noteaza cu (a, b).
e Cum se calculeaza c.m.m.d.c. a doua numere?

— se descompun numerele in produse de puteri de numere prime;

— cm.m.d.c. este produsul factorilor comuni din cele doua descompuneri, luati o singura data, la
puterea cea mai mica.

e Daca d este cel mai mare divizor comun a doua numere a si b, atunci multimea divizorilor comuni
numerelor a si b este egala cu multimea divizorilor lui d, adica: D, "D, =D,

e Numarul 0 este multiplul oricarui numar natural.

e Daca a si b sunt doua numere naturale, atunci produsul lor, p = a - b, este un multiplu comun al
numerelor a si b.

e Daca asib sunt doud numere naturale, cel mai mic multiplu comun al lor, nenul, se noteaza cu [a, b].
e Cum se calculeaza c.m.m.m.c. a doua numere?

se descompun numerele in produse de puteri de numere prime;

— c.m.m.m.c. este produsul factorilor comuni si necomuni din cele doua descompuneri, luati o singura
datad la puterea cea mai mare.

e Oricare ar fiasi b doud numere naturale, este adevarata relatia:a - b = (a, b) - [a, b].

e Daca m este ccm.m.m.c. a doud numere a si b, atunci multimea multiplilor comuni numerelor a si b

J

Aplicam cunostintele

Daca muncitorii unui santier ar fi repartizati in echipe de cate 8, 12 sau 15
muncitori, trei dintre acestia ar ramane, de fiecare data, nerepartizati. Calcu-
leaza numarul de muncitori de care dispune santierul, stiind ca numarul lor
este mai mare decat 15 si mai mic decat 240.

Rezolvare: Notam cu n numarul de muncitori din santier. Conform enuntu-
lui, 15 < n < 240. Daca am forma echipe de cate 8 muncitori, am avea
a echipe si inca 3 muncitori. Atuncin=8-a+3,deunden—-3=8-a. e
Analog,n—3=12-bsin—3=15-c.Rezulti cd n — 3 este multiplude 8,de 12si i

de 15.Prinurmare, n — 3 este un multiplucomun alnumerelor8,12si15.Dar[8,12, 15] =[23, 22 3,3-5]=
=2%-3-5=120, iar multimea multiplilor comuni numerelor 8, 12 5i 15 este M, ={0, 120, 240, 360, ...}.
Rezultacan-3 e M., adican-3 € {0, 120, 240, 360, ...}, de unde n € {3, 123, 243, 363, ...}. Deoarece
15 < n < 240, rezulta ca n = 123. Prin urmare, santierul dispune de 123 de muncitori.
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Exerseaz3d, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C1_. a) Scrie multimea divizorilor comuni ai numerelor naturale a si b, daca (a, b) = 5%- 3.

b) Scrie multimea multiplilor comuni ai numerelor naturale a si b, daca [a, b] = 12.

c) Daca produsul a doud numere este egal cu 240 si cel mai mare divizor comun al lor este egal
cu 4, determina cel mai mic multiplu comun al celor doua numere.

CZ_. Activitate in perechi
a) Descompuneti numerele 1080 si 8100 in factori primi.
b) Calculati c.m.m.d.c. si c.m.m.m.c. ale numerelor 1080 si 8100.

< 3. Calculeaza cm.m.d.c. si cm.m.m.c. ale numerelor:

a) 48 si 144; b) 1617 si 693; c) 1890 si 2268; d) 372, 360 si 900.
C‘L. Determinad numerele g, b, x si y, stiind ca:
a) (a, b) =48si[a, bl = 144; b) (x,y) =18 six +y =324,

(.5_. Determina c.m.m.m.c. al numerelor:
a=14-812+21 -924§ib=7-2715+14-345.

(.6_. Trei autobuze pleaca in acelasi timp dintr-o statie. Unul revine in statie

din doua in doud ore, al doilea din trei in trei ore, iar al treilea din cinci in cinci
ore. Dupa cate ore se intalnesc din nou in statie cele trei autobuze?

(.7_. Determina cel mai mic numar natural n care impartitla 8,la 12 sila 15
da de fiecare data restul 5.

(2. Impartind numerele 2438, 1553 si 1116 la acelasi numar natural n
se obtin resturile 7, 6 si, respectiv, 11. Determina numarul la care au fost
impartite.

CQ_. Determind numerele naturale cuprinse intre 300 si 800 care impartite la 5 dau restul 4, impartite
la 7 dau restul 6 si impartite la 8 dau restul 7.

@
_ (
- G

(_1'. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste
litera F. 3 puncte
a) 6 -n+ 1 este numar prim pentru orice numar natural nenul n. A F
b) Produsul a doua numere consecutive este totdeauna numar par. A F
c) Numerele 4 si 9 sunt numere prime intre ele. A F
CZ'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
a)(24,32) =... UK
b)[2-32,22-3,2-3%] =... 2)108;
c) Pentruoricexe N, (x+ 1,x+ 2) = ... Z; g’
C3'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Cardinalul multimii divizorilor comuni numerelor 648 si 1296 este egal cu |:|
Din oficiu: 1 punct

J
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PROPRIETf\TI ALE DIVIZIBILITATII iN MULTIMEA NUMERELOR NATURALE

Observam si descoperim cunostinte noi

Continuturile matematice pe care le-am studiat pana acum ne permit sa constatam ca matematica
este o stiintd deductivd, deoarece pe baza cunostintelor anterioare putem formula noi afirmatii, pe care
le justificdm folosind judecata sau prin care introducem notiuni noi.

Exemplu: Consideram urmatoarele afirmatii, pe care le notam cup, g, r sis.

p: ,Numarul natural a este divizibil cu numarul natural nenul b.”

q: .Restul impartirii numarului natural a la numarul natural nenul b este egal cu 0

r:,Numarul natural n este divizibil cu 6.

s: ,Numarul natural n este divizibil cu 2

Cu ajutorul afirmatiilor p si g, pe multimea N a numerelor naturale se introduce o notiune noud,
numita relatie de divizibilitate. Afirmatiile p si g transmit aceeasi informatie, faptul ca existd un numar
natural c astfel incat: a = b - c. Din acest motiv, afirmatiile p si g sunt echivalente (pot fi inlocuite una cu
cealalta).

Deoarece nu este precizat numarul natural n, despre afirmatia r sau despre afirmatia s nu putem
spune nici ca sunt adevarate, nici ca sunt false.

Consideram acum afirmatia ,daca numarul natural n este divizibil cu 6, atunci numarul natural n
este divizibil cu 2". Aceastd afirmatie este adevarata. Vom arata ca afirmatia este adevdrata folosind
cunostintele anterioare si judecata. Intr-adevar, deoarece numarul natural n este divizibil cu 6, rezultd
ca exista un numar natural c astfel incit n =6 - ¢, de unde n =2 - (3 - ¢). Dacd exista ¢ numar natural,
atunci 3 - c este numar natural si relatia n =2 - (3 - ¢) arata ca numarul natural n este divizibil cu 2.

Se spune ca sirul de judecdti (rationamente) prin care am aratat ca numarul natural n este divizibil
cu 2 este o demonstratie. Astfel, daca n este un numdr natural pentru care afirmatia r este adevarata,
prin demonstratie rezultd ca pentru acel numar natural n este adevdratd afirmatia s.

scriem citim
r=s daca r, atunci s sau din r rezulta s sau rimplica s

Afirmatia demonstrata anterior se poate scrie astfel: ,Daca un numar natural n este divizibil cu 6,
atunci numadrul natural n este divizibil si cu 2 (2 fiind un divizor al lui 6)". Asemdanator se poate ardta ca
daca un numar natural n este divizibil cu 6, atunci numarul natural n este divizibil si cu 3.

In matematica, afirmatiile care sunt adevarate si se pot demonstra si care au un rol foarte important
in demonstrarea altor adevaruri se numesc teoreme. Teoremele pun in evidenta proprietati impor-
tante ale notiunilor matematice.

Rezolvdm impreuna

Daca a si b sunt numere
naturale si a divide b, atunci
exista un numar natural c,

astfelincatb=a-c.

< 1. Citeste afirmatia facuta de Mihai si pe cea scrisa de
Maria pe foaie, apoi rezolva cerintele. ﬁ
o ®

a) Cum va scrie Maria in caiet afirmatia facuta de =
Mihai? 0

b) Cum va rosti Mihai afirmatia scrisa de Maria? g

c) Justifica afirmatia facuta de Mihai si pe cea scrisa Mihai
de Maria.
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Rezolvare:

a) Mihai a rostit: ,Dacd a si b sunt numere naturale Maria va scrie:a, b € Nsia| b= exista c € N,
si a divide b, atunci existda un numar natural ¢, astfel astfelincatb=a-c.

incatb=a-c’
b) Maria a scris:a,b,ce Nsib=a-c=a|b.

Mihai va rosti: ,Daca a, b, ¢ sunt numere natu-
rale sib=a- ¢, atunci a divide b.

c) Afirmatiile facute de Mihai si scrise de Maria sunt justificate de definitia relatiei de divizibilitate.

(3. Demonstreaza ca:a)a, b,ce N,a|bsib|c=a]|c b)a,beN,a|bsibla=>a=b.

Demonstratie:

def.
a)a|b = existap € N, astfel incatb=a- p;
def.
b|c = existag e N, astfelincatc=b-q.
Din cele doua egalitati rezulta:
c=(a-p)-q=a-(p-q)=a-r,under=p-gq;
def.
c=a-rsireN = alc

def.
b)a|b = existap e N, astfel incat b=a- p;
def.
b|a = exista g € N, astfel incata=1>b-q.

Din cele doua egalitati rezulta:
b=a-p=(b-q)-p,deundeb=>b-(q-p).
Din ultima egalitate, prin impartire la b se obtine

1=p-g.Rezultdcap=1,q=1sia=0b.

Vs

Retine!

va

¢ Definitia relatiei de divizibilitate pe multimea numerelor naturale:

def.

alb < existac e N, astfelincatb=a- c.
¢ Relatia de divizibilitate definita pe multimea numerelor naturale are urmatoarele proprietati:

1.1|q,oricarearfiae N;

2. reflexivitatea: a | g, oricarearfia e N;

3. tranzitivitatea:a |bsib|c=a|c,undeag, b,ce N;
4. antisimetria:a|bsib|a=a=b,undeqg, beN;
5.daca a divide doua numere naturale b si c,
atunci a divide suma si diferenta lor:
albsialc=allb+csial(b-c),undea,b,ceN;

6. daca a divide unul din factorii unui produs de

numere naturale, atunci a divide produsul:
albsaua|c=al(b-c),undeab,ceN;

7. daca un numar divide produsul a doua numere

naturale si este prim cu unul dintre factorii produ-

sului, atunci numarul respectiv divide celalalt fac-

tor al produsului:a|b-csi(a,c)=1=a|b.

e Divizorii 1 si a ai numarului natural a se numesc divizori improprii.

& Divizorii numarului natural a, diferiti de 1 si de g, in cazul in care existd, se numesc divizori proprii.

Aplicam cunostintele

Demonstreaza ca nu exista niciun numar natural
x cu proprietatile: x | 245 si 3 | x.
Demonstratie:

Etapa 1. Presupunem ca existd un numdr natural x

cu proprietatile: x | 245 si 3 | x.
def.

Etapa 2.x | 245 = exista p € N, astfel incat 245 =

def.
=x-p; 3|x = existd g € N, astfel incatx=3-q.
Din egalitatile 245=x-psix=3-qgrezulta ca 245 =
=(B-q-p=3-(@-p)=3-r,under=q-psi
re N.Prin urmare, exista r € N, astfel incat 245=3-r.
Conform definitiei relatiei de divizibilitate, rezulta
ca 3| 245. Aplicand criteriul de divizibilitate cu 3
rezulta ca 3| (2 +4 +5), adica 3| 11, ceea ce este
absurd.

Etapa 3.Aceasta inseamna ca presupunerea
facuta la etapa 1 (existd un numdr natural x cu pro-
prietdtile x | 245 si 3 | x) este falsa. Deci nu exista
niciun numdr natural x cu proprietdtile date.

Observatie. Acest tip de demonstratie este cunoscut
sub denumirea de demonstratie prin reducere la ab-
surd.

Demonstratia prin reducere la absurd se face par-
curgand urmatoarele etape:

1. se presupune cd nu este adevdrat ceea ce se cere a fi

demonstrat (dovedit, justificat);

2. folosind cunostintele anterioare si rationamentul

logic, se ajunge la ceva fals, absurd;

3. se finalizeazd demonstratia, mentionand: ,Aceasta

inseamna ca presupunerea facuta este falsa, deci
este adevarat ceea ce se cere a fi demonstrat”.




In anul 300 i.Hr. Euclid a demonstrat prin reducere la absurd c& existd o infinitate de
numere prime. lata demonstratia:

Euclid a presupus prin reducere la absurd ca multimea numerelor prime este finita
si a notat cu p cel mai mare numar prim al acestei multimi. Scrise in ordine crescatoare,
elementele acestei multimi sunt: 2,3, 5,7, 11, 13, .., p. Atunci numarul: %J i

N=2.3-5-7-13-..-p+]1 [ g
nu se divide cu niciunul din numerele 2, 3, 5, ..., p. Rezulta ca n sau este prim, sau are un Eudlid
divizor prim mai mare ca p, ceea ce este absurd, deoarece contrazice presupunerea ca p (323-283 i.Hr.)
ar fi cel mai mare numar prim.

Euclid, numit si Euclid din Alexandria, a fost un matematician grec care a trait si a predat in Alexandria, Egipt,
in timpul domniei lui Ptolemeu | (323-283 i.Hr.).

Exerseazs, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C‘I_. Raspunde la intrebarile urmatoare:

a) Cum se defineste relatia de divizibilitate pe multimea numerelor naturale?

b) Care sunt proprietatile relatiei de divizibilitate pe multimea numerelor naturale?
(_2_. Se considera numerele s = 7152 + 324 + 752, r = 21654 - 627 — 1173 sip =24 -75 - 313. Fara a
calculass, r si p, demonstreaza ca urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

a) numarul s este divizibil cu 2;

b) numarul r este divizibil cu 3;

¢) numarul p este divizibil cu 5.
C?»_. Activitate in perechi

Scrieti o suma formata din trei termeni:

a) astfelincat suma sa nu fie divizibila cu 4, dar doi dintre termenii sumei sa fie multipli ai numaru-
lui 4;

b) astfel incat suma sa fie divizibila cu 7, unul dintre termeni sa fie divizibil cu 7, iar ceilalti doi
termeni sa nu fie divizibili cu 7.
Cﬁ. Demonstreaza ca:

a) 11 (214 4 2103 _ D10T), b) 5|2 -2m"-2" unden e N;

) 7]11-5"+4.5"14+5"2 unden e N; d) 90| 1521 - 527. 91 'unden € N".

5. Se considera E un numar de trei cifre. Se stieca9 | (x+y+2) = 9| x_yz (conform criteriului de

divizibilitate cu 9). Demonstreaza ca:

a)9|@:9|(x+y+z); b)dacé9|E,atunci9|(5?+m+5).
(_6_. Determing, in fiecare caz, cifra m, stiind ca:

a) 2| (40 + 71m); b) 5|40+ 71m); )9|(1827 - m27).
(_7_. Determing, in fiecare caz, numerele naturale n pentru care:

a)in+1)|(n+7); b)(n+3)|(3n+13); c) (n+6)]|(5n+48).
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’ @
o (
(l. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste
litera F. 4,5 puncte
a) Daca 5 este divizor comun al numerelor a si b, atunci 5 | (2a + b). A F
b) Daca 7| (a + 3b), atunci 7 | (6a + 4b). A F
c)Daca 11 |(10a+ b), atunci 11| (a + 10b). A F
2. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 3 puncte
a) Numarul natural de forma ab, pentru care ab | 2ab sia<bp, este:
A. 25; B.55; C. 40; D. 57.
b) Cifra a, pentru care 3| (200 - a3a), este:
A.1; B. 6; C.9; D. 3.
C?»'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Cel mai mare numar natural n, pentru care 2" | g,undea=1-2-3-4-..-30, este egal cu |:|
Din oficiu: 1 punct)

Exercitii si probleme recapitulative

C1_. a) Determina numarul multiplilor lui 3 cuprinsi intre 100 si 200.
b) Calculeazi suma numerelor de forma 1x3 divizibile cu 3.

(.2_. Calculeaza c.m.m.d.c. sicm.m.m.c ale numerelor:
a) 144, 180, 320; b) 60, 80, 240;
c) 288, 1260, 720; d) 1890, 2268, 2520.

C3_. Determind numerele naturale a si b, stiind ca:
a)(a, b)=12sia+b=144; b) (a,b)=7sia-b=3234; ) (a, b) =84 i [a, b] = 2520.

G Determind numerele de forma 4x1y divizibile cu:
a) 6; b) 15; c)18; d) 36.

‘ 5. Reprezinta multimile A si B prin enumerarea elementelor si prin diagrame Venn-Euler, stiind ca

elementele celor doua multimi sunt numere naturale si:
)xeAcx:3s5ix<22; ii)x e B x| 125ix<09.
CG_. Notam cu M multimea tuturor numerelor de trei cifre divizibile cu 7.
a) Stabileste daca 163 € M.
b) Calculeaza diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic element ale multimii M.
Determind toate numerele naturale de forma m divizibile cu 12.

Determina toate perechile de numere naturale (x, y), stiind ca x + 2y =91 si (x, 2y) = 13.

6

Stiind ca n este un numar natural oarecare, arata ca numerele naturale a si b sunt prime intre ele, daca:
a)a=2n+1sib=3n+2; b)a=5n+6sib=6n+7; ca=3n+4sib=5n+7.
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Qg. in portul Constanta de la Marea Neagra erau ancorate PORTUL CONSTANTA
patru salupe, care faceau curse regulate catre diferite desti-
natii. In data de 15 iulie 2022, la amiaza, toate patru au para-
sit in acelasi timp portul. Se stie ca prima salupa revine in
portul Constanta din 4 in 4 saptamani, a doua din 8 in 8 sap-
tamani, a treia la fiecare 12 saptamani, iar a patra la fiecare
16 saptamani. in ce datd s-au intalnit din nou, in portul
Constanta, toate cele patru salupe?

Qj. Un laborator de cofetarie a produs intr-o zi 411 bomboane de

ciocolatd de tip A si 685 de bomboane de tip B. Bomboanele respective
trebuie ambalate in cutii identice, astfel incat numarul cutiilor rezultate
sa fie cel mai mare posibil si fiecare cutie sa contina acelasi numar de
bomboane de tip A si acelasi numar de bomboane de tip B. Determina
numarul de bomboane de tip A si de tip B din fiecare cutie si numarul
total al cutiilor.

Q_Z. Mihai, aflat in vacanta la bunici, din neatentie a scapat din mana un cos cu oua.

— Bunicule, cate oua ai avut in cos?

— Nu-mi aduc aminte, dar stiu cd, daca scoteam cate 2, cate 3, cate 4 sau cate 5, in cos ramanea
de fiecare data un singur ou, iar daca scoteam cate 11, nu ramanea niciunul. Ajuta-l pe Mihai sa cal-
culeze numarul de oua din cos, stiind ca acesta este mai mic decat 200.

Portofoliu

Scrie cate 2-3 exemple pentru fiecare proprietate a relatiei de divizibilitate.
Completeaza cu inca un exemplu dat de colegul tau de banca si include-le in portofoliul personal.

FISA DE OBSERVARE SISTEMATICA A COMPORTAMENTULUI ELEVULUI: @

Autoevaluarea comportamentului elevului in procesul de invatare este un instrument util atat cadrului di-
dactic, cat si elevului, pentru a putea determina implicarea acestuia pe parcursul unei unitati de invatare.
Imprima aceasta fisa din manualul digital si completeaz-o dupa parcurgerea fiecarei unitati de invatare.
Adauga toate fisele la portofoliul personal.

Raspunsuri
(da, nu, partial)

Am participat activ la fiecare lectie.

Am recapitulat inainte de fiecare lectie notiunile invdtate la lectiile anterioare.
Am pus intrebari profesorului atunci cand am avut nelamuriri.

Am raspuns intrebarilor adresate de profesor sau de colegi.

Am colaborat cu colegii la activitatile desfasurate in echipd, pe grupe sau in perechi.
Apreciaza calitatea si cantitatea cunostintelor acumulate in aceasta unitate de invatare,
colorand unul dintre emoticoane, corespunzator gradului tau de multumire.
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Timp de lucru: 50 de minute.

B0 Subiectul I. Daci apreciezi c3 afirmatia este adevarata, completeaza casuta alaturata cu litera A. In caz
ﬂ contrar, completeaza cu litera F.

(5p) | 1.Dacd un numar este divizibil cu 3, atunci el este divizibil 9. []
(5p) | 2.Daca un numar este divizibil cu 4, atunci el este divizibil 2. []
(5p) | 3.Dacda:b,a:ciarbsicsunt primeintre ele, atuncia: (b- o). []
(5p) | 4.Numarul 102 nu are divizori improprii. []

Subiectul Il. Uneste, prin sdgeti, fiecare cifra corespunzatoare enunturilor din coloana A cu litera care
indica raspunsul corect, aflat in coloana B.

A B
(5p) | 1.Daca p este produsul numerelor naturale n pentru care (n+ 1) | 6, a)18;
atuncip este egal cu ...
(5p) | 2.Daca s este suma numerelor naturale n pentru care (n—3) | (2n + 1), b) 11;
atunci suma s este egala cu ...
(5p) | 3.Daca n este cel mai mare numar natural pentru care (n—1) | (2n + 8), c) 14;
atunci n este egal cu ...
(5p) | 4.Daca (n—2)|(16—n)si(16—n) | (n—2), atunci n este egal cu ... d) 0;
e)o.

Subiectul lll. Alege litera care indica singura varianta corecta.
(5p) | 1.Numarul 30 - a + 55 este divizibil cu:

A.2; B. 3; C. 4 D. 5.
(5p) | 2. Numarul 36 - 37 este un multiplu al numarului:

A.5; B. 4; C.7; D. 10.
(5p) | 3.Produsul (15, 20) - [15, 20] este egal cu:

A. 30; B. 300; C. 600; D. 420.
(5p) | 4. Cel mai mic multiplu comun al numerelor 18, 24 si 36 este egal cu:

A.72; B. 108; C. 106; D.216.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.

Subiectul IV. Determina numerele de forma 32a care:
(5p) | a)sunt divizibile cu 2 sau cu 4;
(5p) | b) suntdivizibile si cu 2 si cu 4;
(5p) | ) suntdivizibile cu 2, dar nu sunt divizibile cu 4.
Subiectul V. Demonstreaza ca:
(5p) | @) numarul 10" + 125 este divizibil cu 9, oricare ar fi numarul natural n;

(5p) | b) numerele de forma ab25 sunt divizibile cu 25;

(5p) | €)daca numarul abcd este divizibil cu 25 si ¢ = 0, atunci cd {25, 50, 75}.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul | L1 | 12 [ 13 | 14 | 01 [ 12 | 113 [ 14 [ 0T | 1.2 [ 13 | 114 [ Va | IVb | IVc | Va | Vb | Vc
Punctajul
Nota
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CAPITOLULII

RAPOARTE. PROPORTII

I1.1. Rapoarte si proportii

11.1.1. Rapoarte

11.1.2. Proportii

11.1.3. Proportii derivate

Exercitii si probleme recapitulative
Evaluare

11.2. Marimi proportionale

11.2.1. Sir de rapoarte egale. Marimi direct proportionale
11.2.2. Mdrimi invers proportionale

11.2.3. Regula de trei simpla

Exercitii si probleme recapitulative

Evaluare

11.3. Organizarea datelor si probabilitati

11.3.1. Elemente de organizare a datelor. Reprezentarea
datelor prin grafice in contextul proportionalitatii

11.3.2. Reprezentarea datelor cu ajutorul unor softuri
matematice

11.3.3. Probabilitati

Exercitii si probleme recapitulative

Evaluare
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11.1. RAPOARTE S! PROPORTII

RAPOARTE

Rezolvam impreuna

1.1n figura 1 sunt reprezentate segmentele AB
si CD. Stiind ca AB= 1,5 cm si CD = 0,06 m, sta-
bileste de cate ori este mai mare lungimea seg-
mentului CD decat lungimea segmentului AB.

b
v}

m

=AW)

Rezolvare: Deoarece 0,06 m = 6 cm, rezulta ca
6 cm : 1,5 cm = 4. Catul acestei impartiri arata 0 1 2 3 4 5 6
ca lungimea segmentului AB se cuprinde de Fig. 1

4 ori in lungimea segmentului CD. Altfel spus,

lungimea segmentului CD este de 4 ori mai mare decat lungimea segmentului AB sau, pe scurt, seg-
mentul CD este de 4 ori mai mare decat segmentul AB.

2.Un butoi din lemn de cires are capacitatea de 60 /, iar un alt butoi din lemn de stejar are capacitatea
de 150 /. De cate ori este mai mare capacitatea butoiului din lemn de stejar decat cea a butoiului din
lemn de cires?

Rezolvare: Deoarece 150 ¢ : 60 ¢ = 2,5 rezulta ca butoiul din lemn de stejar are capacitatea de 2,5 ori
mai mare decat capacitatea butoiului din lemn de cires.

Observam si descoperim cunostinte noi

Lungimea este o mdrime fizicd. Observam ca pentru a putea compara lungimile celor doua seg-

mente de mai sus am folosit aceeasi unitate de masura. Notam 6 cm: 1,5 cm cu si spunem ca

1,5cm
6cm 6
,5cm 1,5
Capacitatea celor douad vase este, de asemenea, o mdrime fizicd. La fel, pentru a putea compara

capacitatea celor doua vase este necesar sa folosim aceeasi unitate de masura. Notam 150 ¢ : 60 ¢ cu

150 . s . . 150 1
>0/ si spunem ca acesta este raportul capacitdtilor celor doud vase. Atunci ! :5_0 =2,5.
60 ¢ 607 60

In general, raportul a doud mdrimi fizice este raportul mésurilor celor doud mdrimi.

acesta este raportul lungimilor celor doud segmente. Observam ca

In stiinte, dar si in practica, se formeaza si se folosesc urmatoarele rapoarte:

e rapoarte ale unor mdrimi fizice de acelasi fel (de exemplu: concentratia unei solutii, scara unei hdrti,
titlul unui aliaj etc.);

e rapoarte ale unor mdrimi fizice distincte (de exemplu: viteza, densitatea etc.);

e rapoarte numerice.

Concentratia unei solutii este raportul dintre masa Dictionar
substantellcare se (Ajlzolva simasa f§Icv)lu';|e||. o ) _ solutie = amestec omogen de dous
Exemp u: Daca mtr-up vas se afla 0 so utie de apa cusaresi 3y mai multe substante chimice,
masa solutiei este 240 g, iar masa sdrii este 40 g, atunci concen-  din care una este, de obicei, lichids.

0g 1

. 4
tratia solutiei este data de raportul 5 .
g
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RAPOARTE SI PROPORTII

Scara unei harti (a unui desen) este raportul dintre distanta masu-
rata pe harta (desen) si distanta masurata in teren (in realitate).
Exemplu: Pe harta Romaniei sunt reprezentate orasele Craiova si lasi.
Distanta reald dintre cele doua orase este de 432 km. Pe harta, distanta
este egald cu 3,2 cm.
32 mm 1

Scara hartii este 3,2cm :432 km = = .
432000000 mm 13500000

Titlul unui aliaj
Aliajul este rezultatul topirii laolaltd a doud sau a mai multor metale. De exemplu, alama este un
aliaj de cupru si zinc. Daca un aliaj contine un metal nobil (de exemplu aur), M este masa aliajului si m

. . . m . I, m
este masa metalului nobil, atunci raportul " notat T, se numeste titlul aliajului. Asadar, T= e

Exemplu: Teritoriul Transilvaniei de Nord, ocupat de Ungaria la 30 august 1940 in
urma Dictatului de la Viena, a fost eliberat de armata romana la 25 octombrie 1944.
Pentru comemorarea acestui eveniment istoric, la 15 ianuarie 1945 a fost emisa meda-
lia ,Ardealul Nostru”, din aliaj de aur si cupru. Medalia cantareste 6,55 g si pentru re-

< s e o 5,895
alizarea acesteia s-au folosit 5,895 g de aur. Rezulta ca titlul aliajului este T = 655

5895 _ 5895 _ 9 _ g
6,55 6550 10

Efectuand calculele, obtinem T=

Viteza
Distanta si timpul sunt marimi fizice fundamentale, notate cu d, respectiv t. Unitatea de mdsura

. . . . . . d
fundamentald pentru distanta este metrul, iar pentru timp este secunda. Prin raportul n se defineste

0 noua marime fizica denumita viteza si notata cu v. Deci, v =?.

k
Exemplu: Daca o persoand parcurge 8 km in 2 ore, se formeaza raportul 82 I:n =§ km/h si se spune

. . 8 .
ca persoana s-a deplasat cu viteza de Ez 4 (km pe ora).

Unitatea fundamentald de masura pentru viteza este m/s (se citeste ,metru pe secundd”). In fizica se

foloseste notatia (v) care se citeste ,unitate de mdsurd pentru viteza". Asadar: v = n si{(v)=1m/s.

Dintre animale, ghepardul este, de departe, cel mai rapid si cel mai bun
sprinter, putand atinge viteza de 120 km/h. El reuseste in numai 3 secunde sa
atinga viteza de 100 km/h. Toate cele patru membre ale sale se incruciseaza
pentru a obtine o distantd maxima a pasului. Cu o coloand vertebrala deosebit
de flexibild, ghepardul se poate intinde foarte mult. Ghearele ghepardului
se comporta precum crampoanele unui pantof de alergare, ajutandu-I sa-si
madreasca aderenta atunci cand sprinteaza.
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Densitatea de masa
Daca se noteaza cu m masa unui corp si cu V volumul corpului, densitatea de masa se noteaza cu

. < . m . M o s
litera greceasca p (ro) si se defineste astfel: p = v Densitatea de masa, numita si masa specificd, se

masoara in kilograme pe metru cub. Asadar, {p) = 1 kg/m?3.
Exemplu: Densitatea apei distilate este 1000 kg/m3, iar densitatea apei de mare este 1026 kg/m?.

. . . . . R 1026
Raportul dintre densitatea apei de mare si densitatea apei distilate este egal cu 1000

= 1,026. Acest

raport arata ca densitatea apei de mare este de 1,026 ori mai mare decat densitatea apei distilate.

Raport numeric

< a < . .
Numarul a : b, notat —, unde g, b sunt doua numere si b = 0, se numeste raportul numeric dintre

. . . . . a
numdrul a sinumdrul b. Rezultatul calculului a : b se numeste valoarea raportului e

Exemplu:Dacaa=1,(3)sib= g,atuncivaloarea raportului % esterezultatul calcululuia:b.Deoarece
4 4 1 1
a:b=1,3): ° =—: ° =— £l = —O,valoarea raportului este 1,(1). Notam a._ 10 sau a_ 1,(1).
5 3 5 3 6 9 b 9 b

Raportul numeric este raportul dintre doua numere.
Analizand exemplele de mai sus, remarcam ca raportul a doud mdrimi fizice de acelasi fel este intot-
deauna egal cu un raport numeric.

( “

e Raportul a doua marimi fizice este raportul masurilor acestor marimi.
Termenii raportului sunt masurile celor doua marimi fizice.

Exista:

= rapoarte in care termenii sunt marimi fizice distincte;
Un raport care are ca termeni marimi fizice distincte conduce la definirea unei noi marimi fizice
(de exemplu: viteza si densitatea).

= rapoarte in care termenii sunt marimi fizice de acelasi fel (de exemplu: concentratia unei
solutii, scara unei hdrti, titlul unui aliaj etc.);
Catul masurilor celor doi termeni ai raportului este un numar, numit valoarea raportului, care
permite compararea celor doua masuri ale marimilor fizice.

* rapoarte numerice in care termenii sunt doua numere a si b, b = 0 (de exemplu: fractiile or-
dinare, probabilitdtile’);

Raportul numeric de forma P se numeste raport procentual, se noteaza cu p% si se citeste

.p lasutd” sau,p procente”.
» Raportul a doua marimi fizice de acelasi fel este intotdeauna un raport numeric.

\1 Fractiile ordinare si zecimale au fost studiate in clasa a V-a. Probabilitdtile fac obiectul unor cunostinte ulterioare. y
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Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

CI_. Raspunde la urmatoarele intrebari:

a) Ce este concentratia unei solutii? b) Ce este scara unei harti?
c) Ce este titlul unui aliaj? d) Ce este viteza?
e) Ce este densitatea de masa? f) Ce este un raport numeric?

CZ_. Calculeaza:

a) concentratia unei solutii de sare, stiind ca solutia are 100 g si contine 25 g de sare;
b) scara unei harti, daca 1 cm pe harta reprezinta 250 m; .
¢) titlul unui aliaj din aur si cupru, daca o bijuterie realizata
din acest aliaj cantareste 6 g si pentru confectionarea acesteia
bijutierul a folosit 5,4 g de aur;
d) viteza unui avion, daca acesta parcurge in 3 ore 2400 km;
e) densitatea unei caramizi in forma de paralelipiped drept-
unghic, care are masa de 0,9 kg si dimensiunile: lungimea de 25 cm, S 70
latimea de 10 cm, indltimea de 6 cm. \_ @

h=6cm

o

\,/

J

(_3_. Un avion zboara cu viteza de 840 km/h, iar un tren merge cu viteza de 120 km/h.
a) Calculeaza raportul dintre viteza avionului si viteza trenului.
b) Calculeaza raportul dintre viteza trenului si viteza avionului.
c) De cate ori este mai rapid avionul decat trenul?

< . a ., < .
‘ 4. Calculeaza valoarea raportului 5 in urmatoarele cazuri:

a)a=24msib=12km; b)a=17dmsib=1,7 hm;
c) a=0,5hasib=250ari; d)a=2,3)dm3sib=0,(3) m3
e) a =200 minute si b=1,5 ore; f)a=18 km/hsib=0,5m/s.

CS_. Pentru a prepara o zacusca traditionald, o gospodina foloseste 2,5 kg de vinete proaspete,

750 g de gogosari, 250 g de ceapa si 1,5 kg de rosii. Calculeaza procentul corespunzator fiecarei
legume din cantitatea de legume folosita.

QG_. Venitul lunar al unei familii este 3000 de lei, iar cheltuielile lunare sunt: 20% chiria, 15% transpor-
tul, 40% hrana, 8% imbracamintea, 11% energia electrica, 6% diverse cheltuieli. Calculeaza si comple-
teaza urmatorul tabel cu sumele corespunzatoare cheltuielilor.

L. Chirie Transport Hrana Imbracdminte Energie Diverse
Cheltuieli
(_7_. Raportul dintre diametrul Lunii si diametrul Pamantului Soarele
3 . . S
este T Raportul dintre diametrul Soarelui si diametrul - Luna

»
;o 108 . o 'T'
Pamantului este - Calculeaza raportul dintre diametrul X

Lunii si cel al Soarelui.

Pamantul

‘ 8. Se dizolva sare in apa si se obtine o solutie care canta-

. - 9 .
reste 25 g. Concentratia solutiei este de 0 Calculeaza cata

apa trebuie adaugata pentru a obtine o solutie cu concentratia de 0
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Q'. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte
a) Daca scara unei harti este 1: 500000, atunci unei distante de 50 km din teren i corespunde pe
hartd distanta de:
A.10 cm; B. 10 mm; C.5cm; D.5 mm.
b) Daca valoarea raportului lungimilor laturilor a doua patrate este egala cu 0,(6), atunci raportul
ariilor celor doua patrate este egal cu:

A.E; B.i; C.i; D.z.
3 9 3 9
(_2'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
a) Daca numarul x se mareste cu 10%, rezulta un numar egal cu ... 1) 99% din x;
b) Daca numarul x se micsoreaza cu 10%, rezulta un numar egal cu ... 2) 90% din x;

c) Daca numarul x se micsoreaza cu 10% si rezultatul se mareste cu 10%,

se obtine un numadr egal cu ... 3) 110% dinx;
4) 100% din x.
@ Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Se amesteca 237,6 g de apa cu 2,4 g de sare. Se obtine o solutie cu concentratia egala cu I:]
Din oficiu: 1 punct

\

PRrOPORTII

Rezolvam impreuna

- Mere Pret

In piata, Mihai observa o bucata dintr-un afis, pe care sunt scrise preturile 4 kg 8 lei
pentru diferite cantitati de mere (figura 1). La scurt timp, el se adreseaza 5kg 10 lei
Sorinei, colega lui de clasa: ,Valoarea raportului dintre pret si cantitatea de 6 kg 12 lei
mere corespunzatoare este aceeasi”.

a) Stabileste daca afirmatia lui Mihai este adevarata. Fig. 1

b) Folosind afirmatia lui Mihai, calculeaza pretul pentru 1,5 kg de mere.
c) Sorina afirma: Valoarea raportului dintre pret si cantitatea de mere corespunzatoare este egala
cu valoarea pretului pentru un kilogram de mere”. Stabileste daca afirmatia Sorinei este adevarata.

Rezolvare:

a) Notam cu C cantitatea de mere cumparate si cu P pretul pentru cantitatea respectiva. Atunci:
Bzﬂ =2 lei/kg, £= 10 lei = 2 lei/kg, Bz 12 lei = 2 lei/kg. In toate cazurile, valoarea raportului
C 4kg C C

este egald cu 2 lei/kg, adica este aceeasi. Prin urmare, afirmatia lui Mihai este adevarata.

< < . .
b) Pentru 1,5 kg de mere cumparate, se plateste suma de x lei. Conform afirmatiei lui Mihai, —=2,

de unde x=2-1,5, adica x = 3. Deci, pentru 1,5 kg de mere se pldtesc 3 lei.

c) Pentru 1 kg de mere se pldteste suma de y lei. Conform afirmatiei Sorinei, %:2, deciy =2,

adica pentru 1 kg de mere se platesc 2 lei. Deducem ca valoarea raportului dintre pret si cantitatea de
mere corespunzatoare este egala cu pretul pentru un kilogram de mere si afirmatia este adevarata.
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Observam si descoperim cunostinte noi

10 12

. N < s . . 8 3
Din rezolvarea precedenta rezulta ca oricare dintre rapoartele —, —, o 15 are valoarea 2.
4 5 1,5

. . . “ . . 8 10
Despre doud rapoarte care au aceeasi valoare se spune ca formeaza o proportie. Prin urmare, Y

8 3 12 3 . . :

—=—, —=—sunt trei exemple de proportii. extremi

4 1,5 6 15 0 c Vomm—
Daca doua rapoarte 9 i £ formeaza o proportie, notam EZE a:b=c:d

b’ d o 4

a._c Despre a, b, ¢ si d spunem ca sunt termenii proportiei meat

b g ooPread b el dasp PIoporiiel-— g si d sunt extremi

Termenii a si d se numesc extremi, iar b si ¢ se numesc mezi. bsi c sunt mezi

Retine! )
e Doua rapoarte sunt egale daca au aceeasi valoare.
e Proportia este egalitatea a doud rapoarte.
. ..a ¢ . L .
e Termenii proportiei 54 sunt:a, b, csid(a=0,b#0,c#0,d=0). Termenii a si d se numesc extremi.

Temenii b si ¢ se numesc mezi.

e Proprietatea fundamentala a proportiei: intr-o proportie, produsul mezilor este egal cu
. . . a_c . . . . .

produsul extremilor. Prin urmare, daca 54 rezulta ca a - d = b - ¢. Reciproc, din egalitatea

a c
a-d=0b-crezulta proportia %=§.A§adar:5:3@a-d=b-c.

& Prin amplificarea sau simplificarea unui raport cu un numar diferit de zero se obtine o proportie.

Observam si descoperim cunostinte noi

< . X 2
Calculeaza termenul necunoscut, notat cu x, din proportia 5 =§ .
Rezolvare:

7

X 2 . . . . -
Deoarece =§ este o proportie, putem aplica proprietatea fundamentald a proportiei. Rezul-

ta ca produsul extremilor este egal cu produsul mezilor: 3 - x = 2 - 0,75, de unde 3 - x = 1,5. In produsul

3-x=1,5 punem in evidenta factorul x si obtinem ca x =1,5: 3, adicd x = 0,5 sau x = 5 Deoarece

1,5 - 1, R . 2 <
1,5 : 3 poate fi scris 3 rezulta ca x = ?5 Dar, in proportia :E' numarul 1,5 este produsul

7

. . . . o .. rodusul mezilor
mezilor 2 si 0,75, iar x si 3 sunt extremi. Prin urmare, observam ca un extrem=p

celdlalt extrem
Acest rezultat poate fi demonstrat pentru orice proportie. De asemenea, se poate demonstra ca

produsul extremilor
un mez =

celdlalt mez
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e Determinarea unui termen necunoscut dintr-o proportie:

usu. Zi usul ex i
rodusul mezilor rodusul extremilor
un extrem = ; un mez =

celdlalt extrem ' celalalt mez

Aplicam cunostintele

L)
< < . X
Calculeaza numarul x din proportia X_3 4

7
Rezolvare:
- . .. - 1 / 1l
Extremii proportiei sunt x si 7. Mezii proportiei sunt 12 si —+—. Cumun extrem = proc{usu mezitor ,
3 4 celdlalt extrem
11
124 —+—
rezulta ca x = — Aplicand proprietatea de distributivitate a inmultirii fata de adunare rezul-
1 1
12-—+12-—
< x 4+3 .
tdcax= %’ deunde x = — adicax=1.

‘ 1. Calculeaza valoarea fiecdrui raport si stabileste care dintre
urmatoarele perechi de rapoarte formeaza o proportie.

150 . 0,75 7 .35 217 . 31

a) — si b) — si ; <) —si—.

4 6 3 14 2
CZ_. Utilizand proprietatea fundamentala a proportiilor, stabileste care dintre
urmadtoarele perechi de rapoarte pot forma o proportie.

0,02’

1
3 5 a4 11 7 175 2,+3 031
a) = si —; b) — si ; c) —si ; d) Si .
7 9 21 5,25 11 ° 2,75 1.1 4
273
(.3:. Determina termenul necunoscut din urmatoarele proportii:
1 13
a)i:i; b) '(3): X ; c)i:;; d) i:;
3 2 2 0,2 0,5 3 2 X

< 2 . . . s .
‘ 4. Raportul a doud numere este 3 Cel mai mare dintre numere este 24. Calculeaza celalalt numar.

CS_. Activitate in perechi. Determinati doud numere, stiind ca:

a) valoarea raportului celor doua numere este 0,5 si suma numerelor este egala cu 75;
b) valoarea raportului celor doud numere este 0,(3) si diferenta numerelor este egala cu 12.

. L X2 < . «
‘ 6. Stiind ca >3 calculeaza valorile urmatoarelor rapoarte:
y

5x+3y b) 7x=2y 0 2,7x-1,8y +4,5

!

a)

3x-y 4x 4,5x-3y+15
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C7_. Un autobuz scolar merge cu viteza constanta de 60 km/h.inta-

belul de mai jos, d reprezinta distanta parcursa de autobuz si t este
timpul in care este parcursa aceasta distanta.

d 120 km 15 km x km y km

1
t aore b ore 3 ore E ore

a) Ce defineste fiecare dintre perechile de rapoarte:

120kmsi15km. x km Siykm. x km Si120km7
aore ~ bore Tore 2 ore 1 ore aore
3 3 3

b) Fara a calcula numerele g, b, x si y, arata ca perechile de rapoarte de mai sus sunt proportii.
c) Calculeaza numerelegq, b, x, y.

‘ 8. Determina numarul x din urmatoarele proportii:

1 4 -1 7
a) X+ 5. b) ~0,8; g2X1_7.
11 2x—-3 xX+7 5
d) 4X—3=7X+1; e 12 _ 7 ; f) 0,2X+2,5=2,4 .
0,(3) 1 5x+4 3x+2 xX+1 8

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarat, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste
litera F. 3 4 puncte
< a . .
Daca — = E este o proportie, atunci:

a) a si b sunt termeni ai proportiei, numiti extremi;
b) a si b sunt termeni ai proportiei, numiti mezi;
¢) asi 2 sunt termeni ai proportiei, numiti extremi;

A
A
A
d) bsi 2 sunt termeni ai proportiei, numiti extremi. A

MM ™ mm

‘ 2. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 3 puncte

a) Doua rapoarte a si % undea, b,c,de N, b+#0,d+0, formeaza o proportie daca:
A.a-c=b-d; B.a-b=c-d; C.a:b=c:d; D.a-d=c-d.
2
b) Daca 3 ==, atunci numarul x este egal cu:
x+1 7
A.9,3; B.9/4; C.9,5; D.96.
C?»'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte

. 2X 5z . 14 xt <
Daca 3—=—, atunci 11——— este un numar natural egal cu |:|

y 7t 15yz Din oficiu: 1 punct

( AUTOEVALUARE | < 0\5

J
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PROPOR'!'II DERIVATE

Rezolvdm impreun3d
A

< . a ¢ . . .
Se da o proportie oarecare bt Scrie expresia care rezulta din pro-

portia data, prin: i c a-dop
a) schimbarea extremilor intre ei;  b) schimbarea mezilor intre ej; b d B
c) inversarea rapoartelor.
Rezolvare:
. . . a_c o . . . . d ¢
a) Din proportia datd, —=—, schimband extremii intre ei, rezulta expresia —=—.
b d b a
. . . a_c o . . . .a b
b) Din proportia data, —=—, schimband mezii intre ei, rezulta expresia —=—.
b d c d
. . . a_c . . . . b d
¢) Din proportia data, E:E' inversand rapoartele, rezultd expresia —=—.
a c

a ¢ . < . < < < .
Deoarece 53 este o proportie, rezulta egalitatea a - d = b - c. Constatam ca aceasta egalitate se

pastreaza pentru fiecare dintre expresiile obtinute anterior. Prin urmare, aceste expresii sunt proportii
pentru care multimea termenilor este aceeasi cu multimea termenilor proportiei date initial. Ele se nu-
mesc proportii derivate cu aceiasi termeni.

( “

Reguli de obtinere a proportiilor derivate r ~N
* Proportii derivate cu aceiasi termeni se obtin | Exemple: Din proportia 2 :é se obtin:
dintr-o proportie data prin: "3 ’
1) schimbarea extremilor intre ei; e proportii derivate cu aceiasi termeni:
2) schimbarea mezilor intre ei; . 2:§ . Ezi . §:2
3) inversarea rapoartelor. 3 2 6 9 2 6
e Proportii derivate cu termeni schimbati se | e proportii derivate cu termeni schimbati:
obtin dintr-o proportie data prin: 1 2 2+6 .6 2+6 dics 2 8 .6 8.
1) egalarea fiecarui raport cu raportul dintre | '+ 3737 3?9739 IT M 9Ty
suma numaratorilor si suma numitorilor rapoar-
telor proportiei date; 2. 2_6-2 si Ezgladicé 2_4 , ézi
2) egalarea fiecarui raport cu raportul dintre 3 9-379 9-3 3 69 6
diferenta numaratorilor si diferenta numitorilor 2 6 2+3 649 .5 15
rapoartelor proportiei date; 3. o=—=> ——=——,adicd -=—;
) e - 3 9 3 9 3 9
3) modificarea numaratorilor sau a numitorilor
ambelor rapoarte ale proportiei date. 215 523 1529 2.8
Modificarea numaratorilor ambelor rapoarte 3 9 3 9 3 9
le proportiei 8_t resupune: 2 6 2 2 6
ale propor: b d P pune: —=—=> ——=——,adicd —=—;
* adunarea numitorilor la numaratori: 39 3+2 9+ > 15
a+b_ctd 2.6 2 _ 6 .26
b d 5 15 5-2 15-6 3 9
* scaderea numitorilor din numaratori: b >
a-b c-d
——=——(a>b,c>d).
b d
.
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- ™
. . . ... a C
Modificarea numitorilor ambelor rapoarte ale proportiei 54 presupune:
T o c
* adunarea numaratorilor la numitori: S—— ¢
b+a d+c
< N . .. . a ©
* scaderea numaratorilor din numitori: =——(b>ad>o0.
b-a d-c
\ J

Aplicam cunostintele

Stiind ca x_ 11 Six+y=12:
y 13

. X+
a) calculeaza y

si scrie rezultatul sub forma de fractie ordinara ireductibila;

y
b) determina numerele x si y, scriind rezultatele sub forma de fractii zecimale.

Rezolvare:

11
Din proportia izﬁ , schimband mezii intre ei, rezulta proportia cu aceiasi termeni %z% Notam
y

valoarea celor doua rapoarte cu k. Deoarece % =ksi % = k, rezultd x = 11k si y = 13k. Inlocuind in

1 1
egalitatea x + y = 12, rezultd 11k + 13k= 12, de unde 24k =12 si k= 5 Dinx=11k,y=13ksi k= 5
obtinem x=5,5siy=6,5.

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

4
CI_. Se da proportia gzg Folosind aceasta proportie:

a) scrie trei proportii derivate cu aceiasi termeni; 3
b) scrie doua proportii derivate cu termeni schimbati, pastrand raportul g;

¢) scrie doua proportii derivate cu termeni schimbati, pastrand numitorii;
d) scrie doua proportii derivate cu termeni schimbati, pastrand numaratorii.

C2_. Stiind ca ab , calculeaza rapoartele:
2 b2 92 o ©
b’ b’ 4b°
x 3 ~
(.3_. Daca —=— six +y = 38, determina: &
y 16 ,

a) = p) XY, ) x; d)y.

x+y' y A

Cll. Daca X+3=E,determiné numarul x.
x+8 19

CS_. in figura alaturata, punctele M si N apartin segmentelor AB si AC,

astfel incat ﬂ :A—. Demonstreaza ca: M N
AB AC

o) AM_AN by BM_CN 5 c
MB NC' AB AC’
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( 6. Pe terenul agricol de care dispune, un fermier a
cultivat porumb, grau, vinete si rosii. Raportul dintre su-
@ prafata cultivata cu porumb si cea cultivata cu grau este

4 . . R .

egal cu > iar raportul dintre suprafata cultivata cu rosii
. - . 1 .

si cea cultivata cu vinete este egal cu 3 Daca diferenta

dintre suprafata cultivata cu grau si cea cultivata cu po-
rumb este de 6 ha, iar suprafata cultivata cu legume (rosii
sivinete) este de 1 ha, calculeaza cate hectare au fost cul-
tivate cu:

a) grau; b) porumb; c) vinete; d) rosii.

C7_. Activitate in perechi

X 9 2x—-y

Demonstrati ca: a) daca 2x-y =E,atunci£=2; b) daca —==, atunci

3x+2y 5 4 y 4 3x+2y
Yy 2 .x_9
3x+2y 5 y 4

vl N

Observatie: La subpunctul a) aveti de demonstrat urmatoarea echivalenta:

8. Stiind ca 2=£, demonstreaza ca 2a+3b = 2c+3d .
b d 5a+7b 5c+7d
; @
__( AUTOEVALUARE @
C’L. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 3 puncte
a) Daca numarul a este egal cu 75% din numarul b, atunci se poate scrie proportia:
a_a+a, 5 a_3+a, a_100, a_7s
b 3+a’ ‘b 4+a’ b 75 “b 100"

< < 2 . < . .
b) Daca raportul a doua numere este egal cu — si suma lor este egala cu 39, atunci cel mai mare
dintre cele doua numere este egal cu: 1

A.31; B.32; C.33; D. 34.
CZ'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
Daca X_ 3 , atunci:
y 5
3
a) este egal cu ... 1) =;
X+y 5
b) x+3 este egal cu ... 2) §;
y+5 5
0 XY este egalcu... 3) %;
5
4) =.
3
c.’»'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Daca 1:5, atunci 2= este o fractie zecimala egala cu |:|
. y 6 X Din oficiu: 1 punct
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Exercitii si probleme recapitulative

C1_. Tudor a cumparat o carte si un caiet pentru care a platit 27 de lei. Calculeaza pretul unei carti si
pretul unui caiet, stiind ca pretul caietului reprezinta 8% din pretul cartii.

CZ_. Pe harta din sala de clasa este scrisa scara 1: 900000.

Calculeaza:

a) distanta (in centimetri) dintre doua localitati de pe
hartd, daca distanta reala este de 270 km;

b) distanta reala (in kilometri) dintre doud localitati,
stiind ca distanta pe harta este de 20 cm.

C3_. a) Deseneaza un segment AB cu lungimea de 0,08 m.
b) Reprezinta punctul M pe segmentul AB, astfel incat

M _2

MB 3

AM
c) Calculeaza lungimile segmentelor AM, AB si valoarea raportului TR

C‘L. a) Calculeaza concentratia unei solutii obtinute din 343 g de apa si 7 g de sare.
b) Calculeaza cantitatea de sare care se afla intr-o solutie cu concentratia de 12% si care cantdreste
225 kg.

(.5_. intr-un vas se afla 25 / de solutie de apa cu sare, avand concentratia de 8%. Prin

fierbere, dupa doua ore se evapora 5 ¢ de apa. Calculeaza:
a) cantitatea de sare care se afla in solutie;
b) concentratia solutiei obtinute dupa evaporarea apei.

<
CG_. Calculeaza:
a) 12% din 125; b) 2,4% din 4500.
(.7_. Calculeaza cat la suta reprezinta:
a) 315 din 4500; b) 150 din 75. )
CS_. Determind un numar, stiind ca:
a) 20% din el este 270; b) 5,5% din el este 22.

C9_. Calculeaza:

a) titlul unui aliaj ce contine 720 g de aur si 1280 g de arama;

b) cantitatea de argint care se afla in 360 g de aliaj cu titlul de 0,125.

c) titlul unui aliaj obtinut din doua aliaje, unul cu titlul de 0,700, din care se iau 20 g, si altul cu
titlul de 0,900, din care se iau 30 g.

{ 10. Calculeaza termenul necunoscut din urmdatoarele proportii:
7 14 11 2

ST bl=1 9=, -2
3 15 X 9 17 102 19

oo a 2 .
@. Stiind ca 53 calculeaza valoarea rapoartelor:

a 2a+b 2a-b 3a+2b b—a
a) —: b ; <) ; d) ; e) .
a+b a+2b 2b—a 2b—a 2a-b
- . . .a 3 .
Q_Z. Determind numerele a si b, stiind ca 5 = B Si
a)a+ b=40; b)3a-b=16; c)2a+3b=63.
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Timp de lucru: 50 de minute.

Subiectul I. Daci apreciezi c3 afirmatia este adevarata, completeaza casuta alaturata cu litera A.n caz
contrar, completeaza cu litera F.

6
(5p) | 1.Valoarea lui x din proportia % = = este 18. |:|
(5p) | 2. Numarul cu 5% mai mic decat 40 este 35. |:|
(5p) | 3.Titlul unui aliaj care contine 102 g de aur si 714 g de cupru este 0,125. |:|
(5p) 4. Daca valoarea raportului a doua numere este 0,5 si suma lor este 75, atunci cel mai D
P mare dintre numere este 50.

Subiectul Il. Uneste, prin sageti, fiecare cifrd corespunzatoare enunturilor din coloana A, cu litera care
indica raspunsul corect aflat in coloana B.

A B
5a 1 b
5 1.Daca — = —, atunci — esteegalcu... a) 48;
(5p) b - 91 4 g )
. a 5 .
(5p) 2.Daca E = E' atunci 60a este egal cu ... b) 49;
L a X . ay
3.Dacd — = —, atunci 50 - — esteegal cu ... .
(5p) by bx g c) 75;
(5p) | 4.Daca X1—J;3 = %, atunci x este egal cu ... d) 15;
e)5.

Subiectul lll. Pentru cerintele care urmeaza, alege litera care indica singura varianta corecta.

1 S . <
(5p) | 1.Raportul a doua numere este 3 Cel mai mic dintre numere este 14. Diferenta celor doua

numere este egala cu:
A.42; B. 28; C.14; D. 56.

s 1 . . . «
(5p) | 2.Se considera numerelea= 15 sib=0,2.Valoarea raportului numerelor asi b este egala cu:

A.7,5; B.0,1(3); C.2,5; D. 3,5.
(5p) | 3.Daca X = 3 atund XY este egal cu:
y 5 2y —3x
A.0,6; B. 1,(6); C.10; D. 5.
17
(5p) | 4.Daca 2X+3y = —, atunci valoarea raportului Y este egald cu:
7x—y 16 X
A.1,(6); B.0,(6); C. 1,5 D.0,6.

La subiectul IV scrie rezolvarea completa.
Subiectul IV. Pretul unui obiect se mareste de doua ori succesiv cu cate 10%.
(10p) | a) Calculeaza pretul initial al obiectului, stiind ca pretul dupa cele doua mariri este de 726 de lei.
(10p) | b) Calculeaza pretul dupa prima marire.
(10p) ¢) Cu ce procent ar fi trebuit sa fie facuta o singura marire de pret, astfel incat pretul obiectului
sa ajunga direct la pretul obtinut dupa cele doua mariri?

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul 1.1 1.2 1.3 1.4 1.1 1.2 1.3 1.4 1.1 2 | M3 | 4 | va | Vb | IVc
Punctajul
Nota
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1.2. MARIMI PROPORTIONALE

$IR DE RAPOARTE EGALE. MIARIMI DIRECT PROPORTIONALE

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

Fiecare pix cumparat de loana are acelasi pret. Pentru 7 pixuri —~—— T -
loana plateste 14 lei. - 4 -
a) Determina pretul unui pix. ﬁ
b) Se noteaza cu n numarul de pixuri si cu p pretul in lei al celor
n pixuri. Copiaza si completeaza tabelul 1. ﬁ
c) Justificd egalitatea rapoartelor pe care le-ai scris in tabel. 'ﬁ’
d) Stiind c& Mara a cumparat de 4 ori mai multe pixuri decat < E——-
loana, stabileste daca Mara a platit mai mult sau mai putin decat .ﬁ

loana si de cate ori a platit mai mult sau mai putin.
e) Stiind ca Vlad a cumparat de 14 ori mai putine pixuri

decat Mara, stabileste daca Vlad a platit mai mult sau mai n & g 12| & | 28] 7
putin decat Mara si de cate ori a platit mai mult sau mai | P 14
putin. p 14

f) Stiind ca Mircea a platit de 7 ori mai putin decat n E2

Mara, stabileste daca Mircea a cumparat mai multe sau
mai putine pixuri decat Mara si de cate ori a cumpdrat mai Tabelul 1
multe sau mai putine pixuri.

> Rezolvarea subpunctelor a), b) si c) conduce la un sir de rapoarte egale:

8_16_24 _12_5 14
4 8 12 6 28 7
Fiecare raport din sir are aceeasi valoare, k = 2, si reprezinta pretul in lei al unui pix. Deci P_s.
n

> Rezolvarea subpunctelor d), e) si f) aratd ca daca una dintre valorile p si n se mareste sau se
micsoreaza de un numar de ori, cealalta se mareste sau se micsoreaza de acelasi numar de ori. Despre
n (numarul pixurilor) si p (pretul in lei al celor n pixuri) se spune ca sunt doua marimi direct proportionale.

Din 2=k rezults c3 p = k- n.Numarul k se numeste coeficient de proportionalitate.
n

1 24 12 14
Deoarece 8 = 16 =—=—= 26 = —, despre numerele 8, 16, 24, 12, 56, 14 se spune ca sunt
4 8 12 6 28 7
direct proportionale cu numerele 4, 8, 12, 6, 28, respectiv 7.

. . a a, a a
> Oricare ar fi un sir de rapoarte egale, L =-2=—2=.. =" =k, fiecare raport este egal cu raportul
b b, b b,
dintre suma numadratorilor si suma numitorilor:
a a, a, a4, a-+0,+d;+..+a,

b, b, b, b, b+b+b+.+b

Pentru a justifica, este suficient sa aratam ca raportul dintre suma numadratorilor si suma numito-
rilor are valoarea k. intr-adevar, din sirul de rapoarte egale rezulta: a,=k-b,a,=k-b, a,= k- b3, e d =
a,+0,+0a,+..+a, k-b+k-b,+k-b,+..+k-b, _ k:(b+b,+b,+..+b,)

= =k.
b,+b,+b,+..+b, b,+b,+b,+..+b, b,+b,+b,+..+b,

=k- bn. Atunci:
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Retine! )

e Doud marimi se numesc direct proportionale daca depind una de alta, astfel incat atunci cand
masura uneia se mareste (sau se micsoreaza) de un numadr de ori, masura celeilalte se mareste (sau se
micsoreaza) de acelasi numar de ori.

e Doua marimi sunt direct proportionale daca exista un numar k = 0, astfel incat oricare ar fia si b
masuri corespunzdtoare ale celor doua marimi, rezulta ca a = k - b. Numarul k se numeste coeficient de
proportionalitate.

e Doua sau mai multe numerea,, a,, a,, .., a, sunt direct proportionale respectiv cu numerele b,, b,, b,,

a, a, a

< . . a
.., b, daca formeaza sirul de rapoarte egale: L=—2=-2=_=-",
" ’ b, b b
1 2 3 n
e Oricare ar fi un sir de rapoarte egale, fiecare raport este egal cu raportul dintre suma numaratorilor
: .. .__a a a a a-+a,+d,+..+a
si suma numitorilor; L=-2=23=_ =—1=-1 2 3 :

Yh
b, b, b, b b+b,+b,+..+b

n

. J

Aplicam cunostintele

Delia vinde buchete de trandafiri, pretul fiecarui buchet fiind proportional cu numarul
de trandafiri din buchet. Un buchet format din 3 trandafiri costa 22,50 lei. Calculeaza
pretul unui buchet format din:

a) 5 trandafiri; b) 7 trandafiri; c) 9 trandafiri; d)11 trandafiri.

Rezolvare: Pentru a calcula pretul buchetelor de trandafiri, calculam pretul unui tran-
dafir, apoi completam un tabel. Pretul unui trandafir este 22,50 : 3 = 7,50 (lei).

numarul de trandafiri 1 3 5 7 9 «75
pretul (in lei) 7,50 22,50 37,50 52,50 67,50 ) '

Coeficientul de proportionalitate este 7,5. Numerele din linia a doua a tabelului se obtin inmultind
numerele din prima linie cu coeficientul de proportionalitate.

Exerseaz3d, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

INCHIRIERI
BICICLETE

(.1_. La un centru de inchiriat biciclete se poate vedea afisul alaturat.

a) Se poate spune ca pretul de inchiriere este direct proportional cu timpul
pentru care se face inchirierea? Justifica raspunsul.

b) Calculeaza procentul de reducere a pretului pentru persoana care, in locul
a doua inchirieri succesive de cate o ora fiecare, inchiriaza o bicicleta pentru doua
ore.

‘ 2. Media aritmetica a trei numere este egala cu 16. Calculeaza cele trei numere, 120 min =15 lei
stiind ca sunt direct proportionale cu numerele 4,5 si 7.

(.?;. Determind numerele x, y, z, stiind ca sunt direct proportionale cu numerele 2,
5, respectiv 7, iar produsul lor este 560.

(i. Lucrati in echipa

a) Folositi rigla gradata si desenati un segment AB cu lungimea de 5 cm.

b) Efectuand calculele necesare, impartiti segmentul AB in trei segmente, astfel incat lungimile
acestora sa fie direct proportionale cu numerele 2, 3, 5.

c) Scrieti coeficientul de proportionalitate si lungimile celor trei segmente.
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(.5_. Pentru a pregati un aperitiv din peste pentru 4 persoane se folosesc ingredi-
ente in cantitatile mentionate in reteta.

a) Calculeaza coeficientul de proportionalitate pentru fiecare ingredient.

b) Calculeaza cantitatile necesare pentru 8 persoane si pentru 6 persoane.

6. Suma numerelor g, b, ¢ si d este egala cu 110. Calculeaza suma numerelor x, Ingrediente _
. . X X V4 t pentn petsaane @
y,zsit, stiindca —=5 si x_y z_t
a a b c d 2004 | peste
. . . &9 || @z
‘ 7. Numereleg, b, ¢, d, e sunt direct proportionale cu numerele x, y, z, t, respectiv 2 | cier e ustuncs
" _ 4+ | e
ularx=10-a. 16 | lwts
a) Determina coeficientul de proportionalitate. 4| lnguri e frini
2
< x < X+y+z+t+u . .
b) Arata ca numarul y_z _p XEyEzEtTU este un numar natural patrat perfect.

a+b+c+d+e
@ Greutatea unui corp, notatd cu G, este o marime fizica direct proportionala cu masa corpului, notata
cu m. Coeficientul de proportionalitate, notat cu g, este acceleratia gravitationald a Pdmdntului.

a) Scrie relatia dintre cele trei marimi fizice.

b) Stiind cd unitatile de mdsura pentru cele trei marimi fizice G, g si m sunt newtonul (N), metrul
pe secunda la patrat (m/s?) si, respectiv, kilogramul (kg), iar g = 9,8 m/s?, copiaza si completeaza tabelul

alaturat. "
. . masa(inkg) |05 2 | 25| 3 | 10 %2
¢) Calculeaza masa unui corp cu greutatea " !
de 68.6 N. greutatea (in N)

O alta unitate de mdsura pentru greutatea unui corp este kilogramul fortd (kgf). Legatura
dintre newton si kilogramul fortd este urmatoarea: 9,8 N = 1 kgf.

Daca masa unui corp este egald cu 1 kg, deoarece G =m- g, greutatea corpului este egala cu
1-9,8=9,8 (newtoni).Dar9,8 N=1kgf.Prinurmare,uncorpcumasade 1kgaregreutateade 1 kgf.
Asa se explica confuzia dintre masd si greutate, insa aceste doua marimi fizice sunt total

5
oA

diferite. Isaac Newton
\ 4 QQ.
( AUTOEVALUARE “10° ) toj
(_1’. Stabileste valoarea de adevar a afirmatiilor. 3 puncte
a) Numerele 2, 3, 5 sunt direct proportionale cu numerele 4, 6, respectiv 10. A F
b) Numerele 2, 3, 5 sunt direct proportionale cu numerele 22, 32 respectiv 52 A F
c) Numerele 2, 3, 5 sunt direct proportionale cu numerele 0,5, 0,75, respectiv 1,25. A F
CZ’. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
. . 1T 1 1 1 . .
Numerele x, y, z, t sunt direct proportionale cu numerele 3135 respectiv - Daca x= 105, atunci:
a) yesteegal cu ... 1) 52;
b) zeste egal cu ... 2) 30;
c) testeegalcu.. 3)42;
4) 70.
C?:’. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Daca numerele g, b, ¢ sunt direct proportionale cu numerele x, y, respectiv z iar 3 - x =2 - g, atunci
. . a+b+c . . .
valoarea raportului numeric ———— este egala cu |:| Din oficiu: 1 punct
X+y+z
\ J
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m MARIMI INVERS PROPORTIONALE

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

Pa'Eru robinete de acelasi tip umplu un rezervor in 4 ore. n 1 5 4 8 | 16 | 32
a) In cat timp este umplut rezervorul de doua robinete ¢ 2

de acelasi tip?
b) Daca se noteaza cu n numarul de robinete si cu t tim- Tabelul 1

pul in care este umplut rezervorul de cele n robinete, copiaza si completeaza tabelul 1.

Rezolvare: a) Timpul necesar unui singur robinet sa umple rezervorul este de 4 ori mai mare decat
timpul necesar unui numar de 4 robinete sa umple acelasi rezervor. Prin urmare, un robinet umple
rezervorul in 4 - 4 = 16 (ore). Rezulta ca timpul necesar unui numar de doua robinete sa umple rezer-
vorul este de doua ori mai mic decat timpul de umplere necesar unui singur robinet, adica este egal
cu16:2=238(ore).

b) Deoarece timpul necesar unui singur robinet sa umple rezervorul este de 16 ore, rezulta ca tim-
pul t necesar unui numar de n robinete pentru a umple rezervorul este de n ori mai mic decat timpul

de umplere necesar unui singur robinet, adica t = 16 : n (ore). Atunci: :2 x4
n=1=t=16:1=16; n=2=t=16:2=8; e~
n=4=t=16:4=4; n=8=t=16:8=2; n 1 2 4 16 | 32
n=16=t=16:16=1; n=32=1t=16:32=0,5. 16 4 1 0,5
Rezulta tabelul alaturat. —
X 2 14

Problema anterioara pune in evidenta doud marimi fizice:
numdrul de robinete, notat cu n, si timpul t necesar celor n robinete pentru a umple rezervorul. Ob-
servam ca intre valorile celor doua marimi exista relatiat =16 : n sau n - t = 16, unde 16 este numarul
de ore in care un robinet umple rezervorul.

Observam ca dacd numdrul de robinete se mdreste (sau se micsoreazd) de un numdr de ori, atunci timpul
de umplere se micsoreazd (sau se mdreste) de acelasi numdr de ori. De exemplu, pentru n =4 avem t = 4:

e daca n se mdreste de 4 ori, adica n =4 - 4 =16, atunci t se micsoreazd de 4 ori, adicat=4:4=1.

e daca n se micsoreazd de doud ori (n = 4 : 2 = 2), atunci t se mdreste de doud ori (t =4 - 2 = 8).

Despre cele doua marimi n si t se spune ca sunt marimi invers proportionale.

Despre numerele 1, 2, 4, 8, 16, 32 se spune ca sunt invers proportionale cu numerele 16, 8,4, 2,1,
respectiv 0,5, deoarece 1-16=2-8=4-4=8-2=16-1=32-0,5.

f Retine! )

e Doud marimi se numesc marimi invers proportionale daca depind una de alta, astfel incat atunci
cand masura uneia se mareste (sau se micsoreaza) de un numar de ori, masura celeilalte se micsoreaza
(sau se mareste) de acelasi numar de ori.

Daca doua marimi sunt invers proportionale, atunci exista un numar k = 0, astfel incat, oricare ar fi
a si b doua masuri corespunzatoare celor douda marimi, rezulta caa- b =k.
e Doua sau mai multe numerea,, a,, a,, .., a_suntinvers proportionale respectiv cu numerele b,, b,, b,,
.. b,dacaab =ab,=ab,=..=ab =k undek=0.
Observatie: Doua sau mai multe numere a, a, a, .. da_ sunt invers proportionale respectiv cu nu-

. . . T 1 1 o1 .
merele b,, b,, b,, .., b, daca sunt direct proportionale cu numerele —, —, —, ..., respectiv 5 adica:

1 2 3 n
S
§ b, b b b )
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Aplicam cunostintele

C‘L. Se stie ca n - t = 63, unde cu t s-a notat numarul de ore in care
n tractoare ara o suprafata agricola S.

a) Ce reprezinta numarul 637

b) Calculeaza in cat timp ara suprafata respectiva 3 tractoare.

c) Cate tractoare sunt necesare pentru a ara suprafata agricold in 9 ore?

S

Rezolvare: a) Avand in vedere enuntul, deducem ca marimile n si t sunt invers proportionale, iar
numarul 63 poate fi interpretat in doua feluri:

—dacat=1,din egalitatea n - t = 63 rezulta ca n = 63. Deci 63 reprezinta numarul de tractoare care
sunt necesare pentru a ara suprafata agricold intr-o ora (t = 1);

—dacd n=1, din egalitatea n - t = 63 rezulta ca t = 63. Deci 63 reprezinta numarul de ore care sunt
necesare unui tractor (n = 1) pentru a ara suprafata agricola.
b) Daca n =3, din egalitatea n - t = 63 rezulta ca 3 - t = 63, de unde t = 21. Prin urmare, timpul necesar
unui numar de 3 tractoare pentru a ara suprafata agricola S este egal cu 21 de ore.
c) Daca t = 9, din egalitatea n - t = 63 rezultd ca n - 9 = 63, de unde n = 7. Prin urmare, pentru a ara
suprafata agricola in 9 ore sunt necesare 7 tractoare.

Q. Un segment AB are lungimea egala cu 8 cm. Punctele P si Q apartin segmentului AB si sunt luate
astfel incat Q sa se afle intre P si B.

a) Calculeaza lungimile segmentelor AP, PQ, QB, stiind ca acestea sunt invers proportionale cu
numerele 2, 5, respectiv 10.

b) Foloseste rigla gradata si deseneaza punctele A, B, P si Q, astfel incat sa fie respectat enuntul.

Rezolvare: a) Notam AP = a cm, PQ = b cm si QB = ¢ cm. Deoarece g, b, ¢ sunt invers proportionale cu
numerele 2, 5, respectiv 10, putem scrie:a-2=b-5=c- 10 = k. Atunci:

a-2=k=>a=£,b‘5=k:b=£ sic-10=k=>c= L.Cuma+b+c=8,rezulté K+£+£:8.Aducénd
2 5 10 2 510

la acelasi numitor rezulta %+%+£:8 sau %:8, de unde k = 10. Prin urmare, a:E:E:S,
10 10 10 10 2 2
:E:E:Z, C:L:E:LRezultécéAP=5cm,PO=2cm siQB=1cm.
5 5 10 10 A P Q B

b) Desenul este Cel dln ﬁgura 1. 'II|||||\I‘\|||||||\‘I\IIIII|||I|\|||I|I‘\||\|||||‘I\IIXIIIIIIIH|||II‘IIH|IIII‘IIIIXI

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Fig. 1

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

‘ 1. Pentru a stimula reducerea consumului de energie electrica in randul populatiei prin folosirea
becurilor economice, un magazin a decis ca pretul unui tip de becuri sa fie invers proportional cu
numarul de becuri cumparate. Copiaza, calculeaza si completeaza tabelul urmator:

n (numarul de becuri) 1 2 4 7 14 28
p (pretul in lei) 7

‘ 2. Numerele X, y, z sunt invers proportionale cu numerele 4, 5, respectiv 10. Determina numerele
X,y siz stiind ca: a) suma lor este egala cu 22; b) produsul lor este egal cu 40.

(.?: Determina numerele x si y, stiind ca sunt invers proportionale cu 3, respectiv 2,(4) si ca media lor
aritmetica este 294.
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G Trei copii cu varstele de 7 ani, 9 ani, respectiv 12 ani au mers la colindat si au
fost rasplatiti cu covrigi, nuci, mere, portocale si bani. loana, cea mai mare dintre
ei, eleva in clasa a Vl-a, a hotarat ca suma de 1700 de lei pe care au primit-o sa fie
impartita in parti invers proportionale cu varstele.

a) Fara a efectua vreun calcul, precizeaza care copil va primi cea mai mare
suma de bani. Justifica raspunsul.

b) Calculeaza cati lei primeste fiecare copil.

‘ 5. Elementele unei multimi M sunt numere naturale de forma abc, unde cifrele a si ¢ sunt invers
proportionale cu numerele 0,2, respectiv 0,125. Scrie multimea M prin enumerarea elementelor.

6. Numerele x, y, z sunt invers proportionale cu 4, 2, respectiv 1,(3). Numerele z, t sunt direct pro-
portionale cu numerele 2,5, respectiv 5. Demonstreaza ca produsul x - y - z- t este patratul unui numar.
C7_. O echipa formata din 10 muncitori poate termina o lucrare in 20 de zile. Dupa ce echipa lucreaza
10 zile, 6 muncitori sunt trimisi sa lucreze in alta parte. In cat timp vor termina lucrarea muncitorii ramasi?

‘ 8. Se stie ca 8 tractoare ara jumadtate dintr-un lot in 14 zile. Dupd aceea, se alatura celor 8 tractoare
alte 6 tractoare si, astfel, este arat tot lotul. Calculeaza cu cat este mai mic timpul in care a fost terminata
lucrarea in aceste conditii fatd de situatia in care ar fi lucrat numai cele 8 tractoare.

®
e AUTOEVALUARE 'ﬂ

CI'. Stabileste valoarea de adevar a afirmatiilor. 3 puncte
a) Numerele 2, 3, 5 sunt invers proportionale cu numerele 15, 10, respectiv 6. A F
b) Numerele 2, 3, 5 sunt invers proportionale cu numerele 10, 20, respectiv 60. A F
. . 1 1 1
c) Numerele 2, 3, 5 sunt invers proportionale cu numerele 33 respectiv —. A F
CZ'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
Numerele x, y, z, t sunt invers proportionale cu numerele 4, 6, 10, respectiv 14. Daca x = 105, atunci:
1) 32;

a) yesteegal cu ...

b) zeste egal cu ... :; ig’
lcu.. '
c) testeegal cu 4) 70,
C3'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Daca un numar natural de trei cifre este divizibil cu 9, iar cifra sutelor si cifra unitatilor sunt invers
\propor’;ionale cu 0,25, respectiv 0,4, atunci numarul este |:| Din oficiu: 1 punct)

REGULA DE TREI SIMPLA

Rezolvam impreunad

1. Scuterul lui Sergiu consuma 1,8 litri de carburant pentru a parcurge 50 de kilometri. Calculeaza
cantitatea de carburant de care are nevoie Sergiu pentru a parcurge 75 de kilometri.

Rezolvare: Notam cu x cantitatea de carburant necesara lui Sergiu pentru a parcurge cei 75 km.
Admitdnd cd necesarul de carburant, exprimat in litri, este o mdrime fizica direct proportionald cu distanta
parcursd, exprimata in kilometri, rezulta ca numerele 1,8 si 50 sunt direct proportionale cu numerele x,

1,8-75

7

1,8 50
respectiv 75. Prin urmare, =—,deunde x =
X

= 2,7 (litri).
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2. O intreprindere familiala produce sucuri naturale din fructe, pe
care le imbuteliaza in sticle cu ajutorul unor dozatoare semiautomate, de
acelasi fel, care functioneaza simultan. Folosind 6 dozatoare, o cantitate
de sucuri, notata cu C, este imbuteliatd in 8 ore. De cate dozatoare ar fi
nevoie pentru a imbutelia cantitatea C de sucuriin 3 ore?

Rezolvare:

Notam cu x numarul de dozatoare necesare pentru a imbutelia
cantitatea C de sucuri in 3 ore. Deoarece numadrul de dozatoare este invers proportional cu timpul
de imbuteliere, rezulta ca numerele 6 si 8 sunt invers proportionale cu numerele x, respectiv 3. Prin

mbutelia cantitatea C de sucuri in 3 ore.

6-8 . . .
urmare, 6 - 8 = x - 3, de unde x =T. Rezultd ca x = 16, deci este nevoie de 16 dozatoare pentru a

Observam si descoperim cunostinte noi

> In cazul problemei 1, pentru a calcula valoarea
lui x, aranjam datele problemei in felul urmator:

x/t

1,8-75
X = =>X=
50

Aceasta modalitate de calcul este cunoscuta
sub denumirea de regula de trei simpla pentru
marimi direct proportionale (d.p.).

> In cazul problemei 2, pentru a calcula valoarea

lui x, aranjam datele problemei in felul urmator:
ip.

6 dozatoare .. ...8ore

X dozatoare .

:x:%:x=16.

Aceasta modalitate de calcul este cunoscuta
sub numele de regula de trei simpla pentru
marimi invers proportionale (i.p.).

Retine! )

¢ Regula de trei simpla este procedeul folosit pentru a calcula o valoare a unei marimi fizice, in cazul in
care aceasta este direct proportionala sau invers proportionald cu altd marime fizica.

Aplicam cunostintele

Q. Vlad este ajutor de bucatar la un restaurant. Aici, el a invatat sa gdteasca mancaruri
delicioase. Intr-o duminica, Vlad a decis sa pregateasca o astfel de mancare pentru
familia lui, care numadra sapte persoane. El si-a amintit ingredientele si cantitatile
necesare pentru doua persoane:

e 250 g de muschiulet de porc; e 14 ciuperci mici;

¢ 30gdeunt; e 3 linguri de smantana.
Calculeaza cantitatile de ingrediente pentru 7 persoane.

J

Ll

Rezolvare: Aplicam regula de trei simpla pentru marimi direct proportionale: - a

250 g muschiulet ceeeeen TP 2 persoane Rezultd ca pentru 7 persoane sunt necesare 875 g de

x g muschiulef ... 7 persoane  muschiulet. Analog, rezulta celelate cantitati de in-
7-250 ) grediente necesare: 49 ciuperci mici, 106 g de unt si
X=—0— =X= 875 (g muschiulet); 10,5 linguri de smantana.
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Q. Pentru a lichida un stoc de alimente, cu cateva zile inainte de expirarea termenului de valabili-
tate a acestora, conducerea supermarketului hotaraste ca preturile sa devina invers proportionale cu
cantitatile de alimente. Un cumparator plateste 120 de lei pentru 8 kg de alimente. Cat ar plati daca ar

cumpara 30 kg de alimente? ip.

Rezolvare: Deoarece preturile sunt invers proportionale cu can- g kg % >120 de lei
titatile de alimente, aplicam regula de trei simpla pentru marimi 30 Kg ....ccoceovecreeenreecnecnnncs xlei
invers proportionale. Deci, pentru 30 kg de alimente, cumparatorul 8-1 ]

va plati 32 de lei. =X= o T =X (lei).

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

v oA v

‘ 1. Este evident cd indltimea unui copil depinde de varsta pe care o are si cd, pe masura ce varsta
copilului se mareste, se mareste si inaltimea acestuia. Daca la varsta de 10 ani copilul are inaltimea de
1,50 m, poti calcula indltimea acestuia la 14 ani, folosind regula de trei simpla? Justifica rdspunsul.

CZ_. Trei litri de lapte costa 19,50 lei. Calculeaza cat costa sapte litri de lapte:
a) folosind metoda reducerii la unitate;  b) folosind regula de trei simpla.

CB_. Un magazin vinde pixuri la bucata sau seturi de cate 60 de pixuri. Pentru doua pixuri cumparate
la bucata s-au platit 3 lei, iar pentru doua seturi s-au platit 144 de lei.
a) Numeste cele doua modalitati prin care un cumparator poate cumpara pixuri din magazin.
b) Stabileste marimile direct proportionale. Justifica raspunsul.
c) Calculeaza pretul platit pentru 7 pixuri cumparate la bucata.
d) Calculeaza pretul platit pentru 3 seturi de pixuri cumparate.

‘ 4. Calculeaza numarul de muncitori necesari pentru a termina o lucrare in 6 ore, stiind ca 12 munci-
tori termina lucrarea in 8 ore.

CS_. Activitate in perechi. Un bazin este umplut prin 4 robinete in 9 ore. Stiind ca robinetele au
acelasi debit, calculati de cate robinete este nevoie pentru a umple bazinul in 6 ore, in doua moduri:
a) folosind metoda reducerii la unitate;
b) folosind regula de trei simpla. e |

(.6_. Activitate in perechi. Pentru a conserva zacusca pregatitd pentru iarna, la o
cantind scolard s-au folosit 90 de borcane de 0,5 litri. Calculati in doua moduri necesa-

rul de borcane, in cazul in care zacusca ar fi fost conservata in borcane de 1,8 litri:
a) folosind regula de trei simpl3;
b) calculand mai intai cantitatea totala de zacusca, exprimata in litri.

«w:

1,82 0,52

[
e

C7_. Intr-un desen, lungimea segmentelor este direct proportionala cu lungimea reald a segmentelor,
iar unul dintre segmentele desenului, care are lungimea de 0,5 cm, are in realitate 1 m.

a) Calculeaza in centimetri lungimile din desen ale segmentelor care au urmatoarele lungimi
reale: 9 m, 4 dam, 45 dm.

b) in desenul respectiv sunt reprezentate segmentele AB, BC si CA. Daca AB =6 cm, BC= 55 mm
si CA =1 dm, calculeaza in metri lungimile reale ale acestor segmente.

c) Calculeaza scara desenului.

CS_. Stand in echilibru intr-un picior si cu genunchiul celuilalt picior ridicat, Alex face sari- N

turi de 35 de centimetri si parcurge distanta de 2,8 metri in 24 de secunde. Daca saritura

ar fi fost de 40 cm si timpul in care face aceasta sdritura este acelasi cu timpul in care face

saritura de 35 cm, calculeaza in cat timp ar fi parcurs Alex: |
a) aceeasi distanta; b) 3,6 metri.

!
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@ —
: 5

1. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 3 puncte
Cele doua scheme alaturate reprezinta regulile de trei simpla
prin care se calculeaza numerele x si y. T 10
a) Conform schemei 1, numarul x este egal cu: y
A.3,(3); B. 30; 15 . X
C.7,5; D. 15. ,
b) Conform schemei 2, numérul y este egal cu: o 6‘L’ 3
PRT B.45.  |eEcEem
C. 2; D.5. D s y
CZ'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 3 puncte
Un autobuz parcurge in fiecare zi pe autostrada un traseu cu lungimea de 420 km.
a) Daca traseul este parcurs in 6 ore, atunci viteza medie este de ... 1) 105 km/h;
b) Daca traseul este parcurs in 4 ore, atunci viteza medie este de ... 2) 70 km/h;
c) Daca traseul este parcurs in 7 ore, atunci viteza medie este de ... 3) 120 km/h;
4) 60 km/h.
(_?:. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 3 puncte
Daca o anumita cantitate de sirop este imbuteliata in 20 de sticle de 1,5 litri fiecare, atunci numarul
de sticle de 2 litri necesare imbutelierii aceleiasi cantitati de sirop este egal cu !
Din oficiu: 1 punct)

\

Exercitii si probleme recapitulative

Un angajat castiga 1125 de leiin 5 zile. Cat castigd angajatul in 8 zile, avand acelasi ritm de munca?
Determind numerele x si y, stiind ca sunt direct proportionale cu numerele 4 si 15, iar 3y - 7x =51.

Ce procent reprezinta numarul a din numarul b, daca asi b sunt direct proportionale cu 28 si 35?7

- < X z 2 . . 3X+5y+7z
Stiindca — = y_Z._ —, calculeaza valoarea raportului 2X¥oyriz

a b ¢ 5 3a+5b+7¢

Determind numerele x, y si z din sirul de rapoarte g = % = i, stiind ca 2x + 3y + z=76.

. ..a b ¢ . x . a+b+c a+b>+c’ 2a+3b+5c
Stindca — = — = — si — =5, calculeaza: a) ———; b) ————; ¢ .
X 'y z a X+y+z X +y +z 2x+3y+5z

Stiind ca g._ b == d =11, calculeaza 21 - w.
X y z t X+y+z+t /4

Suma de 700 de lei se imparte in doud parti invers proportionale cu numerele

R E @ R

|

2 si 5. Calculeaza cele doua numere. -
( 9. Determind numerele x si y, stiind ca sunt invers proportionale cu 3 si 5, iar diferenta lor este 14.
3x+2y

5x-7y
11. Numerele g, 5, 7 sunt direct proportionale cu 36, b, respectiv 84. Calculeaza 2a + b si 2b - a.

‘ 10. Calculeaza valoarea raportului , stiind ca numerele x si y sunt invers proportionale cu 7 si 11.

o

‘ 12. Pentru a realiza o lucrare intr-o zi este nevoie de 12 muncitori. Calculeaza de cati muncitori este

nevoie pentru a realiza lucrareain:  a) 2 zile; b) 3 zile; c) 4 zile; d) 6 zile.
Q_3. Pentru 7 esarfe se platesc 196 de lei. Calculeaza cat costa: a) 5esarfe;  b) 15 esarfe.
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Timp de lucru: 50 de minute.

Subiectul I. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, completeaza casuta aliturata cu litera A. In caz
contrar, completeaza cu litera F.
(5p) | 1.Dacaasib suntdoua numere direct proportionale cu 2 si 3, iar suma lor este 45, atunci D
diferenta numerelor este 9.
(5p) | 2. Daca x si y sunt doua numere invers proportionale cu 2 si 3, iar suma lor este 30, |:|
atunci diferenta lor este 6.
(5p) | 3.Daca masurile a doud unghiuri complementare sunt direct proportionale cu4si 11, D
atunci masura celui mai mic dintre unghiuri este egala cu 18°.
(5p) | 4. Daca masurile a doua unghiuri suplementare sunt invers proportionale cu 7 si 11, D
atunci madsura celui mai mare dintre unghiuri este egala cu 110°.

Subiectul Il. Uneste, prin sdgeti, fiecare cifra corespunzatoare enunturilor din coloana A, cu litera care
indica raspunsul corect aflat in coloana B.

A B
.a b c . <
(5p) 1.Daca § = EZ 7 =8, atuncisumaa+ b + ceste egala cu ... a) 56;
(5p) | 2.Daca numerele 2 si 14 sunt direct proportionale cu numerele 8 si x, b) 20;
atuncix esteegal cu... !
(5p) | 3.Daca numerele 108 si 72 sunt invers proportionale cu numerele 03;
2 siy, atunciy este egal cu ... '
(5p) | 4.Daca 7 caiete identice costa 31,50 lei, atunci valoarea in lei a
L ) . d) 120;
5 caiete identice cu primele este ...
e) 22,5.

Subiectul lll. La cerintele urmatoare alege litera care indica singura varianta corecta.

(5p) | 1.Tudor poate cumpara cu banii pe care i are 8 carti, toate avand acelasi pret. Daca pretul
cartilor s-ar dubla, Tudor ar putea cumpara:

A. 16 carti; B. 4 cartj; C. 6 carti; D. 2 carti.
(5p) 2. O lucrare este realizata de 4 muncitori in 12 zile. Sase muncitori ar realiza aceeasi lucrare in:
A. 10 zile; B. 8 zile; C.6zile; D. 4 zile.

(5p) | 3. Impartim numarul 180 in parti direct proportionale cu numerele 2, 3 si 5. Cel mai mare
dintre numere este:

A.54; B.75; C.120; D. 90.
(5p) | 4.Daca a_ b _C z, X, ¥, z# 0, atunci rezultatul calculului 7 - atb+c 2 este:
x y z 7 X+y+z
A.1; B. 2; C.0; D.7.

La subiectul IV scrie rezolvarea completa.
Subiectul IV. Numerele g, b si ¢ sunt direct proportionale cu 2, 3, respectiv 5, iar produsul lor este 1920.

(15p) | a) Calculeaza numerele g, b si c.
(15p) | b) Verificadacaa+b=c.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul | 1.1 1.2 13 L4 |1 [ n2 | 3 | n4 | ofm2 | m3 | 14 | iva | Vb
Punctajul
Nota
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11.3. ORGANIZAREA DATELOR Sl PROBABII.ITATI

ELEMENTE DE ORGANIZARE A DATELOR. REPREZENTAREA DATELOR
PRIN GRAFICE iN CONTEXTUL PROPORTIONALITATII

In studiul unor fenomene (naturale, stiintifice, sociale, economice) apar probleme legate de analizarea si
sistematizarea datelor privitoare la fenomenele cercetate, cu scopul de a emite concluzii bazate pe aceste
analize, necesare inclusiv pentru anumite previziondri. Veti intelege mai bine analizand si rezolvand pro-
bleme specifice.

Rezolvam impreuna

Radu si-a propus sa monitorizeze temperatura de afara timp de o saptdmana. in caietul lui a desenat
tabelul de mai jos, in care va nota zilnic valorile temperaturilor masurate in grade Celsius.

Ziua L M M J \") S D
Temperatura (in°C) | 6 | 10 | 8

a) Care au fost temperaturile notate de Radu in primele trei zile ale saptamanii?
b) Pentru a observa mai bine evolutia temperaturii, Radu a realizat un desen in felul urmator:
— a desenat doud axe perpendiculare, cu originea comuna;

— pe axa verticald a reprezentat numerele 0, 6, 8 5i 10, avand B
grija ca distantele dintre subdiviziuni sa fie egale;
— pe axa orizontala a desenat trei puncte care evidentiaza c
Zilele saptamanii, L, M., M, avand grija ca distantele intre cele 8
trei puncte sa fie egale. A
—1in final, a desenat trei dreptunghiuri care au aceeasi 6
latime si lungimile LA, M,B, M,C exprimate in centimetri direct
proportionale cu temperaturile exprimate in grade Celsius.
Desenulrealizat de Radu este o diagramd, numita diagrama
de tip coloana.
Calculeaza lungimile M.B si M.C, stiind ca segmentul LA
desenat de Radu are lungimea de 3 cm.
Rezolvare: 5 1 m M

a) Din tabelul lui Radu rezulta ca s-au inregistrat urma-
toarele temperaturi: luni 6°C, marti 10°C si miercuri 8°C.
b) Notam M. B=x cm si M,C=y cm.Din enunt, LA=3 cm sinumerele 3, x, y sunt direct proportionale

3
cu 6, 10, respectiv 8; rezulta ca EZ%ZX ,deundex=5cmsiy=4cm.
A

2. loana, vecina si colega de clasa cu Radu, a monitorizat
si ea temperaturile din cursul saptamanii, dar a preferat sa 10 B
noteze zilele cu numerele 1,2, 3,4, 5,655 7.

a) Deseneaza si completeaza in caietul tau tabelul loanei. g ¢0;

b) Pe baza tabelului, loana a realizat in caiet desenul A
alaturat, care este tot o diagrama, numita diagrama prin °© @
puncte. Ea si-a mai notat cd axa orizontald este axa absciselor,
iar axa verticala este axa ordonatelor.

Cereprezinta numerele plasate de loana pe axa absciselor?
Dar numerele reprezentate pe axa ordonatelor? 6] P P, Ps Ps
c) Despre punctul A, loana spune ca are coordonatele 0 1 2 3 4
1si 6 si ca 1 este abscisa, iar 6 este ordonata punctului A. In acest context, care sunt coordonatele

punctului B si ce semnificatie au?

»
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d) Luand ca unitate de masura un segment cu lungimea de 2 cm, loana a reprezentat pe axa
absciselor numerele 0, 1, 2, 3, 4 si punctele ale caror coordonate sunt aceste numere, respectiv
punctele O,P,, P, P, P,.Dacd g, b, ¢, d sunt numere care exprima lungimile segmentelor OP,, OP,, OP,,
OP,, masurate in centimetri, arata ca a, b, ¢, d sunt direct proportionale cu 1, 2, 3, 4.

e)Luand caunitatedemadsuraunsegmentculungimeade0,5cm,loanaareprezentat peaxaverticald
numerele 6, 8, 10 si punctele ale caror coordonate sunt aceste numere, respectiv punctele Q,, Q,, Q..
Daca x, y, z sunt numere care exprima lungimile segmentelor 0Q,, 0Q,, 0Q,, masurate in centimetri,
arata ca x, y, zsunt direct proportionale cu 6, 8, 10. Altfel spus, ordonatele punctelor A, B si C desenate de
loana sunt direct proportionale cu temperaturile.

3. Rezultatele obtinute de elevii clasei a VI-a, la o proba
de evaluare, au fost sistematizate de profesorul clasei si
prezentate elevilor prin diagrama aldturata.

a) Cati elevi au fost evaluati cu nota 7?7 Dar cu nota 9?

b) Prezinta rezultatele evaludrii cu ajutorul unui tabel.

c) Daca coloana care reprezinta numarul de elevi eva-
@ luati cu nota 7 are indltimea de 3 cm, calculeaza inaltimile Nota3 Nota4 Nota$ Nota6 Nota7 Nota8 Nota9 Nota10
coloanelor care reprezinta numarul elevilor evaluati cu nota 8 si numarul elevilor evaluati cu nota 6.

Rezolvare:

a) Coloana a cincea aratd ca 6 elevi au fost evaluati cu nota 7. Analog, coloana a saptea arata ca
3 elevi au fost evaluati cu nota 9.

b) Rezulta urmatorul tabel: Nota 3 4 5 6 7 8 9 10

Numarul de elevi 1 2 3 4 6 5 3 1

Numarul de elevi
o - N w N v (o)) ~N

¢) Indltimea unei coloane este direct proportionald cu numdirul elevilor. Prin urmare, inaltimea oricarei
coloane se poate calcula cu regula de trei simpla:

3CM e 6 elevi 3CM e 6 elevi

XCM e 5 elevi XCM s 4 elevi
3-5 3.4

:x—?:Z,S(cm). :>x=?:2(cm)

4. Studiaza cu atentie diagrama prezentata in exercitiul anterior.

a) Deseneaza in caietul tau cele doua axe: axa notelor si axa numdrului de elevi.

b) Stiind ca lungimea unui segment intre doua note consecutive este egala cu 1 cm, reprezinta
notele pe axa notelor. Deseneaza prin punctele respective drepte verticale (paralele cu axa numarului
de elevi).

c) Reprezinta prin puncte pe axa numdrului de elevi numerele 1, 2, 3, 4, 5, 6, luand ca unitate de
masura segmentul cu lungimea de 0,5 cm. Deseneaza prin punctele respective drepte orizontale
(paralele cu axa notelor).

d) Noteaza cu A, B, C, D, E, F, G, H punctele aflate la intersectia dreptelor verticale cu cele orizontale
corespunzatoare fiecdrei note si traseaza segmentele AB, BC, CD, DE, EF, FG si GH.

Rezolvarea cerintelor anterioare conduce la urmatoarea diagrama, numita diagrama de tip linie.

A
6
Q
v 4
[
T 3
El
w2
£
=z
0 >
3 4 5 6 7 8 9 10
Note
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5.Profesorul le-a prezentateleviloranalizarezultatelor
la proba de evaluare si prin diagrama alaturata, numita = nota 3
diagrama circulara. = nota 4
a) Observa culoarea notelor. Ce reprezinta 24%? » nota 5
b) Foloseste tabelul de mai jos si regula de trei simpla nota 6

pentru a exprima in procente numarul elevilor care au

. m nota7
fost evaluati cu nota 8. - rotas
Nota 3(4|5|6|7]|8]|9]|10 = nota 9
o) m nota 10
Numarul | | 5 | 5 4| o 15| 3|
de elevi
Rezolvare:

a) Observand culoarea, deducem ca 24% reprezinta procentul elevilor care au fost evaluati cu nota 7.

b) Pentru a exprima in procente numarul elevilor care au fost evaluati cu nota 8, calculam mai
intai numdrul tuturor elevilor evaluati: 1 + 2 +3+ 4+ 6 + 5+ 3 + 1 = 25. Deducem cd 100% reprezinta
numarul total al elevilor evaluati, din care 5 au fost evaluati cu nota 8. Aplicam apoi regula de trei
simpla si obtinem ca 20% din numarul total de elevi au fost evaluati cu nota 8.

“ \

e Un sir de date asociate unei marimi variabile poate fi organizat si prezentat prin folosirea tabelelor
si a diagramelor.

e Intabele, organizarea datelor se face pe linii si pe coloane, in functie de specificul datelor respective.
Diagramele ofera posibilitatea prezentarii datelor intr-o forma geometrica, prin folosirea a doua axe de
coordonate sau altfel.

e Dupa aspectul ei, o diagrama poate fi: diagrama prin puncte, diagrama de tip linie, diagrama de tip
coloand, diagrama circularad etc.

& Datele reprezentate intr-o diagrama sunt direct proportionale cu marimile lor.

Y,

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele
Q_. in diagrama alaturata se stie ca: «tAOB = 60° si «BOC = 90°. B

a) Deseneaza unghiul COD, astfel incat suprafata corespunzatoare aces- C
tuia sa reprezinte 50% din suprafata circulara.

b) Calculeaza ce procent din suprafata circulara reprezinta suprafata A (P
corespunzatoare unghiului AOB.

c) Calculeaza ce procent din suprafata circulara reprezinta suprafata
corespunzatoare unghiului BOC.
CZ_. La cabinetul de,Orientare scolara si profesionald”, elevii au fost 4
intrebati in ce masurd parintii ii influenteaza in ceea ce priveste in- 50
scrierea la liceu. Situatia este prezentata procentual in diagrama cu 2(5) .
bare verticale alaturata: 35

a) | in totalitate; b) M in mare masurg; 30

c) | intr-o oarecare masurd;  d)[ in mica masura; 25

e) l deloc. f‘s’

Stiind ca sondajul s-a desfasurat pe un grup de 600 de elevi, pre- 10

cizeaza ce reprezinta axa absciselor, ce reprezinta axa ordonatelor °| [] .
si calculeaza: cati elevi au ales varianta a), cati elevi au ales varianta

b), cati elevi au ales varianta c), cati elevi au ales varianta d) si cati elevi au ales varianta e).
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‘ 3. In diagrama cu coloane orizontale alaturata este ilustrata
repartitia notelor obtinute de elevii unei clase la testul de M@ 10— ]

evaluare initiald. Calculeaza: nota9 [T ]
a) procentul elevilor care au fost evaluati cu nota &; nota 8
®.0 b) procentul elevilor care au fost evaluati cu nota cel nota7
putin egald cu 8. nota 6
c) procentul elevilor care au fost evaluati cu nota cel mult notas [T— " ]
egald cu 7. nota4 ]

»
»

Ol 1 23 456 78 910

C‘L. Realizandu-se un studiu pentru a identifica dinamica
populatiilor de cetacee din bazinul Marii Negre, s-a ajuns la concluzia ca in anul 2018 au esuat 80 de
exemplare, in anul 2019 au esuat 50 de exemplare, in anul 2020 au esuat 100 de exemplare si in anul
2021 au esuat 50 de exemplare.

a) Realizeaza un tabel cu doua linii in care sa notezi aceste date.

b) Calculeaza cat la suta din numarul exemplarelor esuate in 2019 reprezinta numarul exem-
plarelor esuate in 2020 si cat la suta din numarul exemplarelor esuate in 2020 reprezinta numarul
exemplarelor esuate in 2021.

c) Realizeaza o diagrama de tip coloana care sa reprezinte datele problemei.

G

2

NN
o v
Numarul de voturi

Temperatura
&

°

0
8
6
4
5
. -
@ 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 0 @

®|oana = Mihaela = Alex Mihai

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

litera F. 3 puncte
Conform diagramei 1, in cursul acelei zile:
a) temperatura maxima a fost atinsa la ora 14; A F
b) temperatura a fost mai mare de 15°C intre orele 13 5i 16; A F
c) de la ora 15 pana la ora 16 temperatura a crescut cu 5°C. A F
(_2'. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. Priveste diagrama 2. 3 puncte
a) La vot au participat:
A. 4 elevi; B. 28 de elevi; C. 30 de elevi; D. 25 de elevi.
b) Cel mai mare numar de voturi a fost obtinut de:
A.loana; B. Mihai; C. Mihaela; D. Alex.
C?»'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 3 puncte
Conform diagramei 1, in cursul acelei zile:
a) temperatura a fost mai mare sau egala cu 10°C dupa ora ... 1)8;
b) temperatura a fost in crestere inainte de ora ... 2)10;
c) temperatura cea mai mica a fost atinsa la ora ... 3) 14;
4)15.
Din oficiu: 1 punct
N\ J
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m REPREZENTAREA DATELOR CU AJUTORUL UNOR SOFTURI MATEMATICE

Microsoft Excel este o componenta a pachetului Microsoft Office, specializata in prelucrarea datelor.
Excel pune la dispozitie cel mai popular mod prin care se pot prelucra si reprezenta grafic date, fiind un
instrument foarte usor de utilizat.

Rezolvam si descoperim cunostinte noi

1. La o evaluare, elevii claselor a VlI-a dintr-o scoala au obtinut urmatoarele rezultate:

- Grupe de note Sub 5 | 5-5,99 | 6-6,99 | 7-7,99  8-8,99 | 9-10
La matematica: — -
Numarul elevilor 8 14 27 25 34 20
. . . Grupedenote Sub 5 | 5-5,99 | 6-6,99 | 7-7,99  8-8,99 | 9-10
La limba romana: -
Procentul elevilor 14% 27% 21% 15% 14% 9%

a) Pentru prelucrarea datelor oferite de tabelul cu rezultate, folosind Microsoft Excel, vom realiza o
diagramd de tip coloand.

Pasul 1: deschideti o foaie Excel. (X )
Pasul 2:introduceti datele cu rezultatele la matematica in celulele foii de lucru. B

Pasul 3: selectati tabelul si faceti clic pe Inserare, apoi pe pictograma dll Coloand.

Pasul 4: rezultatul este afisarea imediata a dia- | 40
gramei de tip coloana. 35
30

in diagrama rezultata, inaltimile coloanelor |25
sunt direct proportionale cu numerele 8, 14, |20
27, 25, 34, 20, care reprezinta numarul elevilor, |'°
corespunzitor grupelor de note: “5) I I

Sub5 5-599 6699 7-799 8-899 9-10 0

Sub5 5-5,99 6-6,99 7-799  8-8,99 9-10

P

b) Urmand aceiasi pasi, pentru prelucrarea
datelor oferite de tabelul cu rezultatele la limba
romana, realizam o diagramd circulard.

Masurile arcelor mici evidentiate de diagrama " Subs
sunt direct proportionale cu valorile: 14%, 27%, " 5-599
21%, 15%, 14%, 9%. Aceste valori reprezinta E " 66,99
procentele elevilor, corespunzitoare grupelor de 77,99
note. Cu regula de trei simpla calculdm masurile 1% '2"?;)99

.o

arcelor mici Zé, CD Si DE . Deoarece procentului
100% ii corespund 360°, rezulta:

AB =97,2°, CD =32,4°, DE = 504°.

67



68

Capitolul Il

Aplicam cunostintele

Q. intr-o zi frumoasa de vara, George hotaraste sa parcurga distanta de
100 km pana la casa bunicilor cu trotineta electrica. El isi propune sa parcurga
aceasta distanta cu viteza constanta de 20 km/h. Pentru a studia distanta
parcursa pe ore, el realizeaza urmatorul tabel:

t (in ore) 1 2 3 4 5
d (in km) 20 40 60 80 100

El a notat cu d distanta parcursa si cu t timpul in care a parcurs distanta respectiva.
a) Realizeaza diagrama prin puncte asociata tabelului de mai sus.
b) Arata ca numerele 1, 2, 3, 4, 5 sunt direct proportionale cu numerele 20, 40, 60, 80, 100.

Rezolvare: 120
a) Folosind Microsoft Excel rezultd dia- 100 °
grama prin puncte alaturata. E
b) Numerele 1, 2, 3, 4, 5 sunt direct pro- | £ 80 ?
portionale cu numerele 20, 40, 60, 80, «E 60 °
=1
100, deoarece =2 -3 4 _ 5 5 40 .
20 40 60 80 100 | m
iar punctele reprezentarii grafice sunt | 5 2° *
situate pe o dreapta. TS 9
1 2 3 4 5
(12'. George si-a propus sa observe in ce timpul t de deplasare (in ore)
relatie sunt viteza si timpul daca distanta
este constanta, adicd 100 km. In acest | t(inore) 1 2 2,5 4 5
scop, George a conceput tabelul aldturat. | v (in km/h)

a) Completeaza tabelul lui George.
b) Realizeaza diagrama prin puncte asociata tabelului.

¢) in cat timp parcurge George, cu trotineta sa, distanta de 100 km, daca se deplaseaza cu viteza de
25 km/h?

Rezolvare:

. . < o d
a) Pentru completarea tabelului se utilizeaza formula de calcul a vitezei: v :?. Deoarece d =100 km,

rezulta ca v:@,de unde obtinem:t=1=v=100;t=2=v=50;t=25=v=40;t=4 = v=25;t

=5 = v =20. Rezulta urmatorul tabel:

t (in ore) 1 2 2,5 4 5
viinkm/h) | 100 | 50 | 40 | 25 | 20 20 1o

100 ®

b) Folosind Microsoft Excel rezulta diagrama
prin puncte aldturata.

c) Din tabel, dar si din diagramd, rezulta
ca daca trotineta lui George se deplaseaza
cu viteza de 25 km/h, atunci el va parcurge 20 L
distanta de 100 km in 4 ore.

80

60 50

viteza (in km/h)

40 °

timpul (in ore)
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Observam si descoperim cunostinte noi

Problemele anterioare arata ca daca viteza este constantd, atunci timpul si distanta sunt in relatie
de proportionalitate directs, iar daca distanta este constanta, atunci timpul si viteza sunt in relatie de
proportionalitate inversa.

Retine! b

e Daca variabilele x,, x,, ..., x , supuse unor interpretari, cercetari sau studii, pot fi caracterizate numeric
respectiv prin numerele m,, m,, .., m , atunci aceste informatii pot fi organizate intr-un tabel de forma:

variabila X X, X

1 n

numar m, m, m,

e Informatiile din tabelul de mai sus pot fi reprezentate prin diagrame, folosind softuri/programe ta-
belare, ca de exemplu Microsoft Excel.

e Dacdnumerelem,, m,, .., m_reprezinta partile procentuale ale unuiintreg, atunci este de preferat ca
reprezentarea datelor din tabel sa se faca printr-o diagrama circulara.

e Daca variabilele x,, x,, .., x, sunt numere direct proportionale cu numerele m,, m,, .., m_, inserarea

\diagramei prin puncte pune in evidenta puncte coliniare. )

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C1_. Diagrama alaturata reprezinta cantitatea
de apa rezultata din ploi in localitatile A, Bsi C,
in cele patru anotimpuri ale anului 2022.

a) In care localitate a plouat cel mai mult
si in care anotimp? In care localitati si in care
anotimpuri a plouat la fel?

b) in care localitate cantitatea de apa
rezultata din ploi este cu 20 de unitati de ma-
sura mai mare toamna decat vara?

¢)in care anotimpuri diferenta dintre
cantitatile de apa rezultate din ploi, in locali-
tatea B, este egala cu 5 unitati de masura?

d) Realizeaza un tabel care sa ilustreze datele din diagrama.

Cantitatea de apa (u.m.)

20
15
10
Ml Tl
0

iarna primavara vara toamna

M localitatea A mlocalitateaB  m localitatea C

(.2_. Portofoliu

Diagrama circulara alaturata reprezintd, in procente, productia
dinanul 2020 a uneifabrici de imbracaminte, an in care fabrica a produs
3500 de articole de imbracaminte.

a) Calculeaza procentul care reprezinta productia de rochii.

b) Calculeaza numarul de rochii, de bluze, de pantaloni si de fuste.

¢) Pe foaia de matematica, reprezinta o diagrama cu bare care sa
ilustreze productia fabricii, astfel incat 175 de articole de imbracaminte | = rochii = bluze = pantaloni = fuste
sa fie reprezentate de un dreptunghi cu lungimea de 1 cm.

d) Folosind softul Microsoft Excel, reprezinta si tipdreste diagrama rezultata. Anexeaza diagrama
la portofoliul personal.
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CS_. Portofoliu
Se stie cd productia de grau a Romaniei a fost de aproximativ:
10000000 tone in anul 2019; 6000000 tone in anul 2020;
9000000 tone in anul 2021; 10000000 tone in anul 2022.
a) Centralizeaza aceste date intr-un tabel.
b) Calculeaza media productiei de grau pe cei 4 ani.
c) Calculeaza ce procent din productia fiecarui an reprezinta productia medie.
d) Folosind softul Microsoft Excel, realizeaza si tipareste o diagrama circulara care sa contina
datele problemei si anexeaza diagrama obtinuta la portofoliul personal.
(i. Portofoliu
Cartile din biblioteca unei scoli sunt centralizate in urmatorul tabel:

Tipul cartilor Albume Beletristica | Dictionare Reviste Culegeri de probleme
Numarul cartilor 1600 2000 800 1200 400

a) Realizeaza o diagrama de tip coloand, folosind datele din tabel.

b) Calculeaza numarul total al cartilor.

c) Calculeaza ce procent din numarul total al cartilor reprezinta numarul revistelor.

d) Folosind softul Microsoft Excel, realizeaza si tipareste o diagrama prin puncte care sa contina
datele problemei si anexeaza diagrama obtinuta la portofoliul personal.

@'
‘o i AUTOEVALUARE (‘; ?) )

P George experimenteaza incalzirea unei cantitati
mici de apa intr-un vas. Folosindu-se de un crono- 8o+
metru, din minut in minut el masoara temperatura
apei din vas. Vei avea in vedere diagrama de tip linie
alaturata, care reprezinta temperatura apei in functie
de durata incalzirii.

temperatura (in °C)

60—

404

Qr. incercuieste litera corespunzitoare raspun-
sului corect. 3 puncte »0-
a) La inceputul experimentului temperatura

apei din vas era de:

A.25°% B. 20°; 0 60 120 180 240 300 360
C.18% D. 0°. timpul (in s)
b) Apa a atins temperatura maxima dupa:
A.80s; B. 2 minute;
C.240s; D. 3 minute.
(_2'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
a) Apa a atins temperatura de 70° dupa ... 1) 150 de secunde;
b) Temperatura apei a fost in descrestere timp de ... 2) 180 de secunde;
c) Temperatura apei a fost constanta timp de ... 3) 120 de secunde;

4) 0 secunde.

c.’»'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Experimentul a incetat dupa exact I:] secunde.

Din oficiu: 1 punct
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PROBABILITATI

Observam si descoperim cunostinte noi

O moneda are doua fete: banul si stema. Daca se aruncd moneda, la
revenire apare banul sau stema. Este vorba despre o experientd cu rezultat
intdmplator. Repetdm experienta. Aceasta inseamnd, de fapt, cd aruncam
moneda de mai multe ori. Notam cu n numarul de aruncari, cu n_numarul

. . . n, . .
de aparitii ale stemei si cu f, rezultatul calculului —. Numadrul f_este numit

n
frecventa aparitiei stemei. n n; f,
a) Efectueaza experienta de: i) 10 ori; ii) 20 de ori; iii) 30 de ori. i) 10
b) Copiaza tabelul alaturat si inregistreaza in el datele obtinute. ii) 20
. n - . . i
Valoarea raportului f, =75 , numitd frecventa aparitiei stemei, i) | 30

sugereaza o fractie zecimala. Care ar trebui sa fie aceasta fractie zecimala?

Pentru a te convinge de corectitudinea aproximarii frecventei aparitiei stemei, repeta acasa
experienta de un numar de ori mult mai mare, de exemplu, de 100 de ori. Vei constata ca fs =0,5.

Nu intotdeauna putem cunoaste cea mai buna aproximare a frecventei unui eveniment, deoarece
nu putem repeta experienta decat de un numar finit de ori. Frecventa aparitiei unui eveniment
sugereaza o notiune noud, cea de probabilitate.

Pentru a defini probabilitatea, vom considera o experienta aleatorie (de exemplu, aruncarea unei
monede) si un eveniment A (de exemplu, aparitia stemei). Vom nota cu m numarul cazurilor favorabile
evenimentului si cu n numarul cazurilor posibile ale experientei. De exemplu, in cazul aruncarii unei
monede sunt doar doua cazuri posibile ale experientei: banul sau stema. Avem un singur caz favorabil
evenimentului A: stema. Probabilitatea realizarii acestui eveniment este 0,5.

Retine! b

e Pentru o experienta aleatorie (cu rezultat intamplator), probabilitatea realizarii unui eveniment
este raportul dintre numarul cazurilor favorabile realizarii evenimentului si numarul cazurilor posibile
ale experientei.

Daca pentru evenimentul A al unei experiente aleatorii se noteaza cu m numarul cazurilor favorabile
realizarii evenimentului si cu n numarul cazurilor posibile ale experientei, atunci probabilitatea realizarii

. . m
evenimentului A este P, =—.
n

— Deoarece numadrul cazurilor favorabile este cel mult egal cu numarul cazurilor posibile (m < n),
rezultaca0<P, <1.

-Daca m = n, atunci P, = 1 si evenimentul A se numeste eveniment sigur.

- Daca m =0, atunci P, = 0 si evenimentul A se numeste eveniment imposibil.

Teoria probabilitdtilor este o ramura a matematicii care studiazd modul in care
se desfasoara fenomenele aleatorii. Inceputurile teoriei probabilitatilor sunt legate
de numele matematicienilor Blaise Pascal si Pierre Fermat. In secolul al XVIl-lea, ei
au ajuns la probleme legate de probabilitate datorita jocurilor de noroc.

Blaise Pascal Pierre Fermat
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Exerseaz3d, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C1_. Un grup de 15 elevi, dintre care 9 sunt fete, si-au dat intalnire la Muzeul National #
de Istorie Naturald ,Grigore Antipa” din Bucuresti. Muzeul este considerat cel mai mare
muzeu de istorie naturala din tara si una dintre cele mai vechi institutii de cercetare
a biodiversitatii. Calculeaza probabilitatea ca primul elev care soseste la muzeu sa fie
baiat.

CZ_. in penarul ei, Cristina are: 9 pixuri rosii, 12 pixuri negre, 6 pixuri albe si 3 pixuri albastre.

a) Cristina deschide penarul si extrage la intamplare un pix. Calculeaza probabilitatea ca pixul sa
fie alb si probabilitatea ca pixul sa nu fie rosu.

b) Determina cel mai mic numar de pixuri pe care Cristina trebuie sa le extraga din penar pentru
a fi sigura ca a extras cel putin un pix negru.

c) Calculeaza probabilitatea ca extrdgand la intamplare un pix acesta sa nu fie albastru.

3. Intr-o urna sunt bile rosii si verzi. Probabilitatea ca o bila extrasa aleatoriu din urna sa fie verde

este egald cu . Dacad in urna sunt in total 40 de bile, calculeaza numarul bilelor rosii.

G Calculeaza care este probabilitatea ca alegand la intamplare un numar de o cifra acesta sa fie:
a) cel putin egal cu 3; b) cel mult egal cu 5.

(.5_. Care este probabilitatea ca luand la intamplare un numar de forma 1x5y, acesta sa fie divizibil cu 4?
C6_. Calculeaza care este probabilitatea ca alegand la intamplare un numar de doua cifre acesta sa fie:
a) patrat perfect; b) cub perfect.

C7_. Pentru o evaluare au fost propuse 25 de subiecte. Un candidat la aceasta evaluare a rezolvat

22 de subiecte dintre cele propuse. Calculeaza care este probabilitatea ca extragand la intamplare un
subiect acesta sa nu fi fost rezolvat de candidatul respectiv.

( AUTOEVALUARE

€%
©:

Q'. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 4 puncte
a) Se aruncad un zar. Probabilitatea aparitiei b) Se arunca un zar. Probabilitatea sa nu apara
fetei 5 este egala cu: fata 5 este egala cu:
A.l; B.g; C.E; D.l. A.l; B.é; C.E; D.l.
5 5 6 6 5 5 6 6
(_2'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 3 puncte
Dintr-o urna cu doua bile albe si doua bile negre se extrag aleatoriu doua bile.
a) Probabilitatea extragerii a doua bile albe este egala cu ... 11
b) Probabilitatea ca cele doua bile extrase sa fie de culori diferite 2)0,5;
esteegalacu.. 3)0,25;
c) Probabilitatea ca una din bilele extrase sa fie alba sau neagra este ... 4)0,75.
c.’»'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte

Daca intr-o experienta cu rezultat intampldtor probabilitatea realizarii unui eveniment A este 25%,

atunci probabilitatea sa nu se realizeze evenimentul A este egala cu |:|

Din oficiu: 1 punct
g J
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Exercitii si probleme recapitulative

(_1_. Se considera experienta aruncarii unui zar, o singura data. Calculeaza probabilitatea aparitiei
unei fete avand un numar de puncte:

a) par; b) prim; c) divizor al lui 6; d) patrat perfect.

2. Se considera multimea numerelor naturale de doud cifre. Calculeaza probabilitatea ca, alegand

laintdamplare un numar, acesta:

a) sa fie divizibil cu 11; b) sa aiba ultima cifra 5.
(_?:. La un test, un elev a luat nota 4, 2 elevi au luat nota 5, 3 elevi au luat nota 6, 5 elevi au luat nota 7,
6 elevi au luat nota 8, 5 elevi au luat nota 9 si 3 elevi au luat nota 10.

a) Scrie datele problemei intr-un tabel.

b) Calculeaza media clasei la acel test.

¢) Calculeaza frecventa notei 9.

d) Realizeaza o diagrama prin puncte care sa ilustreze
datele problemei.

4. In diagrama alaturatd este reprezentatd distribu-

tia in procente a timpului alocat de luliana activitatilor = masa
desfasurate pe parcursul unei zile. Calculeaza: = studiu
a) in procente, timpul liber alocat de luliana; = odihna
b)in ore, timpul alocat de luliana pentru masa, pentru timp liber
studiu si pentru odihng;
) in grade, masura arcelor: AB, BC, CD, DA. C
CEL. Se considerd experienta alegerii unei cifre de la 0 la 9. Calculeaza probabilitatea ca aceasta sa fie:
a) cifrd imparg; b) cel putin egald cu 4;
c) cel mult egala cu 7; d) multiplu de 3.

6. Intr-o urna sunt 6 bile albe, 9 bile rosii si 12 bile negre. Determina probabilitatea ca extragand o
bila aceasta sa fie:
a) albg; b) rosie; c) neagrg; d) alba sau rosie; e) alba si rosie.

‘ 7. Cameliaainregistrat temperaturile maxime ale zilelor unei saptamani si a notat datele intr-un tabel.

Ziua Luni Marti Miercuri Joi Vineri Sambata Duminica
Temperatura 7° 10° 12° 8° 5° 2° 7°

a) Realizeaza o diagrama cu bare care sa reprezinte situatia din tabelul Cameliei.
b) Calculeaza temperatura medie din perioada prezentatd de Camelia, rotunjind la sutimi.

Cii. Se arunca un zar. Determind probabilitatea aparitiei:
a) fetei cu 5 puncte;
b) unei fete cu un numar de puncte cel mult egal cu 3;
¢) unei fete cu un numar de puncte cel putin egal cu 2.

(_9_. La o lucrare de control notele au fost: 7, 5, 8,9, 10,4,6,7,8,9,8,7,5,6,7,8,9,10,9,8,7,4,5,6, 7.
a) Centralizeaza notele de la test intr-un tabel.
b) Calculeaza media clasei la acest test.
c) Calculeaza frecventa notei 7 la acest test, sub forma zecimala si sub forma procentuala.
d) Realizeaza o diagrama de tip coloana, care sa ilustreze datele problemei.

QP. Determina probabilitatea ca, inlocuind la intamplare cifra x in numarul 97x, acesta sa fie divizibil cu:
a) 2; b) 3; c)5; d)9; e) 10.

‘ 11. a) Cum se numeste un eveniment care are sansa de realizare 100%? Da un exemplu.
b) Cum se numeste un eveniment care are sansa de realizare 0%? Da un exemplu.
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Timp de lucru: 50 de minute.

®-.0 Subiectul I. Daca apreciezi ca afirmatia este adevaratd, completeaza casuta aliturata cu litera A. In caz
contrar, completeaza cu litera F.

(5p) | 1. Probabilitatea realizarii unui eveniment are intotdeauna valori mai mari decat 1. []

(5p) | 2.Daca un eveniment este sigur, atunci probabilitatea realizarii acestuia este 1. |:|

(5p) 3. Daca probabilitatea realizarii unui eveniment este 0, atunci evenimentul este D
imposibil.

(5p) | 4.Probabilitatea realizarii unui eveniment este raportul dintre numarul cazurilor D
favorabile realizarii evenimentului si numarul cazurilor posibile ale experientei.

Subiectul Il. Uneste, prin sdgeti, fiecare cifra corespunzatoare enunturilor din coloana A, cu litera care

indica raspunsul corect aflat in coloana B.
Diagrama alaturata indica repartitia notelor la testul de evaluare initiala la matematica.

A B
50) 1. Numarul elevilor cu note mai a)13;
P mari sau egale cu 7 este egal cu ...

@ (5p) | 2. Numarul elevilor care au luat b) 23; ’
note mai mici decat 6 este egal cu ...
C) 18; 6

(5p) | 3. Numarul elevilor care au luat cel
putin nota 8 este egal cu ... d) 21;

(5p) | 4.Numarul elevilor care au luat cel . : ) ; Y p . . g
mult nota 9 este egal cu ... e)3. Numirul de elevi

Nota
>

Subiectul lll. La cerintele urmatoare alege litera care indica singura varianta corecta.

(5p) | 1. Se arunca doua zaruri. Probabilitatea ca suma punctelor de pe fetele aparute sa fie mai
mica decat 10 este egala cu:

A.0,8(3); B.0,8; C.0,88; D. 0,0(6).

(5p) | 2.1ntr-o urna sunt 8 bile albe si 4 bile albastre. Probabilitatea ca extrdgand o bila aceasta sa
nu fie albastra este egala cu:

A.0,(3); B.0,4; C.0,8; D. 0,(6).

(5p) | 3.Intr-oladitd sunt mere si 5% dintre acestea sunt stricate. Probabilitatea ca luand la intam-
plare un mar acesta sa nu fie stricat este egala cu:

A.0,9; B. 0,95; C.9; D. 95.

(5p) | 4.1ntr-o urna sunt bile numerotate de la 1la 100. Probabilitatea ca extrdgand o bila la intam-
plare aceasta sa fie numerotata cu un multiplu al lui 19 este egala cu:

A.0,50; B. 0,05; C.5; D. 0,20.
La subiectul IV scrie rezolvarea completa.

Subiectul IV. Se considera multimea: M = {20°, 17°, 0°, 90°, 102°, 45°, 60°, 145°, 180°, 75°}. Calculeaza
probabilitatea ca, alegand la intamplare un element din M, acesta sa reprezinte masura unui unghi:
a) drept b) ascutit; c) nul;

d) obtuz; e) impropriu; f) propriu.

(30p)

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
Subiectul 1.1 2 [ 13 | 4 [ [ 2 | 03 [ 14 | a2 [ i3 |4 [ va|IVb | IVc | IVd | IVe | IVf

Punctajul
Nota
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MULTIMEA NUMERELOR INTREGI

lll.1. Numere intregi
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numerelor. Opusul si modulul unui numér intreg.
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Capitolul 11l

100.9. NUMERE INTREG!I

MULTIMEA NUMERELOR INTREGI. REPREZENTAREA PE AXA NUMERELOR.
OpusuL S| MODULUL UNUI NUMAR INTREG. COMPARAREA S| ORDONAREA
NUMERELOR iNTREGI

Ce este axa numerelor? 0 1 3
Reprezinta pe axa numerelor 1 ; ; ' | ] ] —
numerele naturale 0, 1, 3,5,65i 7.

Observam si descoperim cunostinte noi

Exista situatii in realitatea inconjuratoare in care valorile unei marimi fizice se exprima cu ajutorul
numerelor precedate de semnul ,+” sau de semnul ,,—" In acest fel se pun in evidenta doua tendinte
sau directii opuse, fata de un punct de origine la care se raporteaza marimea.

_ Exemple:

@ 1. Temperatura este o marime fizicd care se masoara cu termometrul.
Unitatea de masura pentru temperatura este gradul Celsius (°C). In figura
alaturata, temperatura indicata de primul termometru este de 32°C
deasupra punctului 0, iar temperatura indicata de al doilea termometru
este de 13°C sub punctul 0. Spunem ca in primul caz temperatura este de
+32°C sau 32°C, iar in al doilea caz, temperatura este de —13°C.

2. Cel mai adanc punct de pe suprafata Paman-

tului este Groapa Marianelor, aflatd in Oceanul 11022 +8848
Pacific, sub nivelul marii, la adancimea de y y
11022 metri. Cel mai inalt punct de pe suprafa-
ta Pamantului este Varful Everest, in Muntii Himalaya, acesta fiind la inaltimea de 8848 metri deasupra
nivelului marii. Notand cele doua directii fata de nivelul marii (adancimea si inaltimea) cu —, respectiv
Ccu +, atunci pe o axa se pot reprezenta: Groapa Marianelor la —11022 m si Varful Everest la +8848 m.
Exemplele de mai sus sugereaza ideea ca prin numar intreg intelegem numarul zero sau orice numar
natural nenul precedat de semnul,+"sau de semnul,—". De asemenea, exemplele de mai sus sugereaza
ideea ca numerele intregi se pot reprezenta pe axa numerelor.

1 ) 1 2
-15000  -10000 -5000 0 +5000 +10000

Retine! b

e Un numar intreg pozitiv se reprezinta cu ajutorul unui numar natural nenul precedat de semnul ,+”
gl (+1,+2,+17,+301, ...).

e Un numar intreg negativ se reprezintd cu ajutorul unui numdr natural nenul precedat de semnul
— (=1,-2,-25,-725,..).

¢ Multimea numerelor intregi este multimea ale carei elemente sunt: numerele intregi negative, 0 si

numerele intregi pozitive.
. J
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e Axa numerelor intregi este o dreapta pe care se fixeaza un punct numit origine, o unitate de

madsura si doua sensuri: un sens pozitiv si un sens negativ, notate cu ,+", respectiv cu,—"
> Axa numerelor serveste la reprezentarea numerelor intregi:
- multimea numerelor intregi negative: Z,_ =1{..., -4, -3, -2, -1};
- multimea numerelor intregi pozitive: Z, = {+1, +2, +3, +4, +5, ..};
- multimea numerelor intregi: Z ={.., -5, -4, -3, -2, -1, 0, +1, +2, +3, +4, +5, ..}
0 1 2 3 4 5

5 4 -3 -2 - +1 +2 +3 +4 +5
e Multimea numerelor intregi este reuniunea multimilor Z , {0} si Z , adica: Z =7, {0} U Z.
> Orice numar natural nenul este numar intreg pozitiv, adica N\ {0} c Z..
> Orice numar intreg pozitiv este numar natural nenul, adica Z, < N\ {0}.
> Orice numar intreg pozitiv se identifica cu un numar natural nenul, adica Z, = N\ {0}.

Exemple: +1=1,+2=2,43=3,4+17=17, ....

e Opusul unui numar intreg
> Doud numere intregi a caror reprezentare difera numai prin semn sunt numere intregi opuse. Fiecare
dintre cele doua numere este opusul celuilalt. Opusul numarului intreg 0 este 0.

Exemple: +1 si -1, -2 si +2, +13 si —13 sunt numere intregi opuse.
Deoarece -1 si +1 sunt numere intregi opuse, se spune ca -1 este opusul lui +1 si +1 este opusul lui
-1. Analog -2 este opusul lui +2 si +2 este opusul lui 2.

> Opusul unui numar intreg este pus in evidenta prin scrierea semnului,—"in fata numarului intreg
si rezulta prin schimbarea semnului numarului intreg.

Exemple: —(+3) inseamna opusul numarului intreg +3, care este -3. Rezultad ca -(+3) =-3;
—(=3) inseamna opusul numarului intreg -3, care este +3. Rezulta ca -(-3) = +3.

¢ Modulul sau valoarea absoluta a unui numar intreg
» Orice numar intreg nenul este format dintr-un semn (+ sau -) si un numar natural. Numarul natural
este modulul sau valoarea absolutd a numarului intreg. Modulul numarului intreg 0 este 0.

Exemple: Modulul numarului intreg +3 este egal cu numarul natural 3. Notam: [+3| = 3.

Modulul numarului intreg —7 este egal cu numarul natural 7. Notam: |-7| = 7.

» Pe axa numerelor, modulul unui numar este egal cu distanta de la origine la reprezentarea acelui
numdr pe axa si doua numere sunt opuse daca sunt reprezentate prin doua puncte simetrice fata de
originea axei.

Exemplu: Pe axa numerelor este reprezentata originea O si A 0 | B C
unitatea de masura aleasd, O/ = 1. Numerele intregi -2, +2 f f +— —t }
si +3 sunt reprezentate prin punctele A, B si, respectiv, C. -3 -2 -1 0 +1 +2 43

Rezulta: |-2| = OA = 2, |[+3| = OC = 3. Deoarece punctele A si B sunt simetrice fata de originea axei
(OA = 0B = 2), rezulta ca —2 si +2 sunt numere intregi opuse.

e Compararea si ordonarea numerelor intregi
» Pe axa numerelor, dintre doua numere intregi, cel mai mic se afla la stanga celui mai mare.

Exemple: La —5°C este mai frig decat la —2°C sau decat la —1°C. Rezulta ca -5 < -2 si -5 < —1.
Pe axa numerelor, numarul -5 este in stanga numarului —2. Rezulta ca -5 < -2.

Reprezentarea numerelor intregi pe axa numerelor permite justificarea urmatoarelor afirmatii:

> Orice numar intreg negativ este mai mic decat orice numar intreg |gxemple:
pozitiv. —5<42;-2<+7;-25< 1.
» Orice numar intreg negativ este mai mic decat numarul intreg 0. -7<0;-1<0;-3<0.
» Orice numar intreg pozitiv este mai mare decat numarul intreg 0.  |+3 > 0; +1 > 0; +249 > 0.
» Dintre doua numere intregi negative diferite, este mai mic numarul |-15 < -2, deoarece

~

care are modulul mai mare. |[-15|=15>2=]-2|.

.
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P M ...

Portofoliu

Intelegerea continuturilor teoretice anterioare despre numere intregi este foarte importanta. Aceste
continuturi sunt mijloace informationale ce iti sunt necesare pentru formarea si dezvoltarea compe-
tentelor de utilizare a matematicii. Prin urmare, adauga la portofoliul personal continuturile teoretice
prezentate anterior, insotite de propriile tale exemple.

Exerseaz3, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

1. Raspunde la urmatoarele intrebari:
a) De ce numarul -7 este numar intreg? b) De ce numarul +9 este numar intreg?
c) De ce numarul natural 3 este numar intreg?
— . 1 . . -
CZ—. Se considera multimea M = {—2,(6); +2; 4§; 3, -2,7,+7; —2}.Scr|e submultimea N a multimii

M, ale carei elemente sunt numere intregi.

(3—. Luand ca unitate de masura un segment cu lungimea de 1,5 cm, reprezinta numerele -3 si +3 pe
axa numerelor prin punctele A si, respectiv, B, apoi justificd egalitatea |-3| = |+3| in doua moduri.

G Copiaza in caiet si completeaza tabelul de mai jos:

< 5. a) Luand ca unitate de masurd un segment cu lungimea de 1 cm, reprezinta numerele intregi —4
si —6 pe axa numerelor.
b) Calculeaza modulele celor doua numere. c) Arata ca —6 < —4, in doua moduri.

CG—. Sase echipe au participat la o competitie sportiva,
organizata de un club sportiv. Organizatorul a decis
sa stabileasca ordinea valoricd a echipelor dupa
golaveraj. Golaverajul este diferenta dintre numarul
golurilor marcate si numarul golurilor primite si poate
fi pozitiv, 0 sau negativ, dupa cum numadrul golurilor
marcate este mai mare, egal sau mai mic decat numarul
golurilor primite. Situatia golurilor marcate si primite
este reprezentata in tabelul alaturat.

a) Copiaza in caiet tabelul si completeaza-l cu
golaverajul fiecarei echipe.

b) Reprezinta, prin puncte pe axa numerelor, golaverajul si echipele.

c) Foloseste reprezentarea anterioara si scrie echipele in ordine valorica descrescatoare.

7. Se considera multimea M = {+8, -3, +5, 0, 1, =2, —(+4), —(-6)} si urmatoarele submultimi ale

acesteia:

- submultimea elementelor x din M pentru care |x| = x, notata A;

- submultimea elementelor x din M pentru care |x| = —x, notata B;

- submultimea elementelor x din M pentru care |x| + |-x| = 0, notata C.

a) Scrie fiecare dintre multimile A, B si C prin enumerarea elementelor ei.

b) Calculeaza Au B U C.




@

&)

{ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

( AUTOEVALUARE

litera F. 3 puncte
a)DacaM=1{0, 1, -2, —(+3), —=(-2)}, atunci M c Z. A F
b) Orice numar intreg negativ este mai mic decat orice numar intreg pozitiv. A F
c) Pentru ca nu are semn, un numar natural nu este un numar intreg. A F
CZ'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
a)Dacax e Zsi—1<x<+2,atundci ... 1) x {0, +1, +2};
b) Dacd x € Zsi —1 < x<+2, atundi ... 2)xe{-1,0,+1}
c)Dacdx € Z si—1<x<+2, atundci ... 3)xe{-1,0,+1,+2%
4)x € {-1,0,-2,+1,+2}.
C?:. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Daca x este un numar intreg cu |x| < 3 si x > +3, atunci x este egal cu numarul natural| |
Din oficiu: 1 punct

N\

J

ADUNAREA $I SCADEREA NUMERELOR INTREGI. PROPRIETATI

Rezolvam impreun3

Figura de mai jos reprezinta schematic un termometru pe diviziunile caruia sunt marcate tempera-
turi exprimate in grade Celsius. La dreapta lui 0 sunt temperaturi pozitive, iar la stanga lui 0 sunt
temperaturi negative.

5 4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5

1. La momentul t,, termometrul indica temperatura +2°C. Calculeaza cate grade Celsius indica termometrul:
a) daca temperatura creste cu 3°C; b) daca temperatura scade cu 7°C.

2.Launmomentt,, termometrul indica temperatura —2°C. Calculeaza cate grade Celsius indica termo-

metrul, daca temperatura scade cu 3°C.

Rezolvare:

1. a) Pe termometrul schematic, de la +2°C, urmarim cresterea temperaturii cu 3°C si constatam ca

termometrul indica temperatura de +5°C: 39C

_—
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T T T T T T T T T T T T T T T

5 -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5

b) Pe termometrul schematic, de la +2°C, urmarim scdderea temperaturii cu 7°C si constatdam ca
termometrul indica temperatura de —5°C:
7°C

5 -4 -3 -2 -1 0 +1 42 +3 +4 +5

2. Pe termometrul schematic, de la —2°C, urmarim scaderea temperaturii cu 3°C si constatam ca termo-

metrul indica temperatura de -5°C:
3°C

——
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
T T T T T T T T T T T T T T T

5 -4 -3 2 -1 0 +1 42 43 +4 +5
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Observam si descoperim cunostinte noi

in vorbirea curentd, expresiile,,creste cu”si,scade cu” sunt folosite destul de frecvent. in matematica,
ele sunt asociate cu suma, respectiv cu diferenta a doua numere. in acest context ,rezolvarile” bazate
pe instrumentul fizic numit termometru se modeleaza matematic folosind numerele intregi, astfel:

in cazul 1. a), deoarece de la momentul t, cand termometrul indica temperatura de +2°C,
temperatura a crescut cu 3°C rezulta ca (+2) + 3 = +5. Cum numarul natural 3 se identifica cu numarul
intreg +3, rezulta modelul matematic al rezolvarii cerintei: (+2) + (+3) = (+5).

in cazul 1. b), deoarece de la momentul t,, cand termometrul indica +2°C, temperatura a scazut cu
7°C, rezulta: (+2) — 7 = =5. Cum numarul natural 7 se identifica cu numarul intreg +7, rezulta modelul
matematic al rezolvarii cerintei: (+2) — (+7) = (-5).

in cazul problemei 2, o judecatd asemanatoare conduce la urmatorul model matematic al rezolvarii:
(=2) - (+3) = (-5).

Deoarece opusul unui numar intreg +x este —x, adica —(+x) = —x, putem transforma cele doua
diferente de mai sus in sume, dupa cum urmeaza: (+2) + (—7) = (=5) si (-2) + (-3) = (-5).

“ \

e Adunarea numerelor intregi este operatia prin care se obtine suma a doua numere intregi.
» Suma a doua numere intregi pozitive este egala cu suma modulelor celor doua numere intregi,
precedata de semnul ,+".
Exemplu: (+2) + (+3) = +(|(+2)| + |(+3)]) = +(2 + 3) = +5.
» Suma a doua numere intregi negative este egala cu suma modulelor celor doua numere intregi,
precedata de semnul ,-".
Exemplu: (-5) + (-3) = -(|(=5)| +|(=3)) =—(5 + 3) = -8.
> Suma a doua numere intregi de semne diferite si module diferite este egala cu diferenta modulelor
celor doua numere intregi, precedata de semnul numarului cu modulul mai mare.
Exemple: (+2) + (=7) = =(|(=7)| = |(+2)) = —=(7 = 2) ==5;  (+9) + (-4) = +(|(+9) — |(-4))) = +(9 — 4) = +5.
> Suma a doua numere intregi de semne diferite si module egale este egala cu 0.
Exemplu: (+9) + (-9) = |(+9)| - |(-9)|] =9 -9 =0.
» Suma a doua numere intregi este egala cu 0 daca si numai daca cele doua numere intregi sunt opuse.
» Suma a doua numere intregi, dintre care unul este 0, este egala cu celdlalt numar intreg.
¢ Diferenta dintre un numar intreg a si un numar intreg b este suma numarului intreg a cu opusul
numarului intreg b:a-b=a + (-b).
e Scaderea numerelor intregi este operatia prin care se obtine diferenta a doua numere intregi.
¢ Proprietatile adunarii numerelor intregi
Oricare ar fi numerele intregia, b si c:
> a+ b = b+ a(comutativitatea adunarii);
> (@+b) +c=a+ (b+c) (asociativitatea adunarii);
»0+a=a+0=a(numarul intreg 0 este element neutru la adunare); 66
> orice numar intreg a are un opus, notat cu —a sia + (—a) =(-a) +a=0.
e Adunarea unui termen la o egalitate si scaderea unui termen dintr-o egalitate
Oricare ar fi numerele intregia, b si c:
»dacaa=0b,atuncia+c=b+g »dacaa=0b,atuncia-c=b-c.
(Daca la o egalitate adundm sau scddem un termen, egalitatea se pdstreazad.)
e Adunarea unui termen la o inegalitate si scaderea unui termen dintr-o inegalitate
Oricare ar fi numerele intregi g, b si c:
»dacaa<b,atuncia+c<b+g »dacaa<b,atuncia-c<b-c.
»dacaa>b,atuncia+c>b+g » dacaa>b,atuncia-c>b-c.
(Daca la o inegalitate adunam sau scadem un termen, inegalitatea se pastreaza.)




Rezolvdm impreun3d

Calculeaza S = (—1) — (-3) + (=7), unde am evidentiat semnele operatiilor de adunare si scadere,
pentru a le deosebi de semnele numerelor intregi.
Rezolvare: Transformam operatia de scadere in operatie de adunare, apoi efectudm adunarile in
ordinea in care sunt scrise.
S=(=D=(=3)+(7)=(-D)+(+3)+(-7)=(+2) +(-7)=-5
1 S —|

+(|(+3)--1) ~((=7)-(+2))
+(30) -(7-2)
+2 -5

Observam si descoperim cunostinte noi

1. Egalitatea S = (1) + (+3) + (-7) rezultata din egalitatea datd, S = (1) — (-=3) + (=7), este 0 suma de
numere intregi. Spunem ca S este o suma algebrica. Termenii sumei sunt numerele intregi —1, +3 si —7.
2. Ne amintim cd reprezentarea numerelor naturale sia numerelor intregi pe axa numerelor sugereaza
ca putem identifica orice numar intreg pozitiv cu un numar natural nenul si invers. Prin urmare, in
cazul numerelor intregi pozitive se poate renunta la semnul ,+" Altfel spus, numarul natural n este
acelasi cu numarul intreg +n. Justificam urmatoarele egalitati (unde n este un numar natural):

1.+n=n numarul natural n este acelasi cu numarul intreg +n;

2.=(+n)=-n opusul numarului intreg +n este numarul intreg —n;

3.=(=n)=+n opusul numarului intreg —n este numarul intreg +n;

4.0+ (+n) =+n 0 este element neutru pentru adunarea numerelor intregi pozitive;
5.0+ (=n)=-n 0 este element neutru pentru adunarea numerelor intregi negative;
6. 4+(+n)=+n conventie de rescriere pentru 4;

7.4+(=n)=-n conventie de rescriere pentru 5.

Egalitatile 2, 3, respectiv 6 si 7 conduc la urmdtoarele doua reguli: ,minus” in fata unei paranteze
schimbd semnul termenilor din paranteza si ,plus” in fata unei paranteze nu schimba semnul
termenilor din paranteza.

De exemplu, pentru suma algebrica S=(—1) — (—=3) + (—=7), tinand cont ca primul termen al sumei este
—1,rezultd S=-1+ 3 — 7. Sa remarcam ca termenii acestei sume —1, +3 si —7 pot fi scrisi in orice ordine
dorim. Intr-adevar, din rezolvarea precedents, S = (—1) + (+3) + (-7), iar proprietatea de comutativitate
ne permite sa schimbdam ordinea termenilor. De exemplu, putem scrie mai intai termenii pozitivi si
apoi pe cei negativi: S=3 — 1 — 7. Deoarece,,minus”in fata unei paranteze schimba semnul termenilor
din paranteza, rezulta egalitatea—1-7=—(1+7)siatunciS=3-(1+7)=3 -8=-5.

N\ /4

i Retine!

e Suma algebrica este o expresie care contine numere intregi si semnele ,+" si/sau,,—"intre acestea.
e Dacdavem de calculat o suma algebricd, este indicata urmatoarea ordine a operatiilor: transformarea
scaderilor in adunari, gruparea numerelor cu acelasi semn, stabilirea rezultatului final.
o Reguli ale scrierii sumelor algebrice:

> semnul,,—"1n fata unei paranteze schimba semnele termenilor din paranteza;

> semnul ,+"1in fata unei paranteze nu schimba semnele termenilor din paranteza.

M _ o _o__. .
-~ Portofoliu

Proprietdtile adunarii numerelor intregi sunt foarte importante atunci cand efectudm operatii cu numere
intregi. Adauga la portofoliul personal aceste proprietati, insotite de verificarea lor prin exemple proprii.
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Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C1_. a) Calculeaza suma a doua numere intregi:
(+2) + (+7); (=3) + (-4); (+7) +(=3); (=2)+(+9);,  (=3)+(+3);
(+5) + (=5); 0+ (+2); (+3) +0; 0+ (=2); (—4) + 0.
b) Calculeaza diferenta a doua numere intregi:
(+2) = (+7); (=3) - (-4); (+7) = (=3); (=2)-(+9);,  (=3)-(+3);
(+5) = (=5); 0-(+2); (+3)-0; 0-(=2); (-4)-0.
a) Arata ca numerele +7 si +15 pot fi scrise ca sume de doud numere intregi, ambele pozitive.
b) Arata ca numerele —17 si —21 pot fi scrise ca sume de numere intregi, ambele negative.
c) Arata ca numerele —10 si +5 pot fi scrise ca sume de numere intregi, unul negativ si altul pozitiv.
d) Arata ca scaderea numerelor intregi nu este comutativa.

G
C3_. Activitate in perechi. Efectuand operatiile in ordinea in care sunt scrise, calculati:
a) (-3) + (+2) = (=7) + (=15) = (+3) = (+9); b) (-4) + (=2) — (+7) = (+3) = (+2) = (-5).
C4_. Se considera suma algebrica: S = (—3) + (=9) — (=3) — (+8) — (—4).
a) Scrie S sub forma cea mai simpla. b) Calculeaza S, -S, || si |-S|.
5. Se considera numarul intreg:a=-3+2 -7 + 8 + 5 — 13. Scrie opusul numarului intreg a si arata
ca—(-34+2-7+8+5-13)=3-2+7-8-5+13.
CG_. Folosind proprietatile adunarii, calculeaza cat mai rapid:

a) (1) + (=2) + (&3) + (-4) + (£3) + (-6) + (+7) + (=8) + (+9) + (=10);
b)1+2+(-3)+(-4)+5+(-6)+7+(-8)+ 9+ (-10) + (+11) + (-12).

7. Determina opusul numarului x, pentru:

a)x=4+(-10) - 24 - (-15); b)x=|-7| - [4+3|+ -5+ 2|+ (=11).
8. Calculeaza sumele:
a)51:—1 +2-34+44-5+..-99+100; b)SZ:—2+4—6+8—10+...—198+200.

9. Dacd numereleintregi x si y verifica egalitatea |-x+ 4| + |y + 7| =0, calculeaza suma x + y, diferenta
x — y si diferenta y — x.

®
e AUTOEVALUARE '“

1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

litera F. 3 puncte
a) Suma dintre un numar intreg negativ si opusul sdu este un numar intreg negativ. A F
b) Suma a doua numere intregi negative este un numar negativ. A F
c) Numarul intreg —5 poate fi scris ca o diferenta de doua numere pozitive. A F
CZ'. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

Dacaa=+5,b=+3,c=-2sid=-1, atunci:
a) numarul intreg a + b + ¢ + d este egal cu:

A.11; B.5; c.9; D. 10.
b) numarul intreg a — b — ¢ — d este egal cu:
A.5; B. 6; C.3; D.7.
(_3'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 3 puncte
a)(+3)-(-4) =.. 1)-1;
b) ~(-4) - (+5) = .. 2)_a
H3)+(=7)=.. 3)+7;

4) +4.

Din oficiu: 1 punct
J




m INMULTIREA NUMERELOR INTREGI. PROPRIETATI

Rezolvdm impreun3d

Calculeaza sumele de numere intregi S, S, S, si S, daca:

e S, are 4 termeni si fiecare termen al sumei este numarul intreg +3;

e S, are 3 termeni si fiecare termen al sumei este numarul intreg +4;

e S, are 4 termeni si fiecare termen al sumei este numarul intreg —3;

e S, are 3 termeni si fiecare termen al sumei este numarul intreg —4.
Rezolvare:

Si= (:—3) +(+3) + (+3) + (+3,)= +12 Sy = (+4) + (+4) + (+4) = +12
de4<;g(+3) de 3 ori (+4)

S3= (:3) +(=3)+(=3)+ (—?: =-12 Sa=(-4)+(-4)+(-4)=-12
de4c;(—3) de 3 ori (-4)

Observam si descoperim cunostinte noi

In vorbirea curentd, prin de 4 ori (+3) se intelege 4 - (+3), iar prin de 3 ori (+4) se intelege 3 - (+4).
Prin urmare, putem scrie S, =4 - (+3) = +12i 5, =3 - (+4) = +12. Rezulta: 4 - (+3) = 3 - (+4). Identificand
numerele naturale 4 si 3 cu numerele intregi +4 si +3, rezulta egalitatile:

(+4) - (+3)=(+3) - (+4) =+12.

Analog, rezulta egalitatile: (+4) - (-3)=(+3) - (-4)=-12.

Cum calculdam produsul (—4) - (-=3)? Dar produsul (-3) - (—4)?

Din cele patru egalitati de mai sus rezulta ca modulul produsului este egal cu produsul modulelor
celor doi factori, iar la schimbarea semnului unuia dintre factorii produsului semnul produsului se
schimba. Prin urmare, schimband semnul factorului +3 din produsul (+4) - (+3) = +12, semnul
produsului se schimba, deci rezulta egalitatea (+4) - (—3) = —12. In aceasta egalitate, daca se schimba
semnul factorului +4, se schimba si semnul produsului, deci rezulta (—4) - (-3) = +12. Analog, calculul
produsului (-3) - (—4) conduce la egalitatea (-3) - (—4) = +12.

Rezolvarea precedenta a condus la egalitatile alaturate, (+4) - (+3) = +12 50 (+3) - (+4) = +12
unde observam cd dacd doua numere intregi au acelasi (+4) - (=3) = —12 5i (+3) - (—4) = —12
semn, produsul lor este pozitiv, iar daca au semne contrare, (—4) - (=3) = +12 . (=3) - (=4) = +12
produsul lor este negativ. Acest rezultat este cunoscut sub ’
numele de regula semnelor. in toate cazurile, modulul produsului este egal cu produsul modulelor
celor doua numere intregi.

&

Retine!

e Produsul a doua numere intregi este un numar intreg egal cu:

> produsul modulelor celor doua numere intregi, precedat de semnul ,+", daca cele doua numere
intregi sunt nenule si au acelasi semn;

> produsul modulelor celor doua numere intregi, precedat de semnul ,—" daca cele doua numere
intregi sunt nenule si au semne diferite.

» Produsul oricarui numar intreg cu 0 si produsul lui 0 cu orice numadr intreg este egal cu 0.
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(o inmultirea numerelor intregi este operatia prin care se obtine produsul a doud numere intregi.
e Regula semnelor:
+-#H=H) =)= (+)-=)=0) (=)-(+#)=()
e Modulul unui produs de numere intregi este egal cu produsul modulelor.

¢ Proprietatile inmultirii numerelor intregi
Daca g, b si ¢ sunt numere intregi, atunci:
»(a-b)-c=a-(b-c)(asociativitatea);
»1-a=a- 1 (numarul intreg 1 este element neutru la inmultire);
»a-b=>b-a(comutativitatea);
»a-(b+c)=a-b+a-csia-(b—c)=a-b-a-c(distributivitatea fata de adunare si scadere).
e Un produs este egal cu 0 daca si numai daca un factor al produsului este egal cu 0.

o inmultirea unei egalitati cu un factor
Oricare ar fi a, b si c numere intregi, dacd a = b, atuncia-c=b-c.
(Prin inmultirea unei egalitati cu un factor, egalitatea se pdstreazad.)

e inmultirea unei inegalitati cu un factor
Oricare ar fi a, b si c numere intregi:
»dacaa<bsic>0atuncia-c<b-¢ »dacaa>bsic>0atuncia-c>b-¢
(Prin inmultirea unei inegalitdti cu un numdr intreg pozitiv, sensul inegalitdtii se pastreaza.)
»dacaa<bsic<Oatuncia-c>b-¢ »dacaa>bsic<Oatuncia-c<b-c

(Prin inmultirea unei inegalitdti cu un numdr negativ, sensul inegalitdtii se schimba.)

~

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

1. Calculeaza:
a) (=2) - (=5); b) (=11) - (+4); c) (-4) - (=102); d) (=7)- (+3);
e) (-73)-0; f) (=33) - (+10); g) 18- (-1); h) (-41) - (+2);
i) (+18) - (=5); J)9-(+3); k) (=10) - (+213); 1)0-(=19).
CZ_. Copiaza tabelul in caiet si completeaza-| cu rezultatele calculelor.
" -2 +5 0 4 | 3 [ 10 [ +11 [ -6 [ +10 ] -5
-3 +6

0
+4

(_?:. Foloseste proprietatile de asociativitate si comutativitate si calculeaza cat mai rapid:
a) (-4) - (-213) - (+25); b) +2-(-117) - (-50); c) (-2)-37-(+4) - (—125);
d) +50 - (—=17) - (=200) - (-3); e) (=5)-(=217) - (—4) - (-10); f) (-15)-313 - (-8) - (-20).
G Copiaza, apoi completeaza tabelul de maijos siscrie proprietatile numerelorintregi, exemplificate
cu ajutorul partii colorate a tabelului, unde scrierea,x ? y”inseamna ,compara numerele x si y".

a b (4 a-c b-c c?0 al?b a-c?b-c
-2 +3 +2
-5 -2 +3
+2 +3 —1

CS_. Daca x, y € Z si x <y, compara numerele:
a)2-xsi2-y; b)2+xsi2+y; Ax-(=2)siy-(-2); d) x+(-2)siy+(-2);
e)+3-xsi+3-y; f) x— (+5)siy — (+5); g)-8:-xs5i-8.y; h)x-4siy-4.

(_6_. Se considera doua numere intregi a si b.
a) Stiind ca suma celor doua numere intregi este egala cu -3, calculeaza (-2) - a + (-2) - b.
b) Stiind ca diferenta celor doua numere intregi este egala cu 4, calculeaza a - (-5) - b - (-5).




( AUTOEVALUARE

Q'. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 4 puncte
a) Daca a=-105si b=—1, produsul a - b este egal cu:
A.11; B.-10; c.10; D.-11.
b) Produsul numerelor intregi negative mai mari decat —4 este egal cu:
A.6; B. -6; C.24; D. -24.
CZ'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4 puncte
a) (+8):(-2)=... 1) +16;
b) (-8)-(-2) =... 2) -4;
<) (+2) - (+2) = .. 3)-16;
d) (+2) - (<2) = .. 4) +4;
5)0.
c.’»'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1 punct
Daca a si b sunt numere intregi, a= 1, b# 1 sia- b =1, atunci suma numerelor intregi a si b este
egala cu
Din oficiu: 1 punct

g J

IMPARTIREA NUMERELOR INTREGI CAND DEIMPARTITUL ESTE MULTIPLU
AL TMPARTITORULUI

Rezolvam impreunad

1.Cum se calculeaza (+12) : (+3)? Dar (=12) : (-=3)?

Identificand numerele intregi +12 si +3 cu numerele naturale 12 si 3 rezulta
(+12) : (+3) = 12 : 3 = 4.|dentificand numarul natural 4 cu numarul intreg
+4, rezultd ca (+12) : (+3) = +4.

Pentru a calcula (-12) : (—=3), in produsul (-3) - (+4) =-12 punem in evidenta
factorul -3. Rezulta: -3 =(-12) : (+4) < (-12) : (-3) = +4.

2.Putemcalcula (+15):(+7)? Nu, pentru ca, procedand ca in exemplul de mai sus, ajungem laimpartirea
15:7, al carei rezultat nu este un numar natural, deoarece 15 nu este divizibil cu 7.

Egalitatile deduse mai sus si observatia ca nu putem calcula (+15) : (+7) permit urmatoarea concluzie:
Oricare ar fi numerele intregiasi b, b#0,daca |a|:|b|=|c|sia=b-c atuncia: b=c.

f Retine! b

e Catul a doua numere intregia si b, b # 0, se noteaza cua: b.

Numerele a si b se numesc factorii catului: a se numeste deimpartit, iar b se numeste impartitor.
e Operatia prin care se obtine catul a doua numere intregi se numeste impartire.
e (Catul a doua numere intregi este un numar intreg numai daca modulul deimpartitului este divizibil
cu modulul impartitorului.
e Regula semnelor:

(+): (=) =):E=)=H) (+):(=)=0) =):H=0)

Daca deimpartitul sitmpartitorul au acelasi semn, catul este pozitiv. Daca deimpartitul siimpartitorul
au semne diferite, catul este negativ.
& Modulul unui cat este egal cu catul modulelor.
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Rezolvdm impreun3d

Numerele intregi g, b si ¢ sunt astfel incat b: c si a: c sunt si ele numere intregi.
a) Copiaza si completeaza in caiet tabelul de mai jos.

b C a b:a c:a b:a+c:a (b+c):a
+12 +6 3 Dictionar

+8 24 +4 plauzibil = care poate fi
-32 -36 +2 admis, crezut, care pare

24 | 36 | -12 a corespunde realitatii.

-6 -12 -3
b) Foloseste tabelul si formuleaza un raspuns plauzibil la intrebarile:
e Este (b +¢) : a numar intreg? o Are loc egalitatea: (b+c¢):a=b:a+c:a?
Rezolvare:
a) Pentru b=+12,c=+6si a=-3 efectuam calculele:
b:a=(+12):(-3)=-4sic:a=(+6):(-3)=-2; b:a+c:a=(-4)+(-2)=-(4 +2) =-6;

b+0):a=[(+12)+(+6)]:(-3)=(12+6): (-3) =18:(-3) =-6.
b) Completand tabelul, rezulta egalitatea (b + ¢) :a=b:a+ c:a. Prin urmare, egalitatea este plauzibila.

Observatie: Se poate ardta ca oricare ar fi g, b, c numere intregi, daca b : a si ¢ : a sunt numere intregi,
atunci(b+c):a=b:a+c:a.

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

1. Calculeaza a: b in multimea numerelor intregi:

a)a=27,b=9; b)a=+27,b=+9; ca=21,b=3; d)a=-21,b=-3;

e)a=32,b=8; fla=-32,b=+8; g)a=26,b=13; h)a=+26,b=-8.
CZ_. Calculeaza:

a) (+10): (-1); b) (=10): (+1); c)0:(+1); d)0:(-1).
(_3;. Determind numarul intreg x, stiind ca:

a)x:3=7; b) (-18):x=-2; )x:8=7; d) (+32) : x = —-4.
C‘L. Copiaza in caiet, efectueaza calculele si completeaza tabelul:

8 125 | =125 | -25 10 +2 | -1000 +200
1000 | 8 -40 1 -20

Daca a si b sunt numere intregi astfel incat a: b si b : a sunt numere intregi, arata ca |a| = |b|.

(>

Arata cddacaa, b, ¢, (a+b): ¢, a:csib:csunt numere intregi, atunci are loc egalitatea:
(@+b):c=a:c+b:c.

(Spunem ca impdrtirea este distributiva la stanga fatd de adunare.)

Activitate in perechi. Calculati in doua moduri:

a) (-24-39):3; b) (63 —35): (-7); c) (450 +30):15;

d) (4016 - 196) : (—4); e) (—234+45):3; f) (-1200 — 100) : (—10).

Calculeaza Ssi S: (-2) daca:

a) S este suma tuturor numerelor intregi a si b care verifica egalitateaa=3: (b + 5).

b) S este suma tuturor numerelor intregi a si b care verifica egalitateaa=3: (b - 5).

= &

Portofoliu

Folosind internetul sau alte surse, realizeaza un eseu despre istoria numerelor negative.

___________________________________________________________
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&)

( 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

( AUTOEVALUARE

litera F. 4 puncte
a)Dacda=-3,b=+4sic=-12,atuncic:b=a. A F
b)Dacdaa=+3,b=-6sic=-18,atuncia-b=(c:b)+(c:a). A F
c)DacdaeZ,beZ,a:b e Z, atunci(-a) : (-b) > 0. A F
d) Daca a si b sunt numere intregisia-b=c,atuncia+b=(c:b) + (c:a). A F
CZ'. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

a)Dacd a=-96,b=+4,c=-6sid=a:b:c efectuand calculele in ordinea in care sunt scrise,
numarul intreg d este egal cu:

A. +6; B.-6; C.+4; D.-4.
b)Dacaa=+288,b=-8,c=+6,d=a:b,e=d:c rezultda ca suma c + e + b este egala cu:
A.d; B.c C.b; D.e.
3. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte

Numerele intregi x = -8 si y = +4 reprezinta un exemplu de doua numere care verifica egalitatea
(x-y):(-2)=+6.Daca asi b sunt alte doua numere intregi care verifica aceeasi egalitate, atunci diferenta
dintre numerele intregi b : (-2) si a: (-2) este egala cu numarul intreg |:|

Din oficiu: 1 punct

g J

Referinte privind numerele negative existd inca din antichitate, dar acceptarea acestora de
catre matematicieni a fost dificila si a durat foarte mult. In Europa, prima carte in care au fost
amintite numerele negative a fost Arithmetica integra (1544) a lui Michael Stifel, insa numerele
negative au fost definite abia in veacul al XIX-lea, cand s-au pus bazele logice ale matematicii.

Michael Stifel

PUTEREA CU EXPONENT NUMAR NATURAL A UNUI NUMAR INTREG NENUL.
REGULI DE CALCUL CU PUTERI

Puterea cu exponent natural a unui numar natural. Reguli de calcul cu puteri

26=2.2.2.2.2-2=64; 23.27=23+7=210 710:72=710"2=7¢

(237 =237=22, (3-5)2=32-5% (6:2)3=6:23

Puterea cu exponent numar natural a unui numar intreg nenul se defineste in acelasi mod ca puterea
cu exponent numar natural a unui numar natural. Prin analogie: (+3)? = (+3) - (+3); (-5)3 = (-5) - (-5) - (-5).

Regulile de calcul ale puterilor de numere naturale cu exponent natural se extind si la puterile
numerelor intregi nenule cu exponenti naturali.
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Rezolvdm impreun3d

1. a) Calculeaza (+2).
b) Cum se citeste scrierea (+2)3? Care este baza? Dar exponentul?
c) Efectueaza calculele de mai jos, in doua moduri:
e calculeaza fiecare putere si efectueaza operatia indicata;
e aplica regulile de calcul cu puteri.

(+2)*- (+2)% (-3)*- (-3)% (=18 (=1)%
(-4)*: (-4)% (+5)*: (+5)% (=1)7:(-1)%
Rezolvare:

a) (+2)*=23=8=+8.
b) Scrierea (+2)° se citeste ,+2 la puterea a treia”. Baza este +2, iar exponentul este 3.
) (+2)°- (+2)*=23-2=8-16=128; (+2)3- (+2)4=23+4=27=128;

2. Verifica egalitatile:
a) [(+3) - (2P = (+3)*- (-2)% b) [(-2)%1? = (-2)5
) [(-6) : (-3)1* = (-6)*: (-3)~.
Rezolvare:
a)[(+3)- (-2)1° =
b) [(-2)’)* = (-8)
<) [(-6): (-3)1*=

(-6)2=365i (+3)?-(-2)*=9-4=36;
=645i (-2)°=64;
22=45i(-6)?:(-3)2=36:9=4.

Ve

Retine!

e Pentru orice numar intreg nenul a si pentru orice numar natural n > 2, puterea a n-a a numarului
intreg a sau a la puterea n este produsul a n factori, toti egali cu a. Acest produs se noteaza cu a”.

n = . . . . .o .
alaputerean — o SEeEECca ) — aeste baza puterii, n este exponentul puterii
den ori
Conventii: a’°=1; a'=a; 0°nusedefineste.

e Reguli de calcul cu puteri
Regulile de calcul ale puterilor de numere naturale cu exponent natural se extind si la puterile
numerelor intregi nenule cu exponenti naturali. Pentrua, b € Z sim,n € N:

> inmultirea puterilor care au aceeasi baza: |a™-a"=a™*" se scrie baza si se aduna exponentii

> impartirea puterilor care au aceeasi baza: |@":a"=a™",m > n | se scrie baza si se scad exponentii

se scrie baza si se inmultesc

» puterea unei puteri: (@mr=agmn .
exponentii
. se ridica fiecare factor al produsului
> puterea unui produs: (@a-b)"=a"-b" . P
la puterea respectiva
. se ridica fiecare factor al catului la
> puterea unui cat: (@:b)y"=a":b"

puterea respectiva

e Compararea puterilor
Fie a si b doua numere intregi si n numar natural nenul:
» daca n este impar sia < b, atunci a”" < b";
» daca n este par sia < b< 0, atuncia” > b";
» daca n este par si0 < a< b, atunci a” < b".

Exemple:

-5<-3 = (-503<(-3)
-4<-2<0 = (-4)*> (-2)?
0<+3<+5= (+3)? < (+5)?




Aplicam cunostintele

a) Copiazatabelulincaiet, facalculelesicompleteaza-I. _3 2 a9 _09 ( g)
b) Determina numerele naturale n, elemente ale mul- 3 3
timii{2, 3,4, 5, 6,7, 8}, pentru care: (-a)"=a", (-a)" = -a".
’ . o o . oy +2 4
c) Scrie o conditie plauzibild, necesara si suficienta,
pe care sa o indeplineasca n pentru ca: 2 J
e (-a)"=a", oricarearfia e Z; ml 6
e (-a)"=-a", oricarearfia e Z. ~1 /
Rezolvare: -2 8
b) Completand tabelul, observam ca (-a)" = a" pentru n € {2, 4, 6, 8} si (-a)" = —a" pentrun € {3, 5, 7}.

c) Pentru orice numar intreg nenul a si n numar natural:
e (—a)"=a" < n este par; o (—a)"=-a" < n este impar.

Exerseaz3, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

(l. Copiaza tabelul si scrie rezultatele ca puteri/produse de puteri cu exponent natural:

(-3)(-3)-(-3)= 1=

(-2):(-2)(-2)(-2)- (-2) = 0=

-2= +2 =

-1= (#3)-(+3) - (+2) - (+2) - (+2) - (+2) - (+2) =
CZ_. Copiaza in caiet tabelul si completeaza-I:

a)0*= b) (-15)' = c)(+3)"'= d) 0’ = e)0"= f) (-7)' =

g) (+13)'= h)0'" = i) (-3)°= Jj)(=5)'= k) (+6)° = 0> =

m) 33°= n) 13 = 0)33'= p) (33)'= q) (-33)°= r)(-1)" =
(.?;. Folosind regula a™-a"=a™*", calculeaza:

a) (-3)*-(-3)% b) (+7) - (+7)%;

) (-5)- (-5) - (-5)% d) (-4)' - (-4)*- (-4)*- (-4)°.
G Folosind regula a™:a"=a™"", calculeaza:

a) (-3)*:(=3)% b) (+7)*: (+7)% ) 1124:11%;

d) 327125321 e) (-13)°:(-13)3 f) (-1)8%: (=1)3,
CS_. Folosind regula (a- b)"=a" - b", calculeaza:

a) [(-2) - (+3)1%; b) [3 - (-5)1% o5 (=28

d) [(-2)-71% e)[(-13)-11- (-7} f) [(-4) - (-1)- 2P
CG_. Folosind regula a": b" = (a: b)", calculeaza:

a)172:(=17)% b) (-25)3: (-5)% c) (-361)2:19%

d) (324)?:(-18)% e) (1331)3:(-121)% f) (123)'5:(-123)™.
C7_. Folosind regula (a™)" = a™ ", calculeaza:

a) [(-2)°1% b) (5")% o [(-2)°1%

d) (139 e) (3% f) [(-1)°1

=

a) Calculeaza a: b pentru a = (-16)* si b= (-32)" si b: a pentru a = (-9)" si b = (-27)°.
b) Calculeaza (-1)" pentru n numar natural par si pentru n numar natural impar.

c) Folosind punctul precedent si regula (a- b)"=a" - b", aratd cd (-34)"> = -34".
Compard numerele intregi a si b pentru:
a)a=(+2)"sib=(+2)* b) a=(-5)"sib=(-5)
d) a=(-4)"sib=(-8)"} e)a=(-9)°"sib=(-3)

G

ca=(-

3. 2)38 sib
103, f) a = (-5)3 sib
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Capitolul 11l

' @
AUTOEVALUARE

(_‘L. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 4 puncte
a) Produsul (-3)8 - (-3)? este egal cu:
A. (-3)2*% B.(-3)8-% C.(-3)%% D. (-3)8:2
b) Conform regulilor de calcul cu puteri, catul impartirii 93*: 334 este egal cu:
A. 9% -3% B.(9-3)*% C.(9:3)*% D.(9+3)*.
CZ'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4 puncte
11,
gt = ;
a-a 2) a);
b)a*:a°= )
2_ 3)a?
c)(a-a)y= "
d)(a:a)}= 4 a;
T 5)as.
C3'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1 punct

Rezultatul calculului [(-3)' - (-3)*]2 este egal cu numérulintreg 3%, unde xeste| |,
Din oficiu: 1 punct

J

ORDINEA EFECTUARII OPERATIILOR SI FOLOSIREA PARANTEZELOR

Rezolvdm impreunad

Se considera expresia numericd E = (-5)?« (+12) - (-10) : (+2) care pune in evidenta: patru numere
intregi (-5, +12, -10 si +2), o operatie de ridicare la putere, o operatie de inmultire, o operatie de
scadere si o operatie de impartire.

a) Efectueaza operatiile in ordinea in care sunt scrise.

b) Efectueaza operatiile in urmatoarea ordine: ridicarea la putere, inmultirea, impartirea si scaderea.
Rezolvare:

a) E=(-5)%-(+12) = (-10) : (+2) Efectuam operatia de ridicare la putere.
=25:(+12) - (-10) : (+2) Efectudm operatia de inmultire.

= (4+300) - (-10) : (+2) Efectudam operatia de scadere.
=(4+310): (+2) Efectuam operatia de impartire.

=+155

b) E=(-5)2:(+12) - (-10) : (+2) Efectuam operatia de ridicare la putere.
=25-(+12) - (-10) : (+2) Efectuam operatia de inmultire.
=(4+300) - (-10) : (+2) Efectuam operatia de impartire.

= (+300) - (-5) Efectuam operatia de scadere.

=+4305

Observatii:

e Rezolvarea anterioara a condus la rezultate diferite deoarece, desi expresia numerica E este aceeasi,
la fiecare dintre cerinte prioritatea operatiilor a fost alta. Prin urmare, intr-o expresie numerica (care
contine numere si operatii aritmetice) trebuie stabilita prioritatea operatiilor. Acest lucru se realizeaza
folosind in expresiile numerice paranteze rotunde, drepte si acolade si stabilind prioritatea operatiilor,
a caror respectare este obligatorie. In acest fel este exclusa obtinerea unor rezultate diferite.

e In multimea numerelor intregi, ordinea efectudrii operatiilor este aceeasi cu ordinea efectuarii
operatiilor in multimea numerelor naturale.

e [n multimea numerelor intregi, parantezele rotunde se folosesc si pentru a pune in evidentd
numerele intregi.




( “

e O expresie numerica se calculeaza efectuand mai intai ridicarile la putere, apoi inmultirile si impar-

tirile (in ordinea in care sunt scrise) si dupa aceea adunarile si scaderile (in ordinea in care sunt scrise).

e Intr-o expresie numerica in care apar paranteze, se efectueaza mai intai calculele din parantezele
\rotunde, apoi cele din parantezele patrate si dupa aceea cele din acolade.

Y,
Exerseaza fixeaza aprofundeaza cunostlntele
C_ Calculeaza:
a)2-(+10)-10; b)(-4+6-8+1)-3; c) -40: (-5) - (-6);
d) (-3) - (-11) - 22:(-2); e) (-3) - (-5)*+ (-20) : (-4); f)4-[7-(-32+6)-(+2)].
2. Calculeaza:
a)5-(-6) - (-20); b) 99 - (-5) - (-19); c)10-(=12) +(-7) - (-15);
d)2-(-3)-(-4)-(-4)- (-3) - (-2); e)50-[(-4) - (+5) - (=10) - (+2) - (-3)].
3. Calculeaza:
a)(-21):(=7)+7; b) 23 - (+75) : (-5); c) (-8):(+2) - (-18): (-3);
d) 400 : (-75 - 125); e) (<900 + 450) : (-90 + 45); f) (-400) : (75 - 175).
4. Calculeaza:
a)3-(-6)+6-(-3)+35; b) 15:(-6+ 1)+ 24:(8-14); c)1-2-[-3+4-(-5+6)];
d)[(-6-7-2):10+9]-3; e)[4-(-3+91:7):(-5)]:(-2); f) 23+ (=3)2+ (-2) - (+3).

CS_. Calculeaza: a) (-32+23)2+33-(-2)% b)[(-4:22-9:32-13)-(-3°:33+ 1)]: (-52+ 1);
(-142-344-546-74+8-9):(-14+2+3-4+5).
CG_. Dacaa=2-(-1)-3sib=2-(-2) - (-5) - (-6), calculeazaa-bsia- (-17)+3-b.
7. a)Stindcaa=-13sia- b+ a=-182, calculeaza numarul intreg b.

b) Stiindcaa=-14sia- b+ a-c=182, calculeaza suma numerelor intregi b si c.
c)Stiindcab+c=15sia-b+15-a+a-c=-60, determina numarul intreg a.

sic=8-(-2-30+[(-2)°]*: (-32-7-1).
9. Efectuati calculele:

8. Scriein ordine crescatoare numerele:a=(-1)>+ (=13 + (-1)*+ (-1)>3>4, b=(-3)>+(-3)7:81 - (-4)}

a) (-2)31:2% - (-2)*:4'% b)17-(172-172-16-17-16 - 16);
c)31-33:[(-2-3%)2-(-32-2%)]; d)-8-|-12|+|-6*+ 5% - |-7-17 + 27|;
e) [(-3)" - (=3)?:3"8 - 10]%" + (-1)2°'8; f) -1024:[-750: (-25) - (-3)* + 7.
, @‘_\
e AUTOEVALUARE
Q'. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 4 puncte
a) Rezultatul calculului [8 - 16:22- (-3)] + 4+ 2 - (-3) este egal cu: A.-12; B.18; C.2; D.-3.
b) Rezultatul calculului {[(-2)%]? + 25}? este egal cu: A.2'% B.2'™; C.2'% D.2%
CZ'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4 puncte
a)6-22-(-6):3= 1)10;
b)(6-2%)-(-6):3= 2)14;
c)6-2%-3:(-6)= 3)-4;
d)[6-22-(-6)]:3= 4)8;
5) -8.
C3'. Completeaza caseta cu raspunsul corect 1 punct
Rezultatul calculului [(-3)2 + (-4)2-5 - (-15) esteegal | |, Din oficiu: 1 punct)
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Exercitii si probleme recapitulative

(_1_. Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor:

a)+2eZ; b)-2 € Z; c)+5eNNZ; d)-11eZ\N;
e)45¢ 7, f)-1,2 7 gNNZ=17; hY NNZ=N;
i)NUZ=N; INUZ=17 k) Z\N =; )N\Z=0.

CZ_. Fie multimea M = {-3;+1,(3); =5; 0;+4;-1; 3;% . Scrie multimile enumerand elementele

flecareia: A={x|x e Msixe N},B={x|xe Msix e Z},C={x|x e Msix € Z\N}.

‘ 3. Reprezinta pe axa numerelor elementele multimilor:

a)A={|xeZsi-4<x<3} b)B={x|xeZ x=-4six¢ N}

o)C={|xeZsi-5<x<2sau-2<x<5) d)D={x|xeZsi-5<x<2si-2<x<5}
(i. Fie multimea M={-3,+2,-5,7,-1, 0, -6, +4}. Scrie elementele multimilor:

a)A={x|xe Msi|x =x} b) B={x|x e Msi|x|=-

) C={x|xeMsilx <3} d) D={x|x e Msilx| > 3}.

CS_. Stiind ca x este un numar intreg negativ, calculeaza:
a) x| +|-2+ x| - |-5] + |[+3];
b) |[-x| + |2 - x| + |+6| - |-4].

CG_. Determina x € Z, astfel incat:
C

a) x| < +4; b) x| <0; c)3<|x]<6; d)|-x]<2.
. Calculeaza:
a)6+(-2) + (-4) + (+1); b) -8 - (-3) - (+5) - (-1);
) +5+(-3)-(-7) + (+2); d)-11+(-9) - (+6 -2).
(_8_. Scrie opusul numarului x, stiind ca:
a)x=10+(-4)-17-(-19); b) x=|-2|+ [+5|- -6 + 2|+ (-8
CQ_. Se considera multimile:A={x € Z|-3<x<2},B={ye Z|-2<y<3},C={x+y|xeAsiy B}

a) Scrie multimile A, B si C prin enumerarea elementelor.
b) Calculeazda AUB,AnB,BUCANCA\BsiB\C.

QP. Efectueaza, tinand cont de ordinea efectuarii operatiilor:
a)2-(-1)-(+5)-(=2)- (+3) + 77 : (-11) - 96 : (-6);
b) -100:(-25)+7-(-2) - 18- (=5) + (-2) - (-3 + 5) = (-10) : (-5);
c)[3°+ (-3)]?- (-6 +8)°- (10 -12)5-2'°- (-3 + 5)%;
d) [(-5+8)*-3%1:3%: (-6 + 3)*+ (-=3)* +{[10: (-5)]°: 64 — 50} + (-7)>.
@. Determina-I pe n, folosind regulile de calcul cu puteri:

a) (-2)*- (-2)*=(-2),; b) (-2)*: (-2 =(-2)"; c) (-2 (-2)"=(-2)%

d) (-3)":(-3)*=(-3); e) (-3)":(-3)*=(-3)} f) (-3)°:(=3)"=(-3)%

g) [(-5)4"=(-5)"9 h) [(-5)" = (-5) i) (-15)": (-5)"=(-3)
Q_Z. Calculeaza:

a) [42-(-2)°:8]*: (-16%); b) [(-3)"- (-3)*]2: 35 ) (-5%)":(-25)%: 1255

d) [24°: (-8)°]%: 35, e) (-23)%:[(-2)* - 8%; f) [(-2)°- 55]2 (-10)°.

Q}. Efectueaza calculele:

a)-100:[(-8)* + (-27)' +432:(-2-3)* - (-5)*: (-5)* - 4]; a
b) 5*-{14 - (-1)02+ (-1)**-5.[5-4:(-2)]}: 2 N
) (=5)10:(=5)°- (-4)%: (-4)" - (=7)°: (=7)* - (=5)*: (-5) - (=3)*: (-3); .\/ OJ
d)(-7)°:(=7) -7 -{-7-7-1(-4)°:(-4° - (-8)} - 2; c
e)1-2+3B-4)-16-(7-8)+(9-10)]-11}+12;

f) (|2°0 - 375] + 250) - (2%0 + |20 — 360)) : 3135~ 20230,

92



m Timp de lucru: 50 de minute.

Subiectul I. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, completeaza casuta aldturata cu litera A. In
caz contrar, completeaza cu litera F.

(5p) | 1.Rezultatul calculului (-2 - 4)'°: (-6)® este egal cu 36.
(5p) | 2.Rezultatul calculului 2'® - 2'8:22. 3 este egal cu 2'°.

(5p) | 3.Numarul intreg -2 nu se poate scrie ca o diferenta dintre un numar pozitiv si un
numar negativ.

OO o

(5p) | 4.Scaderea numerelor intregi este comutativa.

Subiectul Il. Uneste, prin sageti, fiecare cifra corespunzatoare enunturilor din coloana A cu litera
care indica raspunsul corect, aflat in coloana B.

A B
(5p) 1.-5+10-13= a) -20;
(5p) | 2.(=3)-(-9)- (+2): (-6) = b) -9;
(5p) | 3.-11+56:(-7)-(-3)*+23= c) +20;
(5p) | 4.(-6)>-(-6)"*:[(-6)’F - 6= d) 0;
e)-8.

Subiectul lll. Alege litera care indica singura varianta corecta.
(5p) 1. Daca dintre numerele intregi a, a + 1, a + 2 exact doud sunt negative, atunci:

A.a>0; B.a+1>0; C.a+2>0; D.a-5=-7.
(5p) | 2. Multimea numerelor intregi x pentru care |x| < 2 este egala cu:

A.{-2,2}; B.{0, 1,2} C.{-1,0,1} D.{-2,-1,0,1, 2}
(5p) | 3.Daca a si b sunt doua numere intregi negative si a > b, atunci:

A.-a>-b; B.a>-b; C.-a<-b; D.-a<b.
(5p) | 4.Fie asibdoud numere intregi, a < b si n un numar natural. Rezulta ca a" < b™

A. oricare ar fin; B. oricare ar fin, C. oricare ar fi D. oricare arfin

dacda<0sib<Q; n par; impar.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.

Subiectul IV. Determina perechile de numere intregi a si b, stiind ca:
(5p) | a)a-b=3;
(5p) | b)(@-b)-(b6+2)=7;
(5p) | )a=5:(b+2).

Subiectul V. Se stiecaa-x-a-y=105.
(5p) | a)Dacaa-y=-5,calculeazaa-x.
(5p) | b) Daca a=-3, calculeaza x-y.
(5p) | c)Dacax-y=21,calculeaza a.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul | L1 | 12 | 13 | 14 [ L1 [ 02 | L3 | 14 [0 [ 2 [ M3 | M4 | Va | IVb | IVc | Va | Vb | Vi
Punctajul
Nota
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111.2. ECUATII S| INECUATTI

ECUATII IN MULTIMEA NUMERELOR INTREGI

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

1. Determina numerele intregi din multimea M = {-2, 0, 4}, care au proprietatea ca diferenta dintre
numadr si patratul lui este egala cu triplul numarului.

Rezolvare: Daca x este un numar intreg din multimea M ={-2, 0, 4}, care are proprietatea ca x - x> = 3x,
sunt posibile urmatoarele situatii:

(-2)-(-21=-6
i) daca x = -2, atunci 3.(L2)=-6 egalitatea (-2) — (-2)> = 3 - (-2) este adevaratg;
" < . 0-0°=0 . s
ii) daca x =0, atunci =t egalitatea 0 — 0% = 3 - 0 este adevarata;
< . —42=-12 . N
iii) daca x = 4, atunci 34212 egalitatea 4 — 42 = 3 - 4 nu este adevarata.

Rezulta ca in multimea M ={-2, 0, 4} exista doud numere intregi, -2 si 0, care au proprietatea din enunt.
Altfel spus, in multimea M exista doua numere care verifica egalitatea x — x> = 3x. Despre x — x* si 3x se
spune ca sunt membrii egalitatii.

2. Se considera multimea M ={-1, 0, 2, 4} si egalitatea 6x - 2 =3x + 4, unde x € M.

a) Gaseste numerele din multimea M care verificd egalitatea.

b) Aduna la ambii membri ai egalitatii acelasi numar, de exemplu numarul -3. Gaseste numerele din
multimea M care verifica egalitatea rezultata.

c) Trece termenii -2 si 3x dintr-un membru al egalitatii 6x — 2 = 3x + 4 in celalalt, cu semn schimbat.
Gaseste numerele din multimea M care verifica egalitatea rezultata.

d) inmulteste ambii membri ai egalitatii cu acelasi numar diferit de zero, de exemplu cu 2. Gaseste
numerele din multimea M care verifica egalitatea rezultata.

Rezolvare:

a) Numarul 2 este singurul element din multimea M care verifica egalitatea 6x — 2 = 3x + 4. Intr-adevar,
6-2-2=10si3:-2+4=10,deci6-2-2=3:2+ 4. Pentru x =-1, din 6x -2 = 3x + 4 rezulta
6-(-1)-2=3-(-1) + 4, care nu este adevdrata, deoarece 6 - (-1) -2 =-85si 3 (-1) + 4 = 1. Rezultd ca
-1 nu verifica egalitatea. La fel se arata ca numerele 0 si 4 nu verifica egalitatea.

b) Adunand la ambii membri ai egalitatii numarul -3, rezulta egalitatea 6x - 2 - 3 = 3x + 4 - 3, adica
6x-5=3x+1,undex e M.

c) Trecand termenii -2 si 3x dintr-un membru al egalitatii 6x — 2 = 3x + 4 in celalalt, cu semn schimbat,
rezulta egalitatea 6x — 3x=+4 + 2 sau 3x =6, unde x € M.

d) Inmultind ambii membri ai egalitatii cu numarul 2, rezulta egalitatea 2 - (6x — 2) = 2 - (3x + 4) sau
12x - 4 = 6x + 8, unde x € M. Ca si la cerinta de la punctul a), se arata ca 2 este singurul numar din
multimea M ={-1, 0, 2, 4} care verifica egalitatile rezultate mai sus, la punctele b), ¢) si d).

> Problema 1 de mai sus poate fi reformulata astfel: ,Rezolva in multimea M = {-2, 0, 4} ecuatia
x — x* = 3x"sau, mai simplu:,Rezolva ecuatia x - x> = 3x, x € {-2, 0, 4}".

Despre x se spune ca este necunoscuta ecuatiei. Orice numar din multimea M care verifica egalitatea
x —x?=3x se numeste solutie a ecuatiei. Numerele -2 si 0 din M verifica egalitatea x - x> = 3x, deci sunt
solutii ale ecuatiei. Numarul 4 nu verifica egalitatea, deci nu este solutie a ecuatiei.

Rezolvarea unei ecuatii inseamna gasirea tuturor solutiilor acesteia.




> Cerinta a) de la problema 2 poate fi reformulata astfel:,Rezolva ecuatia 6x- 2 =3x+4,x € {-1,0, 2, 4}".
Rezolvarea cerintelor b), c) si d) de la problema 2 au condus la urmatoarele egalitati:
6x-5=3x+1,3x=65i12x-4=6x+8.
Pe de alta parte, rezolvarea ecuatiilor 6x - 5 =3x + 1, 3x = 6 si 12x — 4 = 6x + 8 in multimea
M=1{-1,0, 2, 4}, conduc la gasirea solutiei 2. Spunem cd ecuatiile sunt echivalente si notam:
6x-5=3x+13x=612x-4=6x+ 8.

e Ecuatia in multimea numerica M este o egalitate cu un element necunoscut din M, care este
reprezentat printr-o litera. Solutie a ecuatiei este orice element din multimea M pentru care egalitatea
este adevarata.
e Doud ecuatii in aceeasi multime si care au aceleasi solutii se numesc ecuatii echivalente. Pentru a
pune in evidenta echivalenta celor doua ecuatii, folosim simbolul matematic < (echivalent).
e Proprietatile ecuatiilor:

» dacd adunam la ambii membri ai unei ecuatii acelasi numar, obtinem o ecuatie echivalenta cu cea data;

» dacd intr-o ecuatie trecem un termen dintr-un membru in altul, cu semn schimbat, rezultd o ecuatie
echivalenta cu cea data;

> daca inmultim sau impartim ambii membiri ai unei ecuatii cu un numar nenul, obtinem o ecuatie
echivalenta cu cea data.

Aplicand succesiv proprietatile ecuatiei, dintr-o ecuatie datd rezulta o ecuatie echivalenta cu aceasta,
a carei solutie este imediata.
o Etapele rezolvarii ecuatiilor:

> separarea termenilor: se trec termenii care contin necunoscuta intr-un membru al ecuatiei si
termenii liberi (care nu contin necunoscuta) in celdlalt membru al ecuatiei, schimband semnele la
trecerea dintr-un membru in celalalt;

» efectuarea calculelor in fiecare membru: dupa efectuarea calculelor rezulta o ecuatie de forma
a - x = b, unde a si b sunt numere intregi; a este numit coeficientul necunoscutei x, iar b este numit
termen liber;

> obtinerea solutiei ecuatiei a - x = b: se impart ambii membri ai ecuatiei la coeficientul necunoscutei
(cand acesta este diferit de zero si este divizor al termenului liber). in caz contrar (cand impartirea b : a
nu are rezultat un numar intreg sau numarul a nu este divizor al numarului b), ecuatia nu are solutii in
\mulgimea numerelor intregi.

Aplicam cunostintele

Rezolva ecuatia: -2t + 9 =2t +5,t € Z.
Rezolvare: Pentru rezolvarea ecuatiei parcurgem etape succesive, bazate pe proprietatile ecuatiilor:

Rezolvarea Etapele rezolvarii

Trecem termenul +9 din membrul | in membrul 1, schimbandu-i semnul.
Rezulta ecuatia 2 g
5 N l

Trecem termenul 2t din membrul Il in membrul |, schimbandu-i semnul.
Rezulta ecuatia 3.

3. |-2t-2t=+5-9 |Efectuam calculele. Rezulta ecuatia 4.

1. |-2t+9=2t+5

2. |-2t=2t+5-9

4. |-4t=-4 Impartim la -4 ambii membri ai ecuatiei. Rezulta ecuatia 5.
5 [t=1 Concluzie: Solutia ecuatiei este numarul intreg 1 sau multimea solutiilor
S={1} ecuatiei este S ={1}.
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Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

CI_. Completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii propozitii adevarate: , : a
a) A rezolva o ecuatie inseamna ... 'LO@“

b) Un numar intreg m este solutie a ecuatiei -3x + 6 =0 daca ... b4 a>

c) Doua ecuatii se numesc echivalente daca .....

Verifica daca -1 este solutie a ecuatiei:

a)2-x+5=2; b) -2x+3=5; c)—x+3x+5=3.

Rezolva ecuatia 2x - 1 =-3 in multimea A ={-3,-2,-1, 2}.

Rezolva ecuatia -3x + 1 =-8 in multimea B=1{-1, 0, 1}.

(M Q

Rezolva in Z ecuatiile:

a)7x-14=0; b)4x+12=0; c)-9x+27=0; d)-4x-36=0;

e)2x-4=10; f)10=7x-4; g)6=4x-2; h)-7=4x+1.
C6_. Calculeaza numarul intreg a stiind ca:

a) ecuatia x — 3 =g are solutia x =-7; b) ecuatiax =7 -aaresolutiax=1;

c) ecuatia ax — 2 =4 are solutia x = -3; d) ecuatiaa:x+5=-1are solutiax = 2.
C7_. Rezolva in Z ecuatiile:

a) 9(x-2)=63; b) 5(x + 3) = 2(5x - 5);

c)2(4x+1)=2(5x-7); d) 2(-x+ 5) =-8(3x + 2) + 4;

e-4-{6-[-3+(-3)+(-5-x-71-91=1; f)-10-{-2-2-[(-4)°:4* - 2]} =-2x.

Stabileste daca ecuatia are solutii in multimea numerelor intregi si rezolva ecuatia in caz afirmativ.
a) x+5|=-10; b)|12-3x|-2=-2; o x+1+Kx+y)?=0; d) -3]2x+4|+5=-7.
a) Descompune in factori primi numarul 143.

b) Rezolva in Z ecuatia x> — 2x- 143 = 0.

6

10. Determina numerele intregi x si y, pentru care -3x+ 2y =x -y - 6.

7 @
G AUTOEVALUARE
CL. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste
litera F. 4 puncte
a) Numarul -2 este solutie a ecuatiei -x* = 4. A F
b) Numarul -2 este solutie a ecuatiei x* = -4. A F
c) Ecuatiile -5x = -2x+ 6, x € Z si 2x = -4, x € 7, sunt echivalente. A F
d) Ecuatia (3-3):-x+7 =7,x € Z, nu are solutii. A F
CZ'. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte
a) Ecuatia care are solutii in multimea numerelor intregi negative este:
A.2x-4=-5; B.2x-4=5; C.4-2x=5; D.3x+4=-5.
b) Ecuatia care are solutii in multimea numerelor naturale este:
A.4-2x=6; B.6-2x=7; C.2x-3=-5; D.6-2x=4.
(_3'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte
Solutia ecuatieix + 3 - (2x-5) =6 (x— 1) — 9 este numarul intreg egal cu |:|
Din oficiu: 1 punct
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INECUATII IN MULTIMEA NUMERELOR INTREGI

Observam si descoperim cunostinte noi

Daca intr-o ecuatie inlocuim semnul egal (=) cu unul dintre semnele <, >, <, >, obtinem o inecuatie.

Spre exemplu, daca consideram multimea M =1{-1, 0, 2, 3, 4} si ecuatia 6x - 2 =3x + 4, unde x € M,
inlocuind semnul,,="cu semnul >’ se obtine inecuatia: 6x -2>3x+4,x € M.

A rezolva aceastd inecuatie inseamnd a determina numerele x din M, pentru care 6x - 2 > 3x + 4.

Ca si in cazul ecuatiilor, necunoscuta inecuatiei este x. Termenii care contin necunoscuta sunt 6x si
3x. Coeficientii necunoscutei sunt numerele intregi 6 si 3. Termenii liberi sunt numerele intregi -2 si
+4. Membrii inecuatiei sunt 6x — 2 si 3x + 4 (membrul |, respectiv membrul I1).

Doua inecuatii care au aceeasi multime de solutii sunt inecuatii echivalente.

Proprietatile inecuatiilor suntidentice cu proprietatile ecuatiilor, cu exceptia inmultirii sau impartirii
memobrilor inecuatiei cu un acelasi numar negativ.

Retine!

e Doua inecuatii in care necunoscuta apartine aceleiasi multimi si care au aceleasi solutii se numesc
inecuatii echivalente.
¢ Proprietatile inecuatiilor

> Daca adunam la ambii membri ai unei inecuatii acelasi numdr intreg, obtinem o inecuatie
echivalenta cu cea data.

» Daca intr-o inecuatie trecem un termen dintr-un membru in altul cu semn schimbat, obtinem o
inecuatie echivalenta cu cea data.

» Daca inmultim sau impartim ambii membri ai unei inecuatii cu acelasi numar intreg pozitiv, se
pastreaza sensul inecuatiei si obtinem o inecuatie echivalenta cu cea data.

> Daca inmultim sau impartim ambii membri ai unei inecuatii cu acelasi numar intreg negativ, se
schimba sensul inecuatiei si obtinem o inecuatie echivalenta cu cea data.
o Etapele rezolvarii inecuatiilor:

> separarea termenilor: se trec termenii care contin necunoscuta intr-un membru al inecuatiei si
termenii liberi (care nu contin necunoscuta) in celalalt membru, schimbandu-le semnele;

> efectuarea calculelor in fiecare membru: dupd efectuarea calculelor rezulta o inecuatie de forma
a-x<bsaua-x>bsaua-x<bsaua-x>b,unde asib sunt numere intregi; a este numit coeficientul
necunoscutei x, iar b este numit termen liber;

> obtinerea solutiei inecuatieia-x < bsaua-x>bsaua-x<bsaua-x>b (unde g si b sunt numere
intregi, a = 0, b divizibil cu a):

- se impart ambii membri ai inecuatiei la coeficientul necunoscutei;

- atunci cand coeficientul necunoscutei este negativ, schimbam sensul inegalitatii.

Aplicam cunostintele

Rezolvad inecuatia: -2t + 9= 2t + 5, t € Z.

Rezolvare: Pentru rezolvarea inecuatiei parcurgem etape succesive bazate pe proprietatile inecuatiilor:
1. Trecem termenul +9 din membrul I in membrul II, schimbandu-i semnul: -2t > 2t + 5 - 9.

2. Trecem termenul 2t din membrul [l in membrul |, schimbandu-i semnul: -2t - 2t > +5 - 9.

3. Efectudm calculele si obtinem: -4t > 4.

4. Tmpartim la -4 ambii membri ai inecuatiei. Rezulta t< 1.

Concluzie: Multimea solutiilor inecuatiei este multimea numerelor intregi cel mult egale cu 1:
S={...,-4,-3,-2,-1,0, 1}

Observatie: La final, deoarece am impadrtit ambii membri ai inecuatiei rezultate la numdrul negativ -4,
am schimbat sensul inegalitatii: in loc de ,>" am pus ,<".
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Exerseaz3, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

{ 1. Verifica daca numerele —4, 2 si 4 sunt solutii ale inecuatiei:

a)-3x+1<-8,xec{-4,24}; b) -3x+1<-8,xeN; c)-3x+1<-8,xeZ.
CZ_. Rezolva inecuatiile:
a)-3x+1<-8,xc{-4,24}; b)-3x+1<-8,xeN; c)-3x+1<-8,xeZ.
C?:. Verifica daca urmatoarele inecuatii au ca solutie numarul 4. Justifica raspunsul.
a)-2x+1<-9,xeN; b)3x>12,xe N; c)-6x+1<-23,xeZ.
CIL. Rezolva in Z inecuatiile:
a)7x—14<0; b) 4x+12>0; c) -9+ 27<0; d) -4x-36>0;
e)2x—-42>10; f)10<7x-4; g)6<4x—2; h)-7>4x+1.
(.5_. Rezolva inecuatiile:
a)x+2<6,xeN; b)-2x+5>17,xeN; c)-4+2(4x-5)<42,xe N.
CG_. Calculeaza cel mai mic numadr intreg g, stiind ca acesta este o solutie a inecuatiei: —4x+ 2 < -6,

Xel.

(.7_. Se considera inecuatiile: 2x+5<9,x € Zsi2x+ 5> -9,x € Z.
a) Rezolva fiecare inecuatie.
b) Reprezinta pe axa numerelor solutiile comune celor doua inecuatii.
c) Daca m este una dintre solutiile comune celor doud inecuatii, folosind
simbolul <" scrie in ordine crescatoare numerele 9, n si —9, unde n =2m + 5.
CS_. Rezolva in Z inecuatiile:
a)2(4x+1)>2(5x-7); b) 2(—x+5) <-8(3x + 2) + 4;
Al1-4-[-5-(x—-2)]>21; d)5(x—2) <7(x+3) - 35;
e —-4—-{6-[-3+(-3)+(-5-x-71-91<1; f)-10-{-2-2-[(-4)°:4*-2]} > -2«x.
9. Activitate in perechi. Rezolvati inecuatiile:

a)(-2x—-12)-(x-=7)>0,xe€ Z; b)( 2x—12)-(2x+1)<0,x e Z,.
QP‘ Rezolva inecuatiile:
a)|2x-5|<3,xeZ; b)|-2-3x|<14,xeZ,; Alx|+1>2x,xeZ.

@
e AUTOEVALUARE

CI'. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 4 puncte
a) Inecuatia care are solutii in multimea numerelor intregi negative este:
A.2x—4 > —4; B.-3x+6<-3; C.4-2x>6; D.-3x+4<-8.
b) Inecuatia care are solutii in multimea numerelor naturale este:
A.-2x+4>4; B.-2x+2>4; C.3x+4<-8; D.4+2x>6.
(_2'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4 puncte
a) —3x+ 9 < 0 este echivalenta cu ... 1x>-2;
. « 2)x>3;
b) —6 < 4x + 2 este echivalenta cu ...
. . 3)x<2;
c) 5x — 13 < =3 este echivalentd cu ...
. < 4) x> 4,
d) 5x + 3 < 6x— 1 este echivalenta cu ...
5)x < 4.
c3'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1 punct

Cel mai mare numar intreg care este solutie a inecuatieix + 4 - (x—5) <2-(2x— 1) — 9 este |:|
Din oficiu: 1 punct)




PROBLEME CARE SE REZOLVA CU AJUTORUL ECUATIILOR SI INECUATIILOR
N CONTEXTUL NUMERELOR INTREGI

Rezolvdm impreuna

Unele probleme din viata cotidiana se pot rezolva cu ajutorul ecuatiilor si inecuatiilor.
Exemple:

1.1n doud l3zi sunt 96 kg de mere. Se sorteaza merele si se pun 6 kg din prima 7
lada in a doua. Se constata ca, dupa sortare, cantitatile de mere din cele doua ﬂg f
lazi sunt egale. Cate kilograme de mere au fost la inceput in fiecare lada? e = ET

Rezolvarea problemei Etapele rezolvarii
Stabilirea necunoscutei
sau a necunoscutelor

1. |Notam cu x cantitatea de mere aflatg, la inceput, in prima lada.

e cantitatea de mere aflata la inceput in lada a doua era: 96 - x (kg);
e din prima lada s-au scos 6 kg si au ramas: x — 6 (kg);

2 e cantitatea de mere din a doua lada a devenit: 96 — x + 6 (kg). Obtinerea ecuatiei
Rezulta ecuatia: x -6 =96 - x + 6.

3./ X+x=96+6+6<2x=108 <> x=108:2 < x=54 Rezolvarea ecuatiei
La inceput, in prima lada au fost 54 kg de mere, iar in a doua lada au

4 fost 96 — 54 = 42 (kg de mere). Interpretarea rezultatelor

Dupa sortare, in prima lada au fost: 54 — 6 = 48 (kg), iar in a doua lada | si, eventual, verificarea lor
au fost: 42 + 6 = 48 (kg).
2. Localitatile A si B se afla la o distanta de 200 km una fata de alta. in localitatea A se produce faind
la pretul de 2500 lei tona, iar in localitatea B se produce faind la pretul de 2564 lei tona. O brutarie se
afla intre cele doua localitati, in punctul C. Pentru aprovizionarea cu o tona de fdina, brutaria plateste
8 lei pe km. Stabileste conditia sau conditiile ca aprovizionarea cu o tona de faind a brutdriei sa fie mai
ieftind, daca aceasta se face din localitatea B.

Rezolvare: Observam ca un element important al costurilor de aprovizionare il reprezinta costul trans-
portului. Acest cost depinde de distanta la care se afla brutaria fata de sursa de aprovizionare cu fdina.
Notam cu x distanta dintre brutarie si localitatea B, exprimata in km. Atunci distanta dintre brutarie si
localitatea A, exprimata in kilometri, este egala cu 200 - x.

Costurile de aprovizionare cu o tona de fdina, exprimate in lei, din: 200 km
localitatea A localitatea B /?/ — IC \?
e cost pentru o tona de faina: 2500 lei e cost pentru o tona de faina: 2564 lei. ' '\ﬂ_,'
e cost transport faina: 8 - (200 - x) e cost transport faina: 8 - x X < 96 (k)

Total: 2500 + 8 - (200 - x) Total: 2564 + 8 - x

Pentru ca aprovizionarea cu o tona de fdina sa fie mai ieftina daca se face din localitatea B trebuie ca:
2564 + 8 - x < 2500 + 8 - (200 - x) si din rezolvarea inecuatiei rezulta ca x < 96.

Concluzie: aprovizionarea cu faina din localitatea B este mai ieftind numai daca brutaria se afla la o
distanta mai mica de 96 km fatd de aceasta localitate. In caz contrar, aprovizionarea este mai ieftina
daca se face din localitatea A.

Retine!

e Etapele rezolvarii problemelor cu ajutorul ecuatiilor (inecuatiilor): stabilirea necunoscutei
sau a necunoscutelor, obtinerea ecuatiei (inecuatiilor), rezolvarea ecuatiei (inecuatiilor), interpretarea
rezultatelor si, eventual, verificarea lor.

J

J
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Capitolul 11l

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C1_. La o serbare scolara s-au vandut 415 bilete, unele la pretul de 4 lei, iar altele la pretul de 6 lei,
incasandu-se 2160 de lei. Calculeaza cate bilete de fiecare fel au fost vandute.

CZ_. Pentru cumparaturile efectuate la un supermarket, Radu a platit la casa suma de 80 de lei in
bancnote de 10 lei si de 5 lei. Casierul a numarat in total 11 bancnote. Calculeaza cate bancnote de
10 lei a primit casierul.

3. Numarul elevilor si personalului dintr-o scoala este de 2496. Stiind ca numarul personalului
reprezinta 4% din numarul elevilor, calculeaza cati elevi are scoala.
G Perimetrul unui triunghi ABC este egal cu 170 cm. Stiind ca lungimea laturii AC este cu 10 cm

mai mare decat lungimea laturii AB, iar lungimea laturii BC este cu 20 cm mai mica decat de doua ori
lungimea laturii AC, calculeaza lungimile laturilor triunghiului ABC.

5. Doi elevi au impreuna 120 de lei. Daca suma primului elev ar fi de doua ori mai mare, iar a celui
de-al doilea ar fi de cinci ori mai mare, ei ar avea impreuna 360 de lei. Calculeaza suma fiecarui elev.
CG_. Tatal, mama si fiul au impreund 96 de ani. Tatdl este cu 8 ani mai in varsta decat mama, iar fiul este
cu 20 de ani mai tanar decat mama. Calculeaza cati ani are fiecare.

C7_. Daca se scade 8 dintr-un numar si se inmulteste diferenta cu 12, iar la produsul obtinut se adauga
dublul numarului necunoscut, se obtine —194. Calculeaza numarul.

(ﬁ' Suma a trei numere intregi este —20. Dupa ce se scade din fiecare acelasi numar intreg, suma
numerelor devine 4. Calculeaza numarul care s-a scazut din numerele initiale.

(.9_. Daca la triplul unui numar intreg adunam 75, se obtine 30. Calculeaza numarul.

Qg. Daca din dublul unui numar scadem —24, se obtine —30. Calculeaza numarul.

. 3
= AUTOEVALUARE
Gi

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste

litera F. 4 puncte
a) Daca produsul a doud numere intregi consecutive este egal cu 0, atunci suma A F
celor doua numere consecutive poate fi egald cu 1.
b) Daca produsul a doua numere intregi consecutive este egal cu 0, atunci suma A
celor doua numere consecutive nu poate fi egala cu —1.
c) Dacad suma a trei numere intregi consecutive este egald cu —3, cel mai mare dintre A F
A

F

ele este egal cu 0.
d) Daca suma varstelor a 2 copii este egala cu cel mult 14 ani si unul este cu 2 ani mai
mare decat celalalt, atunci cel mai mic are mai mult de 6 ani.

F

< 2. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator

aflat in coloana din dreapta. 3 puncte
a) Dacd un numarintreg se aduna cu dublul opusului si rezultatul este —7, atunci 1) —6;
numarul intreg este egal cu ...
b) Daca suma a doua numere intregi este 7, iar unul dintre ele este cu 13 mai 2)7;
mare decat celdlalt, atunci cel mai mic dintre cele doua numere intregi este egal cu. ... 3) -3;
c) Daca diferenta dintre un numdr intreg x si produsul acestuia cu numarul —12
este egald cu -26, atunci x este egal cu ... 4) -2,
C3’. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 2 puncte

Daca suma a patru numere intregi consecutive este —18, atunci cel mai mare dintre ele este |:|
Din oficiu: 1 punct)

N\
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Exercitii si probleme recapitulative

‘ 1. Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:

a)7x-3=5x+11; b) -2x+11=-3x+5; ) 3x+10=2x+12;
d) -40 - 16x=-6 - 15x; e) -6x + 20 =20 - 4x; f) -2x+5=-9 + 5x.
CZ_. Determina numarul intreg a pentru care ecuatia in necunoscuta x are solutia specificata:
a) x-5=aare solutiax=-2; b) x=10 - a are solutia x=-1;
c)ax+1=-5aresolutiax=-1; d) a:x+7=+4are solutia x=-3.
(_3_. Rezolva in multimea numerelor intregi ecuatiile:
a) x| =10; b) |-x| = |-7]; ) x+2[=5; d) [x-3]=2;
e)|-x+6|=4 f)|2x-7|=9; g)-5-x+2/+4=-1; h) -2|x + 8|=-12.

(. Rezolvain Z ecuatiile: a)2-(X+1)==5-(x+4) =7 (x+7)+14- (x+2);
b)5-x+3)°+2-(x+1)=-6-(x+4)+4-(2x-3) +43;
)-6-{6-[-3+(-3)+(-5-x)-71-91=-11;

Y d)2-x+5)+3-[3-2-(x-3)]:3=2-(x+16)+ 1.

CS_. Pentru fiecare dintre inecuatiile de mai jos, precizeaza trei numere intregi care sunt solutii ale

inecuatiei si trei numere intregi care nu sunt solutii ale inecuatiei:

a)x-3<-4; b) 7x-6>-13; ) 5x-2<3-(x+2).
CG_. Rezolva in multimea numerelor intregi inecuatiile:
a)3x+12>0; b) -5x+ 10 < 0; c)-7x-35<0;
d)-2x+112>171; e)x-8<-3x+4; f)x-6>4x+3.
C7_. Precizeaza elementele multimii M ={-5, 0, -1, 3, -2, 5, 2} care sunt solutii ale inecuatiei:
a)x+4<7; b)-x+1>5; c)-4x<12;
d) -5x + 4> -6; e)dx+5>-2x-7; f) -3x+3>-2x-5.
CB_. Activitate in perechi. Scrieti multimile prin enumerarea elementelor:
a)A=KxeZ||x <4} b)B={xeZ|2<|x]<6};
C=xeZ|x+1>-3six<1} d)D={xeZ|2x+3<-3six>-6}.
C9_. Determina valorile intregi ale lui x, stiind ca:
a)x>-3six<1; b) x<3six>-2; c)-4<x<2.
Qg. Determinad numerele intregi negative mai mari decat -4, care verifica inecuatia:
a)x+1<3; b)3x-4<5; c)3x+3<x-4; d)3x-4>5x-10.

QJ. Suma a trei numere consecutive este —15. Determina cele trei numere.
(1__2. Daca inmultim un numar cu -3, iar rezultatul il adunam cu -75, obtinem 63. Determina numarul.
(13. Suma a doud numere este —2023, iar diferenta lor este —23. Determina numerele.

‘ 14. Doi copii au impreuna 170 de lei. Daca primul ar avea de cinci ori mai multi lei, iar al doilea ar
avea de doua ori mai multi, ei ar avea impreuna 490 de lei. Cati lei are fiecare copil?

‘ 15. Suma a doua numere este —-120. Daca marim primul numar cu 20 si micsoram al doilea numar
cu 20, atunci primul numar va fi de 4 ori mai mare decat al doilea. Determina numerele.

‘16. Suma a trei numere intregi este -50. Dupa ce scadem din fiecare acelasi numar intreg, suma
numerelor devine 10. Calculeaza numarul care s-a scazut din numerele initiale.

QZ' Se considerd inecuatia 7 + |x| < 3 - (-2)3. Cate numere intregi pot fi puse in locul lui x?

‘ 18. Se considera numerele 5x — 1, x + 5 si —=6x + 1. Determina numarul intreg x, stiind ca suma celor
trei numere este 5.

‘ 19. Determina numerele intregi negative, stiind ca prin inmultirea acestora cu -7 se obtin numere
cel mult egale cu 28.
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m Timp de lucru: 50 de minute.

Subiectul I. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, completeaza casuta alaturata cu litera A. In
caz contrar, completeaza cu litera F.

(5p) | 1.Inecuatia 3 —2x< 4, x € Z_, are cel putin doua solutii. []
(5p) | 2. Solutia ecuatiei 6 — 4x = 8 — 2x, x € N, este numarul 1. []
(5p) | 3. Numerele intregi —2 si 6 sunt solutii ale ecuatiei x> = 12 + 4x, x € Z. |:|
(5p) | 4.Inecuatiile 6 — 2x< 4, x € Z si 3x — 2 > x— 4, x € Z, sunt echivalente. []

Subiectul Il. Uneste, prin sageti, fiecare cifra corespunzatoare enunturilor din coloana A, cu litera
care indica raspunsul corect aflat in coloana B.

A B
(5p) | 1.Solutia ecuatiei 2x + 3 =24 - x este ... a)-7;
(5p) | 2.Solutia ecuatiei —4x = 28 este ... b) 4;
(5p) | 3.Solutia ecuatiei x: (—4) = —4 este ... c) 16;
(5p) | 4.Solutia ecuatiei (-32) : (—x) =8 este ... d)7;
e)-16.

Subiectul lll. Alege litera care indica singura varianta corecta.

(5p) | 1.1n Z, solutia comuna a ecuatiilor x> — 2x = x — 2 5i 2x — 6 = 6 — 4x este:

A.0; B. 1; C.-2; D. 2.
(5p) | 2.1n Z, multimea solutiilor comune inecuatiilor x - 1> -2 si x - 1 < 2 este:

A.{-1,3} B.8{1,2,3} C.{0, 1,2} D.{-1,0,1,2,3}.
(5p) | 3.Dintre numerele 0, 1, 2, 3 solutie/solutii a/ale ecuatiei x3(x — 6) = —=11x? + 6x este/sunt:

A. numai unul; B. doar doug; C. doar treij; D. toate.

(5p) | 4.1n Z, numarul solutiilor ecuatiei (x - 1) - (3x + 6) - (~x + 6) = 0 este egal cu:
A.1; B. 2; C.3; D. 4.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.

Subiectul IV. Doua numere intregi x si y au proprietatea cda -4 < x<-2<y<0.
(5p) | a)Arataca-3x+4>10.
(5p) | b) Calculeaza produsul x - y.
(5p) | c)Arata ca |x| > |y|-
Subiectul V. Suma a sapte numere intregi consecutive este egala cu -7.
(5p) a) Determina cel mai mic numar intreg dintre cele sapte.
(5p) | b) Determina cel mai mare numar intreg dintre cele sapte.
(5p) | c) Calculeaza produsul numerelor intregi gasite la a) si b).

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul | 11 | 12 | 13 | L4 [T [ 12 | 03 | 114 [ 0.1 [ W2 | N3 |14 | IVa [ IVb | IVc | Va | Vb | Vc
Punctajul
Nota
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APITOLUL IV

MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE

IV.1. Multimea numerelor rationale

IV.1.1. Numar rational. Multimea numerelor rationale

IV.1.2. Reprezentarea numerelor rationale pe axa
numerelor. Opusul si modulul unui numar rational.
Compararea si ordonarea numerelor rationale

IV.1.3. Adunarea si scdderea numerelor rationale.
Proprietati

IV.1.4. Tnmultirea si impértirea numerelor rationale.
Proprietati

IV.1.5. Puterea cu exponent numdr intreg a unui numar
rational nenul. Reguli de calcul cu puteri. Ordinea
efectudrii operatiilor si folosirea parantezelor

IV.1.6. Ecuatii in multimea numerelor rationale. Probleme
care se rezolva folosind ecuatii de acest tip

Exercitii si probleme recapitulative

Evaluare
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IV.1. MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE

A% W B NuUmMAR RATIONAL. MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE

Observam si descoperim cunostinte noi

Cunostintele despre numere naturale, numere intregi, fractii ordinare si fractii zecimale permit constru-
irea unei noi multimi de numere, definirea si studierea operatiilor aritmetice pe aceasta multime, precum si
completarea cunostintelor teoretice cu altele noi, utile in multe dintre domeniile activitatilor umane.

. < . . . < m .
» Stim ca, pentru o pereche de numere naturale m si n, n = 0, fractia ordinara — reprezinta un
n
numar rational. Vom extinde aceasta definitie la perechi de numere intregi. Mai precis, daca (m, n)

N - . M < . .
este o pereche de numere intregi si n # 0, spunem ca — este numar rational. Multimea numerelor
rationale se noteaza cu Q. n

> Pe multimea Q a numerelor rationale se defineste relatia de egalitate astfel: daca

n
reprezinta doud numere rationale, atunci ele sunt egale prin definitie dacd si numai dacdm-qg=n-

def
Notam: m_p & m-g=n-p.

n q
. m . . . . .
Observatie: Deoarece — si P sunt numere rationale, se subintelege ca m, n, p si g sunt numere
n q
intregi,n=0,g=0.

AN\
0

s +3 . . -1 N
1. Justifica de ce — este numdr rational si de ce o nu este numar rational.

+
Rezolvare: 3

este numadr rational, deoarece numaratorul si numitorul sunt numere intregi, iar -2 # 0.

—— N . .
Numarul o nu este numar rational, deoarece numitorul nu este diferit de zero.

2. Verificd urmatoarele egalitati de numere rationale:
2 6 -3 3 -5 5 -1 4
a) —=—; b) —=—; ) —=—; d —=—.
4 12 2 -2 -6 6 -2 8

2 6 -
Rezolvare: a) Z :E ,deoarece2-12=4-6; b) 73 :iz ,deoarece (-3)-(-2)=2-3;

-5 5 -1 4
¢) —=—,deoarece (-5)-6=(-6) - 5; d) —=—, deoarece (-1) -8 =(-2) - 4.
) 5 6 (=5) (-6) )_2 3 =1 (=2)

. . . . ., -m m -m m . m -m
Observatie: Daca m si n sunt doua numere naturale sin#0, atunci —=—, —=— si —=—o.
-n n n -n" -n n

. -m . m _ m . . N
Numerele rationale — si — fiind egale, vor fi notate cu —— . Prin urmare, orice numar rational se
n -n n

. m m . 5 . L .. m
poate scrie sub forma — sau — ,undem € N, n € Nsin=#0.In fiecare dintre aceste scrieri, fractia —
n n n

este o fractie ordinarad care, prin algoritmul de impartire, poate fi transformata intr-o fractie zecimald
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(finitd sau periodicd). Aceasta observatie este foarte importanta, deoarece toate cunostintele invatate
despre fractii ordinare referitoare la amplificare, simplificare, aducere la acelasi numitor si transformarea
lor in fractii zecimale, rdman valabile si pentru numere rationale.

1 3 -7
3. Arata ca fractiile 5 g -0,5si T reprezinta acelasi numar rational.

Rezolvare:
o103 =7 y 3 3%
Fractiile ——, —,-0,5 si — reprezintd, intr-adevar, acelasi numar rational deoarece: —=—-=— =——,
2 -6 14 —6 6 2
(5 (7
- 1 -7
5= =Ll T 1 pe-to3 - g5-"7
10 2 14 14 2 2 -6 14
7 +2 -4 -5 43 25
4. a) Scrie numerele rationale —,—,—,—,—,——— sub forma de fractii zecimale.

10745 -3"+6" 2" 12
b) Scrie numerele rationale -1,(3), 2,(12), 0,25 si 2,1(3) sub forma de fractii ordinare.

. x . -5 -3 .17 . .
c) Arata ca numerele rationale —, — si — sunt numere intregi.
Rezolvare:
7 2 -4 - 2
a) —=0,7;2=0,4; —=1,3); —5=—0,8(3); +—3=—1,5; ——5=—2,08(3);
10 +5 -3 +6 -2 12
13-1 12° 4 212-2 210° 7 25% 1
RN L L P CALC S L YR L
9 9 3 99 99 33 100 4

213-21 192 32
2z 213-21_192°_32.
90 90 15

- — . . -5 . NN
c) Cum —1:T:5:1:5, rezulta ca numarul rational - reprezinta numarul intreg 5.
-3 3 . . -3 s NN <
Deoarece T:_T:(_3) :1=-3, numarul rational T reprezinta numarul intreg —3. Analog, numarul

17
rational Y reprezinta numarul intreg —17.

.

\ /4 N
Retine!
= q a . . - m q
e Un numar rational este o pereche de numere intregi m si n, n # 0, scrisa sub forma — . Multimea
numerelor rationale se noteazd cu Q. n
o . m . . . 2 . o -
e Doua numere rationale — si P sunt egale prin definitie daca si numai daca mg = np, adica
n q
m
—=£<:>mq=np, n#0,q=#0.
n q
. -m m . m -m m m
e Numerele rationale —, — si — suntegale: —=—=——, n=0.
n  -n n n -n n

> Orice numar rational se poate reprezenta sub forma de fractie ordinara ireductibild, de forma
m m .
— sau——,undem e N,n € Nsin=0.
n n

. . et . - . m m .
> Prin algoritmul de impartire, orice numar rational de forma — sau——, unde m € N, n € N si
n n

n # 0, se poate reprezenta sub forma de fractie zecimald, precedata sau nu de semnul,,—".
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s A
> Orice fractie zecimald, precedatd sau nu de semnul ,—" reprezinta un numar rational de forma

m m .
— sau —,undem e N,n e Nsin=0.
n n

. o m . o < .
e Oricare ar fi un numar intreg m, avem sz (orice numdr intreg este numar rational).

& Orice numar natural este numar intreg si orice numar intreg este numar rational: N ¢ Z < Q.

Aplicam cunostintele

s . . < R . 3 2
Scrie cate trei reprezentanti sub forma de fractii ordinare pentru numerele rationale: 273 -3.

Rezolvare:

. 6 -3 +3 2 12 2 2 6 -9 12
Pentru numarulz —, —, —;pentru numarul ——: ——, —, —; pentru numarul -3: -——, —, —

8 -4’ 4 37 18'-3" 3 23" 4

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

‘ 1. Copiaza tabelul in caiet si completeaza in spatiile libere cuvantul,da”, atunci cand afirmatia scrisa
in coloana intai este adevaratd, si cuvantul ,nu’, atunci cand afirmatia este falsa, urmand modelul.

4 5 =21 | =10 11 +39
R E R
aeN nu
ac’ nu
aeZ\N nu
acQ da
aecQ\Z da
CZ_. Scrie urmatoarele numere rationale sub forma de fractii zecimale:
9 7 15 3 1 1
a)E' b)Z, - d)g, )_E f)g: 9) —g, h) —
CB_. Scrie urmatoarele numere ra’;lonale sub forma de fractii ordinare ireductibile:
a) 0,24; b) 2,8; c)-15,625; d) 0,(3);
e) -1,(24); ) 2,103); g) 0,(09); h) -3,33(6).

C‘L. Se considera multimea A:{Z; —E; —2; +ﬂ; —12; —1—72, st E}
2 3 4 6 8" 10°" -72" 27
a) Scrie multimea B prin enumerarea elementelor ei, stiind ca acestea sunt numere rationale din
multimea A, care se pot scrie ca fractii zecimale finite.
b) Scrie multimea C prin enumerarea elementelor ei, stiind ca acestea sunt numere rationale din
multimea A, care se pot scrie ca fractii zecimale infinite.

5. Determina valorile numarului n pentru fiecare dintre situatiile:

a)n € Nsi E eN; b)neZsi —E elN; «¢neNysi e Z; d)neN,nS10§i£e(@\Z.
n n n

‘ 6. Activitate pe grupe. Determinati numarul intreg x, astfel incat urmatoarele numere sa fie intregi:
7 10 -1 X+1
a) ; b) —:; 9] ; d —
X—=2 3—x 2x -5 x—-1
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X < »
nu este numar intreg.

‘ 7. Arata ca, oricare ar fi x un numar intreg, numarul

- < . aaa . . s s .
( 8. Arata ca numarul rational T se scrie ca fractie zecimala finitd, oricare ar fi cifra a.

. n-(n+1) . n-(n+1)-(n+2) . .
9. Aratacanumerele 5 Si p sunt numere naturale, oricare ar fi n numar natural.

.

@
AUTOEVALUARE

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste

litera F. 4 puncte
1 -1 -
aj—=—; A F b)—sz—i; A F c)iz—g; A F d)gzi. A F
3 -3 -7 7 -8 8 8 -
(_2’. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 2 puncte

< . / . .
a) Numarul rational —— este egal cu numarul rational:

3 =
-7 7 2 O S///D

A. —; B. —; C.-2,3; D. —2—.
-3 -3 3

. 7 .9 3
b) Numerele rationale 3 Si 5 nu sunt egale pentru ca:
A.7-9%3.2; B.7-329-2; C.7-2%3-9; D.7-2#3-2.
(_3’. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 3 puncte

< . 73 . . TRV
Numarul rational s se poate reprezenta prin —x, unde x este fractia zecimald periodicd mixta

egaldcu....
Din oficiu: 1 punct

REPREZENTAREA NUMERELOR RATIONALE PE AXA NUMERELOR.
\"A A OPUSUL S| MODULUL UNUI NUMAR RATIONAL.
COMPARAREA S| ORDONAREA NUMERELOR RATIONALE

. N . m m )
Orice numar rational se poate scrie sub forma — sau sub forma —,undem € N,n € Nsin=0.
n n

\ra;ionale negative.

Retine! b

. m . . .
Numerele rationale de forma —,undem € N, n € N, m # 0 si n # 0, le numim numere rationale
n

g . . m . .
pozitive, iar numerele rationale de forma —, undem € N, n € N, m # 0 si n # 0, le numim numere
n

J
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Rezolvam impreun3d

. 5 .5
Reprezintd pe axa numerelor numerele — si 3
Rezolvare:

. . 5 ) .
Pentru a reprezenta numarul rational 3 alegem ca unitate de masura (u.m.) un segment pe care

il impartim in trei parti egale. Rezulta ca 3 este unitatea fractionara. Fiind un numar pozitiv, numarul

rational E se reprezinta pe axa numerelor in dreapta originii, printr-un segment a carui lungime este
egala cu 5 unitati fractionare.
Pentru a reprezenta numarul rational -3 procedam exact la fel, numai ca acest numar rational

fiind negativ, ca si in cazul unui numar intreg negativ, se deseneaza pe axa in stanga originii.

A’ 0 A
PR B | PR TR SR ST T (N R S N N
LI BN B N | | AN B R SN B RN EEN B B re
ERE R
3 3

Numarului 0 ii corespunde punctul O, care este originea axei numerelor.

N . - T ,
Pe axa numerelor, numarului 3 ii corespunde punctul A, iar numarului -3 fi corespunde punctul A",

5 5
Spunem ca punctele A’, O si A au coordonatele -3 0 si, respectiv, 3 Se scrie A’(—gj , 0(0) si A(gj

. 5 . . 5.5 . :
AtunciOA=0A= 3 u.m., iar despre numerele rationale -3 si — spunem ca sunt numere rationale opuse.

Daca notam cu x un numdr rational oarecare si cu P punctul corespunzator acestuia pe axa numerelor,
atunci modulul numarului rational x este distanta OP. Notam |x| = OP.

5 |5 5 < . .
Exemplu: ‘—5 =0A'= 3 Si 3 =0A= 3 Prin urmare, doua numere rationale opuse au acelasi modul.
Pentru un numar rational oarecare notat cu x, opusul acestuia se noteaza cu —x. De asemenea, rezulta
ca opusul numadrului rational —x este numarul rational x, adica —(-x) = x.

N\ /4

Retine! b

¢ Opusul unui numar rational
» Opusul unui numar rational x este numarul rational —x.
» Opusul numadrului rational —x este numarul rational x, adica —(-x) = x.
¢ Reprezentarea numerelor rationale pe axa numerelor
Pe axa numerelor, oricarui numar rational x i se asociaza un punct, de exemplu, P. Spunem ca punctul
P are coordonata x si scriem P(x).
¢ Modulul unui numar rational
> Pe axa numerelor, modulul unui numar este egalcu  —4 —
distanta de la origine la reprezentarea acestuia pe axa. X
» Daca x este un numar rational, iar pe axa numerelor punctul P are coordonata x si punctul P"are
coordonata —x, atunci OP = OP’. Rezulta: |x| = |-x|.

P
1 1 1 S
1 v T 7

X

g
o=+0

3 . ) x, daca x este pozitiv.
> Daca x este un numar rational, atunci Ix|= « . si|o]=0.
—x, daca x este negativ
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Ve

e Multimea numerelor rationale negative se noteaza cu (Q, multimea numerelor ra;ionale\
pozitive se noteazacu Q,,iarQ=Q v {0}uQ,.
¢ Compararea si ordonarea numerelor rationale

> Pe multimea numerelor rationale se definesc relatiile de inegalitate <" si,>" (mai mic si mai mare):

- dintre doua numere rationale, cel mai mic este reprezentat pe axa numerelor in stanga celuilalt;

- dintre doua numere rationale, unul pozitiv si altul negativ, mai mic este cel negativ;

- dintre doua numere rationale negative, mai mic este acela care are modulul mai mare;

—dacax, y € Qsix<y,atunciy > x;

— oricare ar fi doua numere rationale x si y, avem: x < y sau x =y sau x > y.

> Prin x < y se intelege x < y sau x = y. Relatia de inegalitate ,<” are urmdtoarele proprietati:

— este reflexiva: oricare arfix € Q, x < x.

- este tranzitiva: oricare arfix, y,z € QQ, dacax <ysiy <z atuncix <z

— este antisimetrica: oricare ar fix,y € Q dacax <ysiy < x,atuncix=y.

—dacdx,y € Qsix<y,atunciy=x.

> Relatiile de inegalitate (<, >, <, =) intre doua numere rationale se mai numesc relatii de ordine pe
multimea Q; acestea permit compararea si ordonarea numerelor rationale.

> Doud numere rationale pozitive x si y se compara dupa regulile invatate in clasa a V-a. )

Aplicam cunostintele

11
Cl. a) Reprezinta pe o axa numerele rationale: 0,8(3); 1; 1,(3); -0,5; E;E;—O,(6); —g .
b) Scrie numerele de la subpunctul a) in ordine crescatoare.

Rezolvare:

a) Transformam fractiile zecimale in fractii ordinare si le aducem la numitorul comun 6:
5 8 1 31 2 1 3 2 4

0,83)=—; 1= é; 1,3)=—; 0,5=——=-=; —=—; —=—; —0,(6)=——=——. Unitatea fractionara
6 6 6 2 6 3 6 2 6 3 6

1 . N Mo s _—
este P Alegem ca unitate de mdsura un segment de 3 cm, pe care il impartim in sase parti egale,

atunci g din lungimea segmentului este 3 cm : 6 = 0,5 cm. Rezulta urmatoarea reprezentare pe axa:
-0,(6) 0] 1

05 10 11 083 103

b) Pe axa numerelor, dintre doud numere rationale, cel mai mic este reprezentat in stanga. Rezulta ordo-

T 1 1
narea crescatoare a numerelor rationale date: —0,(6) < —0,5 < ar < 3 < > <0,8(3)<1<1,3).

, . 1m .9
(%. Compara numerele rationale ry si s

Rezolvare:
. R « . « 11 11
Deoarece numerele rationale date sunt amandoua negative, comparam modulele lor: _E‘:E Si
9| 9 1 .9 , R .11 711 55
——|==.Pentru a compara — si — aducem fractiile la acelasi numitor, 30. Rezultda: —= —==—si
5 6 5 6 6 30

6)

11 9
2: E:E.Cum 55 > 54, rezulta cda —>—, de unde
5 5 30 6 5

doud numere rationale negative, mai mic este acela care are modulul mai mare).

1
>

11 9
—2 . Prin urmare, —— < —= (dintre
5 6 5
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Capitolul IV

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

(.1_. Se considera multimile A = {-4, 0, 2}, B = {-2, -1, 3} si C este multimea numerelor rationale

m . . . . . .
de forma —, unde m € A si n € B. Scrie multimea C prin enumerarea elementelor acesteia, apoi

n
determina numarul elementelor multimilor CnQ, siCN Q..

. 6 3 5 1 2
CZ_. Reprezinta pe axa numerelor punctele care au coordonatele —2; 5; -1,5; E Y ;0; 1; E 3
CB_. Studiaza cu atentie axa numerelor de mai jos. .
A B C 0} D E F G
-2 -1 0 1 2

a) Scrie sub forma de fractii zecimale coordonatele punctelor A, B, C, D, E, F, G din figura.
b) Scrie sub forma de fractii ordinare coordonatele punctelor A, B, C, D, E, F, G din figura.
4. Calculeaza si scrie rezultatul sub forma de fractie ordinara ireductibila:

al-32; B2 ah2s); @ al-{-2); 0=
8 — 3 -13
. . . 1 100
‘ 5. a) Scrie in ordine crescatoare numerele: -2,4; +3,2; -3,8; +1,(3); 0; 45 _E

b) Scrie in ordine descrescatoare numerele: -2,13;-2,31; -3,12; +1,32; +3,21; -1,23.
6. Compara numerele rationale si completeazd casuta cu unul dintre simbolurile <, >, =, astfel incat
aﬁrmatiile sa fie adevarate:
34 9 32
a) — |:|1 06); b)-196[ |67, ¢ 5 [ ]-1,03; d) = D oo LI

‘ 7. Pentru fiecare dintre numerele rationale de mai jos, gaseste doua numere intregi consecutive,

unul mai mic sau egal si altul mai mare decat numarul dat.

a) 3,14; b) ?; c) -6,(7); d) —% e)—-32,6(7); f)-1.

: 3
@

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste

litera F. 3 puncte
1. -1 - 7 2
a)—>—; A F b)—5<—5; A F c)—>£; A F d) —i<——. A F
3 - -7 7 8 6 12 5
(_2’. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

- . 17 . i . . <
a) Intre numerele rationale —? si —1,7(2) exista n numere intregi. Despre n putem spune ca:

A.n=1; B.n=2; C.n=3; D.n>4.
b) Daca x este un numar rational negativ, atunci:
A || =x; B.|—x|=-x; C.|=x| =-(-x); D. |—x| # |x|.
3. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 3 puncte

Pe axa numerelor, cu originea in punctul O, se alege ca unitate de masura un segment cu lungimea
< S . . . 8 . < pp s
egala cu 1 dmsi prin punctele A si B se reprezinta numerele rationale Py respectiv —1,6. Daca M si N sunt

doua puncte, astfel incat MN =5 - OA + OB, atunci lungimea segmentului MN este egala cu ... cm.
Din oficiu: 1 punct)

N\
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A\VA B ADUNAREA SI SCADEREA NUMERELOR RATIONALE. PROPRIETATI

Operatia de adunare a numerelor rationale se reduce la operatii cu numere intregi.

La fel ca in multimea numerelor intregi, operatia de scadere a numerelor rationale se defineste cu
ajutorul operatiei de adunare. Astfel, pentru a se obtine diferenta dintre numarul rational a si numarul
rational b se efectueaza suma numarului a cu opusul numarului b, adica: a — b =a + (-b).

Rezolvam impreunad

Calculeaza: Rezolvare:
a) 0,75+ 5,25 + 6,75; a)0,75+5,25+6,75= 0,75 + 5,25+ 6,75=12,75;
6

b) (-2,7) + (-3,7) + (-1,4); b) (-2,7) +(-3,7) +(-1,4) =-(2,7 +3,7 + 1,4) = -7.8;
c) (-4,3) + 3; c)(-43)+3=-43-3|=-1,3;
d)-3,1+49; d)-3,1+49=+[49-3,1|=18;

1 -1 1 -1+2-1 —1+2 2
e[ -] +1,18). o[- )ir,0g =113 213 —1+26 25

22 22 22 11 22 22 22

Observam si descoperim cunostinte noi

» Rezolvarea subpunctelor a), b), ¢) si d) arata cd, pentru a calcula o suma de numere rationale,
procedam exact ca la calcularea sumelor de numere intregi: operatiile se fac cu modulele numerelor
rationale, iar semnul se stabileste dupa regulile cunoscute de la numere intregi.

» Daca cel putin unul dintre termenii unei sume este un numar rational (subpunctul e)), reprezentat
printr-o fractie zecimala periodica, este obligatoriu sa reprezentdm numerele rationale prin fractii ordinare.

\ . /
i Retine! b

¢ Adunarea numerelor rationale
> Pe multimea Q a numerelor rationale, se defineste suma a doua numere rationale: suma a doua
numere rationale a si b este un numar rational, notat a + b. Numerele a si b se numesc termenii sumei.
» Termenii unei sume de numere rationale pot fi reprezentati prin fractii ordinare sau fractii zecimale.
> Operatia prin care se obtine suma a doua numere rationale se numeste adunarea numerelor rationale.
e Scaderea numerelor rationale
> Pe multimea Q a numerelor rationale, se defineste diferenta a doua numere rationale: pentru a
se obtine diferenta dintre numarul rational a si numarul rational b se efectueaza suma numarului a cu
opusul numarului b, adica: a — b =a + (-b).
> Operatia prin care se obtine diferenta a doua numere rationale se numeste scaderea numerelor
rationale.
¢ Proprietatile adunarii numerelor rationale
Deoarece adunarea si scaderea numerelor rationale se reduc la operatii cu numere intregi,
proprietatile adunarii numerelor rationale sunt similare proprietatilor adunarii numerelor intregi:
» Adunarea numerelor rationale este asociativa:
(@+b)+c=a+ (b+c), oricare ar fi numerele rationale a, b si c.
> Numarul rational 0 este element neutru la adunarea numerelor rationale:
a+0=0+a=a,oricare ar fi numarul rational a.
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> Orice numar rational a are un opus, notat —a. Opusul numadrului rational —-a este numarul rational
a, adica —(-a) = a.
a+ (-a) = (-a) + a =0, oricare ar fi numarul rational a.
» Adunarea numerelor rationale este comutativa:
a+ b=0b+ g, oricare ar fi numerele rationale a si b.
e Definitia opusului unui numar rational, definitia diferentei a doua numere rationale si proprietatea
de asociativitate permit simplificarea scrierii termenilor unei sume prin eliminarea unor paranteze:
» daca o paranteza este precedata de semnul,+’, se renunta la paranteza, iar termenii din interiorul
parantezei se scriu cu semnele lor;
» daca o paranteza este precedata de semnul -’ se renunta la paranteza, iar termenii din interiorul
parantezei se scriu cu semne schimbate.
e Adunarea unui termen la o egalitate si scaderea unui termen dintr-o egalitate
Oricare ar fi numerele rationale g, b si c:
»dacda=0b,atuncia+c=b+c »dacda=0b,atuncia—-c=b-c
(Dacd la o egalitate adundm sau scddem acelasi termen, egalitatea se pdstreaza.)
¢ Adunarea unui termen la o inegalitate si scaderea unui termen dintr-o inegalitate
Oricare ar fi numerele rationale g, b si c:
»dacdaa<b,atuncia+c<b+c »dacda<b,atuncia-c<b-c.
(Daca la o inegalitate adunam sau scadem acelasi termen, inegalitatea se pdstreaza.)

~

(A

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

1. Calculeaza numarul rational care este:

a) opusul numarului (1 ; b) modulul numarului L ;
12 6 3 6
2 . .7 . .. 4
c) cu g mai mare decat g; d) cu 5 mai mic decat —E.
Calculeaza: a) l+ 1 ; b) —Z+ +§ : c)ﬂ_ A ; d) _3+ 7 .
5 5 3 3 4 4 5 5

Calculeaza: a) £+(—Z)—(—ij; b) —l+(—i)—[—lj; ) l—(—lj+i—[+zj.
2 5 15 7 14 2 6 4) 12 3

1
Se considera numerele rationale: a= —1+(—%) sib= _4E+4'1 .Calculeaza:a+bsib-a.

(A AR A

Fie multimea M ={—%,%,155,%, —0,5,1,7} . Calculeaza suma elementelor multimii:
a)MnZ; b) M\ Z; o M; d) M~ N.
(.6_. Calculeaza:
a)0,2 - (+5,3)—(-4,1); b)3,5+2+(-10,6) + (+0,4); c)2,(3)+3,5+1,6);
1 2 10 5
d) -2,3)+1=—(-1); e) 6,1+(-1,(6)|-4,1+| +— |; f) 2,25+—-3—.
)26 -(); e 61[-16) (3] 2254103
C7_. Calculeaza:

SN SR O
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CS_. Calculeaza:

5 11 37 112 346
a) 1,8(3)+(—5,2+€)+[—0,41(6)+(2)], b) ‘W*(‘WH*WH‘_)

9. Calculeaza L—l,neN*,apoi suma S=1- L+L+L+...+L .
n+1 n 1.2 2.3 34 9-10
1 1 1 1
+ + +..+ .
1-12 12-23 23-34 89-100

y @
e AUTOEVALUARE

{ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste

QP' Calculeaza suma S =1—(

litera F. 4 puncte
a) Daca x este un numadr intreg negativ, atunci |x| — x = 0. A F
b) Dacéd x este un numar intreg pozitiv, atunci |x| + (—x) = 0. A F
c) Daca x este un numar intreg, atunci —x+[—(—x)]=0. A F
d) Daca x este un numar intreg, atunci (—x) - x = 0. A F
CZ'. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 4 puncte

. 72
a) Rezultatul calculului —§+O,3+(—5)+1,0(3) este egal cu:

24 22
A —; B. E; C. 1,4(6); D. —.
15 15 15
.13
b) Rezultatul calculului —?+(—1,4) este egal cu:
A.24; B.-2,4; C.-2,6; D. -4.
c3'. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 1 punct

Rezultatul calculului %+[%+(—%ﬂ + 0,375 esteegal cu ...

Din oficiu: 1 punct

\ J

AV RN INMULTIREA SI IMPARTIREA NUMERELOR RATIONALE. PROPRIETATI

Observam si descoperim cunostinte noi

Regulile de calcul privind calculul unui produs de fractii ordinare sau de fractii zecimale
(exemplificate anterior) pot fi extinse si la calcularea unui produs de numere rationale. De asemenea,
se pastreaza regula de calcul a unui cat de doua numere rationale.

Pentru stabilirea semnului unui produs sau al unui cat de numere rationale se aplica aceleasi reguli
de la numere intregi:

() - (+) = (+); ) =) =) (=) () =) =) () =)
() : (+) = (+); () : (=)= (=) : () =) (=) : (=) =)
1 2
Exempiu: 222 . 216 _ 9 6 _ 12 2
8 16 827 g o 133
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Retine! b

e Pentruacalculaprodusul adouanumererationale, scrise sub forma de fractii ordinare, se inmultesc
numaratorii intre ei si numitori intre ei:

mp mp . . . .
—-—=——,unde m, n, p si g sunt numere intregi, iar n si g sunt nenule.
n g nq
Operatia prin care se obtine produsul a doua numere rationale se numeste inmultirea numerelor

rationale.
Cele doua numere rationale care se inmultesc se numesc factorii produsului.
e Pentru a calcula catul a doua numere rationale, scrise sub forma de fractii ordinare, se inmulteste
prima fractie cu inversa celei de a doua:
mp mgq . . .
—:—=—-—,unde m, n, p si g sunt numere intregi nenule.
nqg np
Operatia prin care se obtine catul a doua numere rationale se numeste impartirea numerelor rationale.
Cele doua numere rationale care se impart se numesc factorii impartirii (deimpartit si impartitor).

Numarul rational 9. este numit inversul numarului rational P

p q
¢ Proprietatile inmultirii numerelor rationale @
Oricare ar fi numerele rationale g, b si c avem: \
>(@-b)-c=a-(b-c) asociativitate
»1-a=a-1=a 1 este element neutru pentru inmultire
>a-b=b-a comutativitate

>a-(b+c)=a-b+a-c

distributivitate fata de adunare si scadere
>a-(b-c)=a-b-a-c ’ ’

. N . .1 11
> Orice numar rational nenul a are un invers care se noteazd cu — saucua'si a-—=—-a=1sau
a-a'=a'-a=1 a a a
o inmultirea siimpartirea unei egalitati cu un factor
Oricare ar fi numerele rationale g, b, c:
»dacaa=0b,atuncia-c=b-¢ »dacdaa=bsic#0,atuncia:c=b:¢
(La inmultirea sau la impdrtirea unei egalitati cu un factor nenul, egalitatea se pdstreaza.)
o inmultirea si impartirea unei inegalitati cu un factor
Oricare ar fi numerele rationale g, b si c:

»dacda<bsic>0,atuncia-c<b-c »dacda<bsic>0,atuncia:c<b:c
(La inmultirea sau la impdrtirea unei inegalitati cu un factor pozitiv se pastreazd sensul inegalitditii.)
»dacda<bsic<0,atuncia-c>b-¢c »dacda<bsic<0,atuncia:c>b:c.

(La inmultirea sau la impdrtirea unei inegalitdti cu un factor negativ se schimba sensul inegalitatii.)

Aplicam cunostintele

(’L. Calculeaza —E- l—i in doua moduri.
519 3

Rezolvare:
Modul I. Efectuam calculele respectand regulile de folosire a parantezelor si ordinea efectudrii operatiilor,
care sunt identice cu cele de la operatiile cu numere intregi:

3(1 4}_ 3(1 V4 3(1 EJ__£HZ_ 1111

5'g3 5 3 15
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Modul . Aplicam distributivitatea inmultirii fata de scadere:

j,(l_i)_(_ij,l_(_iji L X 4 1.4 174 1412 M

5 " 75)9 \'5)3 _?'??'; 155 15 5 15 15

(2’. In figura alaturata, un intreg, reprezentat prin seg-
mentul AB, a fost impartit in 21 de parti egale. Punctul
C imparte intregul in doua parti: AC este partea cea
mare si BC este partea cea micd.

a) Calculeaza raportul dintre intreg si partea cea mare.
b) Calculeaza raportul dintre partea cea mare si partea cea mica.
c) Compara rezultatele obtinute.

Rezolvare:

a) Observam ca BC are 8 unitati fractionare si AC are 13 unitati fractionare. Rezulta ca raportul dintre

. . AB 21
intreg si partea cea mare este —=—~1,6
AC 13

q A
Ty

AC
b) Raportul dintre partea cea mare si partea cea mica este E:Ez1,6 .

c) Comparand cele doua rezultate observam ca ﬁzﬁ
AC BC

, . AB AC x . . . <
Observatie: Proportia e = I este numita proportia de aur. Factorul de proportionalitate se noteaza

cu litera greceasca @ (phi). Acest numar este numit numdrul de aur.

Exerseaza, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

1T 1 1 1 T 1 1 1 7 1 1 1 1
a) —+—+—+..+—; b) ——————-— e «q—| ————- em |
3 3 3 3 4 4 4 4 15 15 15 15 15
48 de termeni 64 de termeni 225 de termeni
C?;. Calculeaza:
- 11 12 1 14
o738 g a3 (l2), 5834 9 g (12 13)( 14)
4 31 16 9 17 15 22 12 13 14 15

4
(i. Scrie inversele numerelor rationale: —3 —3%, 4 5i-0,2(3).

CS_. Calculeaza:

16 8 10 15 32 ( 8)_ 8 8

—i= b) ——:— -—— d) 0:—; -1:—.
a) ) <) 5 ) 3 e) 3

93 721 27

2 4
CG_. Se considera numerele rationale:a = L b= 3 sic=-45.

a) Calculeaza a: b, b : a si arata ca impdrtirea numerelor rationale nu este comutativa.
b) Calculeaza (a: b): ¢, a: (b:c) si arata ca impdrtirea numerelor rationale nu este asociativa.
c)Calculeazaa:(bxc),a:bxa:csiaratdcda:(bxc)#a:b+ta:c
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‘ 7. Folosind proprietatile inmultirii numerelor rationale, demonstreaza ca oricare ar fi numerele
rationale a, b si c au loc relatiile: (b+c):a=b:a=+c:a.

8. Calculeaza:

o O R e [ e e

{ 9. Respectand ordinea efectudrii operatiilor si folosirea parantezelor, calculeaza:

a) _1: [ 0,5+ ”-[-i-iw,se,)jﬂ} b) —l-{—ﬁ-[o,ﬁo,m]:(—2)+i}
7 33 11

Qg. Activitate in perechi. Calculati:

3271224565 515 3

@
e AUTOEVALUARE

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste

litera F. 3 puncte
)E izi A F b) —0,6:3:0,06; A F c)i- —i =§. A F
204 5’ 5 3 25) 5
CZ'. incerculeg»te litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

a) Rezultatul calculului —5-(—5+%) este egal cu:
1 1 1 1
A. -5-5-5-—; B.5.5-5.-—; C.55+5.—; D.5-5+(-5)-| —— |.
5 5 5 5

b) Rezultatul calculului —4:(—4+%J este egal cu:

A. —4:4—1:4; B. 4:4—1:4; C. E; D. (—4):(—4)+l:(—4).
4 4 15 4
@ Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 3 puncte

Dacaa=0,3)sib= —%, atunci:

a)2-a-b=... 1)_1,5,
b)b:a=.. 2) —0,(6);
g2 - 3)-3;
a:b 4) -0,(3).
Din oficiu: 1 punct
J
M ________ .

Proiect pe grupe

Realizati o comparatie intre proprietatile operatiilor de adunare si inmultire in multimea numerelor
naturale, in multimea numerelor intregi si in multimea numerelor rationale. Notati concluziile voastre,
demonstrand prin exemple.
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PUTEREA CU EXPONENT NUMAR INTREG A UNUI NUMAR RATIONAL NENUL.
A\VA BB REGULI DE CALCUL CU PUTERI. ORDINEA EFECTUARII OPERATIILOR SI
FOLOSIREA PARANTEZELOR

e Pentru orice numar rational nenul a si pentru orice numar natural n = 2, puterea a n-a a numarului

rational a sau a la puterea n este produsul a n factori, toti egali cu numarul rational a. Acest produs se
noteaza cu a”.

alaputerean— a" =a-a-a-..-a, aeste baza puterii, n este exponentul puterii.
%,_J

den ori

Conventii:a®=1; a'=a; 0°nu se defineste.
e Pentru orice numar rational nenul a si pentru orice numar natural nenul m se defineste puterea cu
R . C : 1Y 1
exponent intreg negativ a numaruluirational aprin:a™ = (- saua ™= (a')",unde — saua' este
a

a
inversul lui a.

o Reguli de calcul cu puteri
Regulile de calcul ale puterilor de numere intregi cu exponent natural se extind si la puterile
numerelor rationale cu exponenti intregi. Pentrua, b € Q" sim, n € Z:

> inmultirea puterilor care au aceeasi baza: |a™-a"=a™*" | se scrie baza si se aduna exponentii

> impartirea puterilor care au aceeasi baza: |a":a"=ag™" se scrie baza si se scad exponentii

se scrie baza si se inmultesc

> puterea unei puteri: an'=am" "
P P (a) exponentii =
se ridica fiecare factor al produsului la @
> puterea unui produs: a-b)y"=a"-b" s
P P ( ) puterea respectiva
. @:by=an:br | € ridica fiecare factor al catului la

puterea respectiva
. J

Aplicam cunostintele

3
. . 2 . “ . " . 2
a) Cum se citeste scrierea (—5) ? Precizeaza baza si exponentul puterii. Calculeaza [_EJ .

-2 -2
b) Cum se citeste scrierea [—%) ? Precizeaza baza si exponentul puterii. Calculeaza (—%)

3 2
c) Calculeaza (—%) [—%) in doua moduri (calculand fiecare putere si efectuand operatia indicata /

aplicand regulile de calcul cu puteri).
Rezolvare:

3
. 2 . 2 . 2 .
a) Scrierea (_Ej se citeste,, -3 la puterea a treia”. Baza este ——, iar exponentul este 3.

-+
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-2
2 2
b) Scrierea (—%) se citeste,, 3 la puterea -2". Baza este Y iar exponentul este -2.

-3 -5 %

3 2
¢) Calculand fiecare putere rezulta: (—%) (—%) :[——j-

, (Y Y Y (Y (1 1 1
decalcul cu puterirezulta: | —— | -| —— | =| —=| =|-——=| =|——= || ——|=——.
2 2 2 2 2 2 32
%f—/

5 factori

1
=——/Aplicand regulile
32 p g

\mai intai in parantezele rotunde, apoi in parantezele drepte si abia apoi in acolade.

“ \

Ordinea efectuarii operatiilor si folosirea parantezelor

Pe multimea numerelor rationale au fost definite urmatoarele operatii aritmetice:

e adunarea si scaderea; e inmultirea si impartirea; e ridicarea la putere.

Ordinea efectuarii operatiilor este urmatoarea: intdi se efectueaza ridicdrile la putere, apoi
inmultirile si impartirile, in ordinea in care sunt scrise, iar in final se efectueaza adunadrile si scaderile, in
ordinea in care sunt scrise.

Folosirea parantezelor presupune efectuarea operatiilor cu respectarea ordinii efectudrii acestora

Portofoliu

Realizeaza o lucrare cu titlul ,Operatii cu numere rationale. Proprietati si reguli de calcul”. llustreaza
fiecare proprietate sau regula de calcul printr-un exemplu.

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

‘ 1. Scrie puterea care are:

1
a) baza 2 siexponentul -3;  b) baza -1,(6) si exponentul 3;  ¢) baza 0,6 si exponentul 0.

‘ 2. Efectueaza calculele si scrie rezultatul sub forma de fractie zecimala:

0 -2 -2
a) (-1)73; b) (-3)% <) (—ﬂ; d) @j ;o el [-0,0)17% f) (—%) ;o 9)(05)™

3. Efectueaza calculele:
7 10 3 4 -5 572
a) (—7)5-(—lj ; b) (lj .34;(1]; 0 (—Zj ~(_§j ;K_Z” .
7 3 3 3 2 3

Respectand ordinea efectuarii operatiilor si folosirea parantezelor, calculeaza:

2 1.4 7 4 1 3 2 7 758 147 5
(GaZ—+1-5 mi—-3 2 of2-22)(8), gl 1 =2
523 6 5 6 2 15 3 3215 189 6

19 49 17 1 12 5 451|1(3 3 7 5 3 5 1) 3
CS‘. a) | — ——— === ; b)—||--—=+= || =—=+=—=|+=|.
7 38 6 2 259 7 4 2 8 6 2 9 3) 5
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(s (E_E_EME.E_Z} o {2 s (1) s (2 e 1)
3 9 8 70 11 2 2 2 2 2

4 13 10 3 3 (15 6 7 3245 1 5 4
Q. a) ________________ b) _____ 4+
5114 7 5 3 2 10 3 2724 2456 5

(s a.{&{z{i_z@j (z_zﬂ_z}; b
5 (13 1|5 \21 7 14 8 3 3
2 3 4 2
CI.B. a) (E—i—lEJ —S_Z(—l) (lj ; b) _Ej _2.(_2].(_lj+l_
3 5 24 5 5 5 4 4 2) 4

3 2 10 -8
Q_2. a) —100-{[—3) :i—[—l) -0,2‘2}; b) 5—4(—§J —(—5)2.
5 25 10 9 5

11
{13. Calculeaza ————:b, unde b este inversul numadrului rational 6-| 0,25+ AN :ﬂ .
3 6 36 24) 72

@
e AUTOEVALUARE G

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

literaF. 4 puncte
1Y 1Y 1Y 1Y
a) (a+—j =32+[—j; A F b) [3._j :32.[_j; A F
2 2 2 2
22
<) (2:3)2=3—2; A F d)23+24=27. A F
2. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 1 puncte
a) Rezultatul calculului (3* + 32) : 32 este egal cu:
A.3%2:32=3% B.3%:32+32:32=32+3°=10;
C.3:4+3-2):3-2=(12+6):3-2=12; D.3-44+3-2):(3:2)=(12+6):6=3.

b) Oricare ar fi a un numar rational, rezulta:
A.(2°-a%?=2"%-a% B.(2°-a’?=2".a% C.(2°-ad3)?=2"-a5 D.(2°-a*)*=2"-a
3. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator

aflat in coloana din dreapta. 4 puncte
a) (-0,5)'%: (-0,5)8 = 1) (0,5)%;
b) (-0,5)° - (-0,5)* = 2) (-0,5)% ’
<) [(-0,5) - (0,5)° = 3) (O 5)’;
d)[(-1,5)*:3%* = 4) -(0,5)5 ‘
5) (0,5)%

Din oficiu: 1 punct)

119




120

ECUATII iN MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE. PROBLEME CARE SE REZOLVA
FOLOSIND ECUATII DE ACEST TIP

Observam si descoperim cunostinte noi

Rezolva ecuatiile:

a)3x+10=2-x,xe€ Z; b)%-x+10=%—x,xe@.
Rezolvare:
a) b) Etapele rezolvdrii
34+ 1022 x 3 1 Trecem termenul +10 din membrul 1in membrul Il si fi
- E'XHO 2 " schimbam semnul. Rezulta ecuatia (1).
(1) 3x=2-x-10 3 Trecem termenul -x din membrul Il in membrul | si i
- 3 =——x-10 schimbam semnul. Rezulta ecuatia (2).
(2) 3x+x=2-10 3 X4 x 21_1 0 Efectuam calculele. Rezulta ecuatia (3).
2 4
(3) 4x=-8 5 39 Impartim ambii membri ai ecuatiei prin coeficientul
B 5 X = Y necunoscutei. Rezulta ecuatia (4).
4) x=(-8):4 _ 395 Efectuam calculele. Rezulta ecuatia (5).
4 2
(5) x=-2(xeZ) x=-39(x e Q) Notand cu S multimea solutiilor ecuatiei, rezulta (6).
6) S={-2} 5={-3,9}

Analizand rezolvarile de mai sus, constatam ca etapele de rezolvare a unei ecuatii in multimea
numerelor rationale sunt analoage etapelor rezolvarii unei ecuatii in multimea numerelor intregi.

Probleme care se rezolva folosind ecuatii

De multe ori, in activitatea curentd, oamenii solutioneaza unele probleme practice cu ajutorul
ecuatiilor. De asemenea, multe dintre stiinte utilizeaza ecuatiile ca instrument de lucru. De exemplu,
la fizica, toate formulele prin care se exprima legi ale fizicii sunt, de fapt, ecuatii. §
1. O scandura cu lungimea de 23,6 cm trebuie taiata in bucati, latimea taieturii |
fiind de 0,4 cm. Din motive de economisire a materialelor, scandura va fi taiata
de tamplar numai daca prin taiere se obtin 11 bucati, fiecare cu lungimea de
2 cm. Ajuta tamplarul sa decida daca taie sau nu taie scandura.

Rezolvare: Etapele rezolvdrii
Notam cu x numarul bucatilor de scandura care ar rezulta in < 1. stabilirea necunoscutei sau
urma tdierii. a necunoscutelor

« lungimea celor x bucati de scandura, exprimata in centimetri, < 2.obtinerea ecuatiei
esteegalacu2-x;
« cele x bucdti de scandura rezulta in urma a x — 1 taieturi, fiecare
cu latimea de 0,4 cm;
e lungimea scandurii distruse prin taiere, transformata in
rumegus, este egald cu0,4 - (x - 1).
Rezulta ecuatia: 2 - x+ 0,4 - (x— 1) = 23,6.
2:x+04-(x-1)=236/-10 < 3.rezolvarea ecuatiei
20-x+4-(x-1)=236
20-x+4-x-4=236
24 - x =240 = x =10 (bucati de scandura)
Rezulta numai 10 bucati, deci tamplarul nu va tdia scandura. < 4. interpretarea rezultatelor
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2. Se considera o parghie AB (o bara rigida) care se poate roti in 4 b O b p
jurul unui punct fix O (punct de sprijin). Bara de masa neglijabila A
si cu lungimea de 4,5 m are punctul de sprijin la distanta b, =3 m £

<

fata de capatul A. La capatul barei actioneaza fortele E Si I-?2 YF,

Stiind ca F, = 1 N, calculeaza marimea fortei I-?z, astfel incat bara sa
fie in echilibru.
Rezolvare:

Potrivit legilor fizicii, marimile F, F, si b,, b, sunt invers proportionale: F, - b, = F, - b,. Deoarece
b,=4,5-3=1,5m, rezulta ecuatia 3 = F, - 1,5, din care se obtine F, =2 N. Concluzie: bara este in

echilibru daca marimea fortei I-?2 estede 2 N.

i Retine! b

e Rezolvarea unei ecuatii se bazeazd pe proprietatile ecuatiilor, care, la randul lor, se sprijind pe utilizarea
corectd a regulilor de calcul, inclusiv ordinea efectudrii operatiilor si folosirea parantezelor.

e Rezolvarea unei ecuatii in multimea numerelor rationale conduce la una sau mai multe ecuatii
simple, a caror rezolvare este imediata:

Ecuatia x+a=>b x-a=b(@=#0) |x:a=b(@=0) |a-x+b=c(a=0)
Multimea solutiilor |S={b—a} S={b:a} S=1{b-a} S={(c-0b):a}

e Rezolvarea unei probleme folosind ecuatii presupune respectarea strictd a etapelor de rezolvare:
\stabilirea necunoscutei, obtinerea ecuatiei, rezolvarea ecuatiei, interpretarea rezultatelor.

J

Exerseazs, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

‘ 1. Scrie ecuatia g - x + b = ¢, cu necunoscuta x, stiind ca:

a)a=2,b=6,c=0; b)a=—2,b=l,c=l; c)a=—§,b=0,c=—0,8.
2 4 5

CZ_. Verificd daca numadrul 3 este solutie a ecuatiei:
1
a)-2-x+3=9; b)-4-x+5=-7; c)g-x—8=9.

1
(.?;. Se considera ecuatia 5 x + 1 = 2. Stabileste daca ecuatia data are solutii in multimea

1 —
A= {—2, 0, E}.Darin multimea numerelor intregi?
(i. Rezolva in multimea numerelor naturale ecuatiile:
a)6-x-12=0; b)3-x+1=10; c)-x+5=0; d)4-x+7=17;
e)x:54+1=11; f)3-x-8=x; 9)2,1-x-42=63; h)§—1:§+1.
CS_. Rezolva in multimea numerelor rationale ecuatiile:
a)3-x+7=-2-x-8; b)6-x-2=4-x+5; 2-x+7)=3-(4-x)-8;
1 1
d)2+3-x+4)=x+5-(x-5); e)9~x——:—o+4-x; f) E—l x=-1.
7 14 3 2
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Capitolul IV

‘ 6. Determina numarul rational x pentru care rapoartele formeaza o proportie:

x .1 xX+2 .2 X . x+1 xX+1 . x+5 3-2x . x+1
a) —si —; b) —— si —; c) —si—; d) — si —; e) Si ——
47 2 x+3 3 8 9 3 4 5 9
2 7
C7_. Rezolva ecuatiile:a) 1-{2-[3-(4-X]}=5  b)-45+ A +3-2-x-1)]=-3- s - X
0 3-x—1_6-x+1:1—x; d) i‘(3.x_4)+3-x+2:11‘(X_3)+4-x+7.
4 6 24 5 2 5

Cii. Pretul unui obiect a scazut cu 10% si dupa un timp a crescut cu 10%. Stiind ca dupa scumpire
obiectul costa 261,36 lei, calculeaza pretul initial.

‘ 9. Douad suprafete de teren, in forma de dreptunghi, au o latura comuna. Primul teren are o latura
cu 0,5 m mai mica decat latura comuna, iar al doilea teren are o latura de 400 m. Calculeaza lungimile
laturilor celor doua terenuri, daca primul are o suprafata cu 200 m? mai mica decat suprafata celui

j©

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarats, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

literaF. 4,5 puncte
a) Numarul —0,5 este solutie a ecuatiei 4 -x +4 - (—x)>=—1. A F
b) Ecuatiile —0,4x + 1,2 =—x,x € Q 5i —0,25=0,5:x, x € Q, sunt echivalente. A F

. 1 1T 1 .
c) Ecuatia (O,S—Ej-x+§=§, x € Q, nu are solutii. A F
CZ’. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

(_3’. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 1,5 puncte

\

de-al doilea teren.
AUTOEVALUARE | ( m;)%‘

2 1 1 3 .1
a) Dintre elementele multimii M = {0,(3), i 15, 3}, solutie a ecuatiei ;x +Z: 12 este:

1
A.0,(3); B. z; C.1—; D. 3.
5 2

b) Ecuatia care are solutii in multimea numerelor naturale este: :
A. l_l.X: i; B. 1_1.X:Z; C. X_E:_E; D. E_lle_ = @ S
2 4 4 2 6 2 2 4 4 2

Un turist a parcurs doua cincimi din lungimea unui traseu. Daca aceasta lungime este cu 30 km
mai mica decat lungimea traseului, atunci traseul are lungimea egald cu ... km.
Din oficiu: 1 punct)

Exercitii si probleme recapitulative

‘ 1. Prin inmultirea sau impdrtirea numdratorului si numitorului unui numdr rational dat, reprezentat

printr-o fractie, se obtine un numdr rational egal cu numdrul dat. Folosind aceasta regula:
. . 3 4 16 -12 12 2 3 -2 .
a) dintre numerele rationale: —; —; ; —— —; —; —; —, scrie-le pe cele egale;
4 10 -4 -16 30 5 5 -3
b) scrie numerele rationale a si b sub forma de fractie cu numitorul numar natural, diferit de 1,
cel mai mic posibil, daca:
2 1,25 3 -1 0,(3) . 5
Na=—-sib=— ; 2)a=—sib=——; 3)a= ()§Ib=——.
3 1,5 5 15 0,75 6




MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE

CZ_. Efectueaza calculele si simplifica rezultatele:

S b 2-2, o2 422,
5 -10 18 7 14 12 24
-7 5 -5 11 2 3 5.3
-— f) —+—; - h) —+—.
)6 2 s T ) 5t 0

‘ 3. Aplicaregula semnelor,descompune numaratorul si numitorul fiecarui numar rational, simplifica
si apoi efectueaza operatiile:

557026 4295( 8) 10 35)( 5
14 66 25 20 39 \ 19) 28 | 33 50 )

4. Se considera numerele rationale:

1 1 1 1 1 1
GOZE' a=1+—, a,=1+—, a,=1+—, a,=1+—, a, =1+—.

0 a1 aZ aS a6
a) Reprezinta numerele rationale g, si a, prin fractii zecimale finite.
b) Arata ca numarul rational a, este numar natural.
c) Reprezinta numerele rationale a,, a, si a, prin fractii zecimale periodice.
d) Reprezinta numerele rationale a, si a, prin fractii ordinare ireductibile.

1 151
( 5. Se considera numerele rationalea= ———-— sib= i+i : 2.3 .
9 9 3 10

a) Arata ca a =-0,1(6).
b) Reprezinta numarul rational b printr-o fractie ordinara ireductibila.
CG_. Se considera expresia E = (5 — 3x) - (9x — 4). Arata ca pentru x = —0,(3) expresia E este un numar

intreg negativ.

(_7_. Un proprietar de teren a vandut un sfert din proprietatea sa in anul 2021 si patru cincimi din rest
in anul 2022. Calculeaza:
a) ce fractie din proprietate a vandut in anul 2022;
b) ce fractie din proprietate a ramas nevanduta la sfarsitul celor doi ani;
¢) suprafata proprietatii, stiind ca partea nevanduta dupa doi ani reprezinta sase hectare.
8. Activitate in perechi. Folosind faptul ca dacd la o inegalitate adundm sau scadem acelasi termen,

inegalitatea se pdstreazd, demonstrati ca:
a) oricare ar fi numerele rationale a si b, daca a < b, atuncia — b < 0;
b) oricare ar fi numerele rationale a si b,dacaa — b < 0, atuncia < b.
(_9_. Folosind rezultatele din problema precedenta, compara numerele de maijos, calculand diferenta
dintre ele:
3 .2 6 . 9 -5 -9 11 . -3 23 13 -3 . -2
a) — si —; b) = si —; ¢o—si—; d)—si—; e —si—; f)—si—.
4 3 710 4 7 —7 2 7 4 20 15
QP' Determind cel mai mare numdr intreg a si cel mai mic numar intreg b, stiind ca:
a)daca-1<x<3,atuncia<2x+1<b;
b) dacda -1 <x<3,atuncia<-2x+4<b.

(1._1. Se considera tabelul aldturat, unde x este un numar rational. Se stie ca pe 1

fiecare linie, pe fiecare coloana si pe fiecare diagonala suma numerelor este | 5

aceeasi. 5
a) Scrie ecuatia a carei rezolvare permite calcularea numarului rational x. X 5

b) Rezolva ecuatia scrisa la punctul precedent.

c) Completeaza casutele tabelului. 5,5
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Timp de lucru: 50 de minute.

Subiectul I. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, completeaza casuta alaturata cu litera A. Tn
caz contrar, completeaza cu litera F.

3)" 5

5p) | 1.|—2=] =-2-.

i ( 5) 3 B
(5p) | 2. Ecuatiile 5x+4=0si3-4"-x - 1=2xsunt echivalente. []

5 2 2
(5p) | 3. Cel mai mare dintre numerele rationale s Si 3 este -3 |:|
1 (1)

(5p) | 4.Opusul numarului rational 3{(—§j [_Ej :l este numarul natural 1. |:|

Subiectul Il. Uneste, prin sdgeti, fiecare cifrd corespunzatoare enunturilor din coloana A cu litera care
indicd raspunsul corect, aflat in coloana B.

A B
(5p) | 1.Solutia ecuatiei 0,5x + 3 =24 - lx este ... a)-21;
4

4 b) 6;
(5p) | 2.Solutia ecuatiei —— x =28 este...

3 ot
(5p) | 3.Solutia ecuatiei x: (—%) = -4 este ... d) 28;
(5p) | 4.Solutia ecuatiei (=0,75) : (—x) = 1,25 este ... e) 0,6.

Subiectul lll. Alege litera care indica singura varianta corecta.

1 (1) 2
(10p) | 1.Rezultatul calculului | —— :[——j +— este:
3 3 3
A.0Q; B. 1; C.-1; D.0,(3).
2 2
(10p) | 2.Daca a:(—i Z—(1§j3—2 atunci:
4) 8 7) 4
A.acQ\N; B.a e Q\7Z C.aeZ; D.a e N.

La subiectul IV scrie rezolvarea completa.

Subiectul IV. Se noteaza cu x un numadr rational. Demonstreaza ca:

2 1
(10p) | a)dacax< E,atunci 2x-1< 3;
., 2 . - 1
(10p) | b) numarul 3 este solutie a ecuatiei 2x - 1= 3
. 2 . 7
(10p) | c)daca x> —g,atuna -2x+1< 3

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul

1.1 1.2 1.3 1.4 111 1.2 1.3 1.4 1.1 1.2

IV.a

IV.b IV.c

Punctajul

Nota




CAPITOLULYV

NOTIUNI GEOMETRICE FUNDAMENTALE

’

)

V.1.1. Unghiuri opuse la varf. Congruenta lor

V.1.2. Unghiuri formate in jurul unui punct. Suma
masurilor lor

V.1.3. Unghiuri suplementare. Unghiuri complementare

V.1.4. Unghiuri adiacente

V.1.5. Bisectoarea unui unghi. Constructia bisectoarei unui
unghi

Exercitii si probleme recapitulative

Evaluare

0
%

V.2. Paralelism

V.2.1. Drepte paralele. Axioma paralelelor

V.2.2. Criterii de paralelism. Unghiuri formate de doud
drepte paralele cu o secantd

V.2.3. Aplicatii practice in poligoane si corpuri geometrice

Exercitii si probleme recapitulative

Evaluare

V.3. Perpendicularitate

V.3.1. Drepte perpendiculare in plan. Oblice

V.3.2. Aplicatii practice in poligoane si corpuri geometrice

V.3.3. Distanta de la un punct la o dreapta

V.3.4. Mediatoarea unui segment. Constructia mediatoarei
unui segment. Simetria fatd de o dreaptd

Exercitii si probleme recapitulative

Evaluare

V.4. Cercul

V.4.1. Cerc. Elementele unui cerc

V.4.2. Unghi la centru. Masuri

V.4.3. Pozitiile unei drepte fata de un cerc. Poziiile relative
a doua cercuri

Exercitii si probleme recapitulative

Evaluare
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Capitolul V

V.1. UNGHIURI

\"A MM UNGHIURI OPUSE LA VARF. CONGRUENTA LOR

Rezolvam impreunad

a) Deseneaza o pereche de semidrepte opuse. varf, ale caror laturi formeaza o singura pereche
b) Deseneaza o pereche de unghiuri cu acelasi de semidrepte opuse.

varf, ale cdror laturi nu formeaza nicio pereche de d) Deseneaza perechi de unghiuri cu acelasi varf,
semidrepte opuse. ale caror laturi formeaza doua perechi de semi-
c) Deseneaza o pereche de unghiuri cu acelasi drepte opuse.

Rezolvare:

a) Semidreptele OA si OB sunt semidrepte | b) Unghiurile AOB si COD au acelasi varf, dar laturile lor nu

opuse (figura 1.a). formeaza nicio pereche de semidrepte opuse (figura 1.b).
A 0 B

Fig. 1.a
Fig. 1.b

c) Unghiurile AOB si COD au acelasi varf, | d) Unghiurile AOB si COD au acelasi varf, laturile lor
laturile lor formeaza perechea de semi- | formeaza doua perechi de semidrepte opuse OA si OC,
drepte opuse OA si OC, iar semidreptele | respectiv OB si OD (figura 1.d).

OB si OD nu sunt opuse (figura 1.c).

Observam si descoperim cunostinte noi

Unghiurile AOB si COD din figura 1.d sunt unghiuri opuse la varf, deoarece laturile lor, OA si OC,
respectiv OB si OD, sunt perechi de semidrepte opuse. Unghiurile AOD si BOC sunt, de asemenea,
unghiuri opuse la varf.

Cum desenam doua unghiuri opuse la varf? 2

Desenam doua drepte concurente. Punctul de concurenta este varful 3 ]
a patru unghiuri, ele fiind doua cate doua opuse la varf (figura 2).

Folosind un raportor, masoara unghiurile din figura 2. Vei constata ca 4
perechile de unghiuri 1 si 3, respectiv 2 si 4, sunt congruente. Fig. 2

In continuare, vom demonstra aceasta folosind rationamentul. Demonstratia bazata pe rationament
joaca un rol fundamental in matematica. In acest fel se obtin proprietatile figurilor, care, de cele mai
multe ori, nu pot fi deduse din desen prin folosirea instrumentelor geometrice.

Demonstratie: Urmareste figura 2. Unghiurile 1 si 2 formeaza un unghi alungit. La fel si unghiurile

£1++42=180° £1=180°—«2 Lo L.
sau .Rezulta ca «1=«3. Asemanator se demonstrea-
+3+42=180° £3=180°—«2

za ca £2 = «4. Demonstreaza!

25si3.Prinurmare: {




UNGHIURI

“ \

e Doud unghiuri care au acelasi varf si laturile perechi de semidrepte opuse se numesc unghiuri
opuse la varf.
e Unghiurile opuse la varf sunt unghiuri congruente.

Aplicam cunostintele

B
Mihai doreste sa masoare unghiul BOC din figura 3. Asa cum
esFe des.en.at unghiul, grada’giil.e raportorului .depégesc marginezj\ o Fig. 3
caietului din dreapta punctului O. Scrie pe caiet cum procedeaza

C

Mihai.

Rezolvare: in stinga punctului O, Mihai deseneaza, ca in figura 4, SW 5

semidreapta OD, opusa semidreptei OB, si semidreapta OF, opusa RN

semidreptei OC. Lo

Masoara apoi unghiul EOD. Deoarece unghiurile BOC si EOD sunt - Fig. 4
q

unghiuri opuse la varf, ele au aceeasi masura. Prin urmare, masura Re
unghiului BOC va fi egald cu mdsura unghiului EOD. -b

(_‘I_. in figura 5, precizeaza:
a) doua perechi de semidrepte opuse;
b) doua unghiuri alungite;
c) doua perechi de unghiuri opuse la varf.
CZ_. Observa figura 6 si scrie toate perechile de Fig. 5
unghiuri opuse la varf.
3. Se considera dreptele MN si PQ concurente in punctul O.
a) Stiind ca «MOP = 47°, calculeaza masurile unghiurilor NOP, MOQ si NOQ.
b) Stiind ca «MOQ = 117°, calculeaza masurile unghiurilor MOP, PON si NOQ. B
4. In figura 7, dreptele AB si AB' sunt concurente in punctul O. Determina Fig. 7
numadrul natural n, stiind ca «AOA'= (5n - 25)° si «+BOB' = 75°.
5. Activitate in perechi. in figurile de mai jos, punctele M, O si N, respectiv P, O si Q sunt coliniare.
Calculati masurile unghiurilor proprii formate.

P N P N P N
2x°
(@)
a)><< b)>(2< c)><( d)
0 57 0
M Q M Q M Q

6. Doua drepte concurente formeaza patru unghiuri, fiecare avand varful in punctul O. CQaIcuIeazé

masura fiecarui unghi, stiind ca:

a) suma masurilor a doua dintre unghiuri este egala cu 1207

b) suma masurilor a trei dintre unghiuri este egala cu 225°.
(_7_. Se considera punctele coliniare A, O, B, cu O intre A si B. In unul din semiplanele determinate de
dreapta AB se considera punctele Csi D, astfel incat punctul D sa fie interior unghiului BOC. Se noteaza
cu E si F simetricele punctelor Csi D fata de punctul O. Daca «BOC = 140°, calculeaza:

a) masura unghiului AOG; b) suma masurilor unghiurilor EOF si BOD.
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Capitolul V

-

@
AUTOEVALUARE

< 1. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte
Punctul de intersectie a doua drepte concurente este varful a patru unghiuri.
a) Daca suma masurilor a doua dintre ele este egala cu 160°, atunci unul dintre cele patru unghiuri

are masura egala cu: A.100°% B. 207 C.60% D. 90°.
b) Daca suma masurilor a trei dintre ele este egald cu 250°, atunci unul dintre cele patru unghiuri
are masura egala cu: A.90% B. 100°% C. 80% D. 70°.

(_2'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte

Observa figura aldturata, in care unghiurile AOB, COD si EOF sunt ¢ E
unghiuri alungite. Daca mdsura unghiului AOC este egald cu o treime din \/
o O B
15°+x

masura unghiului BOE, atunci:
a) «BOD =.... 1) 100% A 05° + x
b) «tAOD = ... 2) 60°
¢) €AOF = .. 3) 20°; F b
4) 160°.
C3'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. ‘S\/Q 1,5 puncte
in figura alaturata, dreptele MN, PQ si RS sunt concurente in N

punctul O. Perechile de unghiuri congruente sunt: ! M /(\
P R

Din oficiu: 1 punct

\

UNGHIURI FORMATE iN JURUL UNUI PUNCT. SUMA MASURILOR LOR

Rezolvam impreunad

Observa cele patru unghiuri din figura 1: AOB, BOC, COD si DOA.

a) Numeste varful fiecarui unghi.

b) Cerceteaza daca printre cele patru unghiuri exista doua ale caror interi-

oare au puncte comune.

¢) Calculeaza suma masurilor celor patru unghiuri.

Rezolvare:

a) Varful fiecarui unghi este punctul O. Altfel spus, cele patru unghiuri au varful comun.

b) Printre cele patru unghiuri nu exista doua ale caror interioare sa aiba puncte comune. Altfel spus,

oricare doud dintre cele patru unghiuri au interioarele disjuncte.

c) Notdm cu x, y, z si t masurile exprimate in grade ale unghiurilor AOB,

BOC, COD si, respectiv, DOA. Completam apoi figura 1 cu semidreapta

OE, opusa semidreptei OA (figura 2). Deoarece unghiul AOE este alungit,

X+y+«EOC =180°
t+<EOD =180°

X+y+t+«EOC+ «EOD =180° + 180° = 360°.

Deoarece «EOC + «EOD = «COD = z, rezulta ca x + y + t + z = 360°, adica suma mdsurilor celor patru

unghiuri este egald cu 360°.

rezultd ca: . Adunand cele doua egalitati, rezulta ca
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UNGHIURI

Observam si descoperim cunostinte noi

Cele patru unghiuri AOB, BOC, COD, DOA din figura 2 au varful comun (punctul O), iar interioarele
lor sunt disjuncte (nu au puncte comune). Din demonstratie a rezultat ca suma masurilor celor patru
unghiuri este egala cu 360°.

e Unghiuriin jurul unui punctinseamna un numar finit de unghiuri proprii, cu urmatoarele proprietati: | @
» au varful comun; gl

» oricare doua dintre ele au interioarele disjuncte;
» suma madsurilor lor este egala cu 360°.

Aplicam cunostintele

Observa figura 3, unde OD si OF sunt semidreptele opuse semidreptelor OB,
respectiv OC.

a) Determina numarul unghiurilor proprii din figura care au varful comun  E 5
in punctul O.

b) Arata ca oricare doua unghiuri proprii cu varful in punctul O nu pot fi Fia. 3
unghiuri in jurul punctului O. g

c) Numeste trei unghiuri cu varful in punctul O, care sunt unghiuri in jurul punctului O.
d) Numeste patru unghiuri cu varful in punctul O, care sunt unghiuri in jurul punctului O.
e) Demonstreaza ca suma masurilor unghiurilor AOB, BOC, COD, DOE, EOA este egala cu 360° si ca
aceste unghiuri sunt unghiuri in jurul punctului O.

Rezolvare:

a) Numarul unghiurilor din figurd, care au varful comun in punctul O, este egal cu 10, dintre care doua
unghiuri sunt improprii (BOD si COE sunt unghiuri alungite) si opt sunt unghiuri proprii.

b) Notam cu x si cu y masurile in grade a doud unghiuri oarecare cu varful in punctul O. Cele doua
unghiuri sunt unghiuri proprii. Rezulta ca x < 180° si y < 180°, de unde x + y < 360°. Deoarece suma
masurilor celor doua unghiuri nu este egala cu 360°, cele doua unghiuri proprii cu varful in punctul O
nu sunt unghiuri in jurul punctului O.

¢) Unghiurile AOC, COD si DOA sunt unghiuri in jurul punctului O deoarece: au varful comun, oricare
doua dintre unghiuri au interioarele disjuncte si suma masurilor celor trei unghiuri este egala cu 360°.
d) Unghiurile AOC, COD, DOE si EOA sunt patru unghiuri in jurul punctului O. Justifica!

«BOC ++«COD =«BOD «BOC ++COD =180°
j—y .

«AOB ++EOA ++«DOE =«BOD «AOB ++EOA ++«DOE =180°

Adunand ultimele doua egalitati, rezulta ca suma masurilor unghiurilor AOB, BOC, COD, DOE si EOA

este egala cu 360°. Aceste cinci unghiuri sunt unghiuri in jurul punctului O deoarece: au varful comun,
oricare doua dintre unghiuri au interioarele disjuncte si suma masurilor lor este egala cu 360°.

D )

A

e) Unghiul BOD este unghi alungit si {

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

(l. Observa figura 4, care pune in evidenta cinci unghiuri, numerotate de la 2
1 la 5. Masurile lor sunt, in ordine: 40°, 90°, 110°, 120°, 20°. Completeaza spatiul 3
punctat cu raspunsul corect. 4

a) Unghiurile care au acelasi varf sunt ....

b) Unghiurile care au interioarele disjuncte doud cate doua sunt ....

c) Unghiurile in jurul punctului O sunt.... Fig. 4
d) Suma masurilor celor cinci unghiuri este egald cu ....
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Capitolul V

2. injurul unui punct O sunt cinci unghiuri congruente: «AOB, «BOC, «COD, «+DOE si EOA.
a) Calculeaza masurile unghiurilor AOB, AOC, AOD, AOE, BOD, BOE si COE.
b) Realizeaza un desen care sd ilustreze datele problemei.
3. nfigura 5, *£AOB = 130° si £AOC = 80°.
a) Calculeaza masura unghiului BOC.
b) Daca OD este semidreapta opusa semidreptei OA, calculeaza masura
unghiului COD.

C‘L. Se considera dreptele AB si CD concurente in punctul O.
a) Scrie unghiurile formate in jurul punctului O si perechile de unghiuri opuse la varf formate.
b) Stiind ca «BOD = 47°, calculeaza masurile celorlalte unghiuri.

(35'. Calculeaza masurile unghiurilor formate de doua drepte concurente, stiind ca diferenta masurilor
a doua dintre ele este egala cu 70°.

(.6_. in jurul unui punct O se considera cinci unghiuri care nu au puncte interioare comune, cu
masurile: x°, x° + 15°, 2x° — 30°, 2x° + 10°, 3x° - 40°. Calculeaza masurile celor cinci unghiuri.

C7_. Se considera un unghi alungit AOB, semidreapta OC, astfel incat tAOC = 4 - «BOC si un punct D,

astfel incat punctele Csi D sa fie situate de o parte si de alta a dreptei AB, iar «<AOD = 3 - «BOC.
a) Calculeaza masurile unghiurilor AOC, BOC, AOD.
b) Analizeaza daca unghiurile AOC, AOD, BOC si AOB sunt unghiuri in jurul punctului O.

CS_. Se noteaza cu O punctul de intersectie a doud drepte concurente a si b. Se obtin patru unghiuri
proprii, cu varful in punctul O.

a) Demonstreaza ca cele patru unghiuri sunt unghiuri in jurul punctului O.

b) Daca suma masurilor a trei unghiuri este egala cu 312°45) calculeaza masura fiecarui unghi.

CQ_. Doua unghiuri proprii AOB si BOC au interioarele disjuncte si masurile a°, respectiv b°. Stiind ca
a’ + b° > 180°, demonstreaza ca unghiurile AOB, BOC si COA sunt unghiuri in jurul punctului O.

s | ‘ 24—
.

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

litera F. 4,5 puncte
in figura alaturata, dreptele AM, BN si CP sunt concurente in punctul O. p N
a) Unghiurile AOB, BOC, COM, MON si NOP sunt unghiuri in jurul
. () M
punctului O. A F 4
b) Unghiurile AOC, CON si AON sunt unghiuri in jurul punctului O. A F /\
) «MOP + «POA + «BOM = 360°. A F B ¢
2. Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

Doua unghiuri proprii MON si NOP au interioarele disjuncte. Notam cu x si y masurile unghiurilor
MON si NOP, exprimate in grade.
a) Unghiurile MON, NOP si POM sunt unghiuri in jurul punctului O, daca:

A.x+y=360% B.x+y=180% C.x+y<180% D.x+y > 180°.
b) Daca x + y = 220° atunci masura unghiului POM este egala cu:
A. 40% B. 140° c.110% D. 80°.
C3’. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Se considera cinci unghiuri in jurul unui punct. Daca masurile acestor unghiuri sunt exprimate

prin cinci numere naturale consecutive, atunci cel mai mic dintre ele are masura egala cu |:|
Din oficiu: 1 punc )

\
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UNGHIURI

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

Se considera trei semidrepte distincte OA, OB si OC, astfel incat punctele A, O, B sa fie coliniare.
Calculeaza suma masurilor unghiurilor AOC si BOC.

Rezolvare:

Desenam punctele coliniare A, O, B si apoi desenam semidreapta OC
(figura 1). Observam ca «AOC + «COB = +AOB (1). Din faptul cd punctele
A, O, B sunt coliniare, rezulta ca unghiul AOB este unghi alungit, adica
+AOB = 180°. Din (1) rezultd ca «tAOC + «COB = 180°. A o) B
Observatie: Deoarece suma masurilor unghiurilor AOC si COB este 180°, spunem ca AOC si COB sunt
unghiuri suplementare si fiecare dintre ele este suplement al celuilalt (unghiul AOC este suplementul

C Fig. 1

unghiului COB si unghiul COB este suplementul unghiului AOC).

N\ a

&

Retine! )

e Doua unghiuri se numesc unghiuri suplementare daca suma masurilor lor este egala cu 180°.
Fiecare dintre cele doua unghiuri este suplementul celuilalt unghi.

e Daca doua unghiuri suplementare sunt congruente, atunci fiecare este un unghi drept.

e Unghiurile care au acelasi suplement sunt congruente.

e Unghiurile congruente au suplemente congruente.

e Suplementul unghiului cu masura de x° este unghiul cu mdsura de 180° — x°.

Aplicam cunostintele
Douad unghiuri suplementare au masurile, exprimate in grade, egale cux siy.Daca 3-x=2y, calculeaza
masurile celor doud unghiuri.

Rezolvare: Din enuntul problemei rezultd cd 3-x=2-y =k, adica x = g siy = — (1). Cum unghiurile

N x N

sunt suplementare, rezulta ca suma masurilor lor este egald cu 180°, adica

w|>x

+— =180° Aducand la

2k + 3k

acelasi numitor obtinem = 180°, adica 5k = 1080°, de unde k =216°. Din (1) obtinem:

X=216°:3=72°siy=216°:2=108"

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

Se considera un unghi drept AOB si un punct C interior lui. Calculeaza suma masurilor unghiurilor
AOC si COB.
Rezolvare: Folosind echerul, desenam un unghi drept AOB si ludm un punct Cin interiorul lui.
Desenam apoi semidreapta OC (figura 2). Observam ca «AOC + «COB = «AOB (1).
Din faptul ca AOB este unghi drept rezulta ca «AOB = 90° si din (1) obtinem:
+AOC + «COB = 90°.
Observatie: Deoarece suma masurilor unghiurilor AOC si COB este 90°, spunem
ca AOC si COB sunt unghiuri complementare si fiecare dintre ele este complement
al celuilalt (unghiul AOC este complementul unghiului COB si unghiul COB este Fig. 2 B
complementul unghiului AOQ).
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Fiecare dintre cele doua unghiuri este complementul celuilalt unghi.

“ \
Doua unghiuri se numesc unghiuri complementare daca suma masurilor lor este egala cu 90°.

Daca doua unghiuri complementare sunt congruente, atunci fiecare are masura egala cu 45°.
Unghiurile care au acelasi complement sunt congruente.

Unghiurile congruente au complemente congruente.

Complementul unghiului cu masura de x° este unghiul cu masura de 90° - x°.

Aplicam cunostintele

Doua unghiuri complementare au masurile, exprimate in grade, egale cu x si y. Dacd x- 2 =y - 3,
calculeaza masurile celor doua unghiuri.

Rezolvare: Din enuntul problemeiavem x-2=y-3 =k.Dinx-2=krezultd cax = g (1)sidiny-3=k

k k k
rezulta cay = 3 (2). Cum unghiurile sunt complementare, rezulta ca x + y = 90°, adica E+§ =90°.

3k +2k

Aducem la acelasi numitor si obtinem = 90°, adica 5k = 540° si k = 108°. Din (1) obtinem

108° 108°
X= 08 =54°,iar din (2) obtinem y = 08 =36°.

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C’I_. Calculeaza masurile suplementelor unghiurilor cu masura egala cu: a)74°;, b)19°31.
(.2_. Calculeaza masurile complementelor unghiurilor cu masura egald cu:  a) 52°  b) 25°40.

( 3. Se considera un unghi cu masura de 23°15" Calculeaza suma masurilor suplementului si comple-
mentului acestui unghi.

(i. a) Calculeaza suplementul complementului unghiului cu masura de 67°.
b) Calculeaza complementul suplementului unghiului cu masura de 110°.

5. Activitate in perechi. Desenati cu ajutorul raportorului un unghi AOB cu masura de 70°.
a) Calculati complementul si suplementul acestui unghi.
b) Calculati diferenta dintre suplementul si complementul acestui unghi. Ce observati? Este
valabila observatia pentru orice unghi? Justificati.

CG_. a) Deseneaza cu ajutorul raportorului un unghi AOB cu masura de 60°.
b) Deseneaza, folosind rigla si echerul, suplementul si complementul unghiului AOB. Noteaza-le
corespunzator si justificd constructia facuta.

‘ 7. Un unghi are masura de patru ori mai mare decat masura complementului sau. Determina:

a) masura unghiului; b) masura suplementului acestui unghi.
(.8_. Un unghi are mdsura de cinci ori mai micd decat masura suplementului sau. Calculeaza:

a) masura unghiului; b) mdsura complementului acestui unghi.
C9_. In figura de mai jos, semidreptele OA si OB sunt semidrepte opuse, iar punctele M, N si P sunt
situate de aceeasi parte a dreptei AB, astfel incat unghiurile AOM si BOP sunt N
complementare. Stabileste valoarea de adevar a propozitiilor: M P

a) Unghiurile MON si NOP sunt congruente.

b) Unghiurile MON si NOP sunt complementare.

¢) Unghiurile MON si NOP sunt suplementare. A 0] B




UNGHIURI

p @ »
e AUTOEVALUARE | “

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste

litera F. 3 puncte
a) Daca doua unghiuri sunt complementare, atunci ele sunt congruente. A F
b) Daca doua unghiuri au acelasi complement, atunci ele sunt congruente. A F
c) Doua unghiuri suplementare au suma masurilor egala cu 180°. A F
(_2’. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte

Observa figura de mai jos, in care semidreapta OB este interioara unghiului AOC. Daca «AOB = 70°
si «AOC =110° atunci:

a) masura complementului unghiului AOB este egald cu ... 1) 70° ¢ B
b) masura suplementului unghiului AOC este egald cu ... 2) 140°;
¢) masura complementului unghiului BOC este egala cu ... 3) 20°;
4) 50°. o) A
(_3’. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Daca doua unghiuri complementare sunt congruente, atunci fiecare are masura egala cu |:|

Din oficiu: 1 punct
_J

\"A K- M UNGHIURI ADIACENTE

Doud multimi A si B se numesc disjuncte dacd nu au elemente comune, adicd intersectia lor este
multimea vida (A N B= ).

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

1.a) Deseneaza o semidreapta OM. De o parte si de alta a semidreptei OM deseneaza semidreptele
ON si OP.
b) Coloreaza interiorul unghiului MON cu o culoare si interiorul unghiului MOP cu alta culoare.
Rezolvare: N
a) Desenam semidreapta OM si de o parte si de alta a semidreptei OM, desenam
semidreptele ON si OP.
b) Colordm interioarele unghiurilor MON si MOP in culori diferite (figura 0
alaturata).
Observatii: p
¢ Unghiurile MON si MOP nu au puncte interioare comune si au:
- varful comun, punctul O;
- o latura comuna, latura OM;
— laturile ON si OP, situate de o parte si de alta a laturii comune.
e Spunem despre unghiurile MON si MOP ca sunt unghiuri adiacente,
e In figura anterioard «+MON si «PON nu sunt unghiuri adiacente, deoarece interioarele lor nu sunt
disjuncte (au puncte interioare comune). Acelasi lucru il putem spune si despre «MOP si «NOP. Ele au
puncte interioare comune si ca urmare interioarele lor nu sunt disjuncte. Deci, «MOP si «NOP nu sunt
adiacente.
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2. Analizeaza cu atentie perechile de unghiuri din figurile urmatoare si precizeaza daca sunt sau nu
sunt adiacente. Justifica afirmatiile facute.

a) ; ~ b) c :
T

Rezolvare:

La punctul a) unghiurile nu sunt adiacente, deoarece nu au o latura comuna.

La punctul b) unghiurile nu sunt adiacente, deoarece nu au varf comun si nu au nici laturd comuna.
La punctul ¢) unghiurile nu sunt adiacente, deoarece nu au varf comun si nu au nici latura comuna.

\cu,,nu au puncte interioare comune”sau cu,au interioarele disjuncte”.

“ \

e Doud unghiuri se numesc unghiuri adiacente dacd au varful comun, o latura comuna si celelalte
doua laturi situate de o parte si de alta a laturii comune.

e Daca suma masurilor a doua unghiuri adiacente este egala cu 180°, atunci cele doua unghiuri se
numesc unghiuri adiacente suplementare.

e Daca suma masurilor a doua unghiuri adiacente este egala cu 90°, atunci cele doua unghiuri se
numesc unghiuri adiacente complementare.

e Unghiurile improprii, adica unghiul nul si unghiul alungit, nu pot fi adiacente cu niciun alt unghi.
Observatie: Conditia,celelalte doua laturi situate de o parte si de alta a laturii comune” poate fiinlocuita

J

Aplicam cunostintele

(1_. Daca trei unghiuri AOB, BOC si COA sunt adiacente doud cate doua, demonstreaza ca cele trei
unghiuri sunt unghiuri in jurul unui punct. B
Rezolvare: A

Cele trei unghiuri AOB, BOC si COA sunt adiacente douad cate doua si, ca 5

urmare, au acelasi varf, au interioarele disjuncte si suma masurilor lor

este «AOB + «BOC + «COA = 360°. Deci, sunt unghiuri in jurul punctului O

(figura alaturata). C

CZ’. Se considera doud unghiuri adiacente MON si NOP cu suma masurilor
egala cu 290° si un punct Q, astfel incat masura unghiului POQ sa fie mai
mare de 70°. Analizeaza daca unghiul POQ poate fi adiacent cu unul dintre
unghiurile MON sau NOP.

Rezolvare:

Daca unghiurile MON si NOP sunt adiacente si «MON + «NOP = 290°, atunci
«MOP = 360° - («MON + «NOP) = 360° - 290° = 70°. Daca «POQ > 70°,
atunci avem una din situatiile:

i) Punctul Q este interior unghiului MON (figura a)). Ca urmare, «MON si
#POQ nu au interioarele disjuncte si nici o latura comund, deci nu sunt
adiacente, insa «POQ este adiacent cu «NOP (au latura OP comuna, varful
comun si interioarele disjuncte).

if) Punctul Q este interior unghiului NOP. Ca urmare, «POQ si «PON nu
sunt adiacente pentru ca nu au interioarele disjuncte, iar «POQ si «MON
nu sunt adiacente pentru cd nu au latura comuna.




UNGHIURI

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

(.1_. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect.
a) Doua unghiuri se numesc adiacente daca ....
b) Doua unghiuri se numesc adiacente complementare daca ....
c) Douad unghiuri se numesc adiacente suplementare daca ....

CZ_. in figura 1, punctele A, O, B sunt coliniare si unghiul AOE este unghi drept. E
a) Scrie unghiurile adiacente din figura. C
b) Scrie unghiurile adiacente complementare din figura. D
¢) Scrie unghiurile adiacente suplementare din figura.

C?:. a) Deseneaza doua unghiuri adiacente complementare. A 0] B
b) Deseneaza doua unghiuri adiacente suplementare. Fig. 1

Cll. Construieste un unghi MON si semidreapta OP, astfel incat unghiurile urmatoare sa fie adiacente:
a) «MOP si «NOP; b) «MOP si «MON; c) «MON si «NOP.

C.‘l. Activitate in perechi

Se dau unghiurile adiacente MOP si PON. Precizati daca punctele M,O,N B C
sunt coliniare, stiind ca:
a) «MOP = 45° si «PON = 135°% b) «MOP =37°11"si «PON = 142°49.
6. In figura 2, unghiurile AOC si BOC sunt adiacente. Calculeazad masura o A
unghiului BOC, stiind ca «AOC = 54°47’ si +tAOB = 125°. Fig. 2

‘ 7. Masura unghiului format de laturile necomune a doua unghiuri adiacente este egald cu 140°.
Determind masurile celor doud unghiuri, stiind ca masura unuia dintre ele este o patrime din mdsura
celuilalt.

(.8_. Doua unghiuri adiacente AOB si BOC au suma masurilor egala cu 300°. Se considera un punct D,
astfel incat «COD > 60°. Analizeaza daca «COD poate fi adiacent cu unul dintre unghiurile AOB sau BOC.

) 4 QQ.
e AUTOEVALUARE ™) G

( 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

litera F. 3 puncte
a) Daca doua unghiuri sunt complementare, atunci ele sunt adiacente. A F
b) Daca trei unghiuri sunt unghiuri in jurul unui punct, atunci ele sunt adiacente doua

cate doua. A F
c) Doua unghiuri suplementare pot fi adiacente sau neadiacente. A F

CZ’. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator

aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte

in figura alaturata, OA si OB sunt semidrepte opuse, iar punctele M si N sunt de aceeasi parte a
dreptei AB. Daca +AOM = 27° si «AON = 63°, atunci:

a) AOM si AON sunt unghiuri ... 1) adiacente; N
. - ! M
b) AON 3 BON sunt unghl'url'... 2) complementare si neadiacente;
c) AOM si NOM sunt unghiuri ... 3) adiacente suplementare;
4) suplementare si neadiacente. B 0o A
CB’. Completeaza spatiul liber cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Doua unghiuri sunt adiacente dacd au ....

Din oficiu: 1 punct
g J
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\VAB-M BISECTOAREA UNUI UNGHI. CONSTRUCTIA BISECTOAREI UNUI UNGHI

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

Deseneaza doud unghiuri adiacente, notate AOB si BOC, astfel incat «AOB = 30° si «AOC = 60°.
Calculeaza masura unghiului BOC. Ce observi? Justifica! Fig. 1 A
Rezolvare:

Desenam unghiul AOB cu masura de 30° si unghiul AOC cu masura de 60°, astfel ﬁ

o . . . o . . 0 &)

incat semidreptele OA si OC sa fie de o parte si de alta a semidreptei OB (figura 1). ‘ B
Astfel, unghiurile AOB si BOC sunt adiacente. Cum «AOC = «AOB + «BOC, rezulta

ca 60° =30° + «BOC, de unde «BOC = 30°.

+«AOC

Observam ca unghiurile AOB si BOC sunt adiacente si congruente si «BOC = «AOB = . Mai

observam ca semidreapta OB este interioara unghiului AOC, are originea in varful unghiului AOC si
formeaza cu laturile unghiului AOC doud unghiuri congruente.
Spunem despre semidreapta OB ca este bisectoarea unghiului AOC.

Constructia bisectoarei unui unghi cu rigla si raportorul

Se considera un unghi MON (figura 2.a).

e Masuram unghiul cu raportorul («<MON = 80°).

e Calculdam jumatate din mdsura unghiului (80°: 2 = 40°).

e Asezam raportorul ca in figura 2.b si marcam punctul din dreptul masurii injumatatite (40°),
notandu-I cu A.

e Cu ajutorulriglei, trasam semidreapta OA cu originea in varful unghiului si care trece prin punctul A
(figura 2.c).

e Am obtinut: — unghiurile MOA si NOA sunt adiacente si congruente;

— semidreapta OA este bisectoarea unghiului MON.

Constructia bisectoarei unui unghi cu rigla si compasul 2

Se considera un unghi AOB.

e Cu varful compasului in punctul O, trasam un arc de cerc care intersecteaza laturile unghiului in
punctele Csi D.

e Cu aceeasi deschidere a compasului, punand varful acestuia in punctul C, apoi in punctul D, trasam
doua arce de cerc in interiorul unghiului, care se intersecteaza intr-un punct pe care il notam cu M.

e Unind punctul O cu punctul M obtinem semidreapta OM, care este bisectoarea unghiului AOB.




UNGHIURI

e Bisectoarea unui unghi este semidreapta interioara unghiului, cu originea in varful unghiului, care
formeaza cu laturile acestuia doud unghiuri congruente.

e Bisectoarea oricarui unghi formeaza cu laturile unghiului doud unghiuri adiacente.

e Bisectoarea oricarui unghi este axa de simetrie a unghiului respectiv.

e Orice unghi propriu are o singurd bisectoare.

e Dacd un unghi este drept, atunci cele doua unghiuri formate de bisectoarea sa sunt adiacente,
complementare si congruente, iar fiecare dintre acestea are masura egala cu 45°.

e Daca un unghi este alungit, atunci cele doua unghiuri formate de bisectoarea sa sunt adiacente,
suplementare si congruente, iar fiecare dintre acestea are masura egald cu 90°.

Observatie: in limbaj obisnuit, mai putin riguros, se spune ca bisectoarea unui unghiimparte unghiul in
\douc“l unghiuri adiacente congruente.

J

Aplicam cunostintele

Se considera un unghi AOB cu masura de 110°. In interiorul unghiului se considera semidreptele OM si
ON, astfel incat «tAOM = «BON = 70°.

a) Calculeaza masurile unghiurilor BOM, AON si NOM.

b) Stiind ca semidreapta OC este bisectoarea unghiului AOB, arata ca semidreapta OC este si bisectoarea
unghiului NOM.

Rezolvare:

Realizam un desen care sa ilustreze datele problemei.

a) Din «AOB = 110° si «tAOM = 70° rezulta ca «BOM = «AOB - «AOM, adica
#BOM = 110° - 70° = 40°. Din «AOB = 110° si «BON = 70° rezulta ca «AON =
= +AOB - «BON = 110° - 70° = 40°. Cum «AON + «NOM + «MOB = «AOB, avem
40° + «NOM + 40° = 110°, adica «NOM = 110° - 80° = 30°.

b) Construind OC bisectoarea unghiului AOB, obtinem «AOC = «BOC = 110° : 2 = 55°. Cum
#AON + «NOC = +AOC, rezultd ca 40° + «NOC = 55°, adica «NOC = 15° (1). Cum «BOM + «MOC = «BOC,
rezulta ca 40° + «MOC = 55°, adica «MOC = 15° (2). Din (1) si (2) rezulta ca «NOC = «MOC = 15°, adica
semidreapta OC este bisectoarea unghiului NOM.

Observatie: Asemanator se poate arata ca dacd OC este bisectoarea unghiului NOM, atunci OC este si
bisectoarea unghiului AOB.

Exerseazs, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

(_1_. Deseneaza, folosind rigla si raportorul, un unghi AOB cu masura de 80°. in interiorul unghiului
reprezinta un punct M, astfel incat £AOM = 40°. Demonstreaza ca semidreapta OM este bisectoarea
unghiului AOB.
2. Deseneazi, folosind echerul, unghiul drept AOB. Noteaza cu OB’ semidreapta opusa semidreptei
OB. Demonstreaza ca semidreapta OA este bisectoarea unghiului BOB".
(_?;. Se considera unghiul AOB si se noteaza cu OM bisectoarea sa.
a) Calculeaza masurile unghiurilor AOM si BOM, stiind ca «AOB = 120°48..
b) Calculeaza masura unghiului AOB, stiind ca «+AOM = 29°37..
Cﬁ. in figura 1, unghiul AOB este unghi drept, iar «BOC = 30°. B
a) Deseneaza in caietul tau figura.
b) Noteaza cu OM si ON bisectoarele unghiurilor AOB, respectiv BOC si o) a
calculeaza masurile unghiurilor AOM, BON, AON si MON. Fig. 1
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CS_. Unghiurile MON si NOP sunt adiacente. Semidreapta ON este bisectoarea unghiului MOP, iar
semidreapta OP este bisectoarea unghiului MOQ.

a) Calculeaza masurile unghiurilor MOP, MOQ si NOQ, stiind ca «MON = 20°.

b) Calculeaza masurile unghiurilor MOP, NOP si NOQ, stiind ca «MOQ = 140°.

(.6_. Se considera un unghi AOB si OM bisectoarea acestui unghi. Stiind ca ON este semidreapta opusa
semidreptei OM, demonstreaza ca unghiurile AON si BON sunt congruente. Semidreapta ON este
bisectoare? Justifica raspunsul dat.

C7_. Observa figura 2, in care OA este bisectoarea unghiului MON, iar
unghiurile MOP si NOQ sunt congruente.

a) Demonstreaza ca «NOP = «MOQ.

b) Demonstreaza ca OA este bisectoarea unghiului POQ.

c) Stiind ca «MON = 140° si «¥NOQ = 100°, calculeaza masurile unghiurilor
MOQ, NOP, POQ si AOQ.

8. Se considerd un unghi drept AOB si semidreapta OM interioara unghiului AOB, astfel incat

+AOM = 30°. Se noteaza cu ON bisectoarea unghiului BOM.

a) Calculeaza masura unghiului BON.

b) Demonstreaza ca OM este bisectoarea unghiului AON.

C9_. Activitate in perechi. Unghiurile MOP si PON sunt adiacente si x este masura in grade a unghiului
determinat de bisectoarele celor doua unghiuri. Calculati masura unghiului MON, stiind ca:

a)x=27% b) x=72°.
Qg. Se considera un unghi drept AOB. in interiorul unghiului se considera semidreptele OM si OP, iar
in exteriorul unghiului se considera semidreptele ON si OQ, astfel incat OA sa fie bisectoarea unghiului
MON, OB sa fie bisectoarea unghiului POQ si «MON = «POQ.

a) Realizeaza un desen care sa ilustreze datele problemei. Analizeaza toate cazurile posibile.

b) Demonstreaza ca «MOQ = «PON.

c) Unghiurile MOP, AOB si NOQ au aceeasi bisectoare? Justifica raspunsul dat.

_ 2.
G AUTOEVALUARE 1) )

(_1’. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte
a) Se considera doua unghiuri adiacente sicomplementare. Dacd se noteaza cu x masura, exprimata
in grade, a unghiului determinat de bisectoarele celor doua unghiuri, atunci:
A.x=90% B. x =45 C.45° < x < 90% D. x < 45°.
b) Se considera doua unghiuri adiacente si suplementare. Daca se noteaza cu x masura,
exprimata in grade, a unghiului determinat de bisectoarele celor doua unghiuri, atunci:

Fig. 2

Fl

A.90°<x<180°% B.x=180% C.x <90% D. x=90°.
CZ’. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
Se considera unghiurile MON, NOP si POM in jurul punctului O si se noteaza cu N 0’
OA, OB si OC bisectoarele acestora. Stiind ca «MON = 110° si «NOP = 90°, atunci: \.'i\ // B
a) «BON = ... 1) 55°
b) «MOA = ... 2) 100°%
c) «COM = ... 3) 80°
4) 45°,
C?s’. Completeaza caseta cu raspunsul corect. ' 1,5 puncte

Unghiurile AOB si BOC sunt adiacente. Daca unghiul format de bisectoarele acestor unghiuri are
masura egala cu 75°, atunci masura unghiului AOC este egala cu |:|

Din oficiu: 1 punct
x punct)
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Exercitii si probleme recapitulative

(_1_. Analizeaza cu atentie figura aldturata. E

a) Calculeazd masura unghiului EOF. F

b) Dacd mdsura unghiului AOF este o cincime din masura
unghiului AOB, calculeaza masurile unghiurilor BOC, COD, DOE. 40° - x 0 D
(_2_. Unghiurile MON, NOP, POQ si QOM sunt unghiuriin jurul punctului A 80° + X

0. Semidreptele OA si OB sunt bisectoarele unghiurilor MON si POQ.

a) Daca OA si OB sunt semidrepte opuse, arata ca unghiurile MOQ C
si NOP sunt congruente; B

b) Daca «NOP = 150° si «MOQ = 110°, calculeaza masura unghiului AOB.

C?a_. Unghiurile AOB si BOC sunt unghiuri adiacente. Daca «+BOC =7 - «AOB = 84°, calculeaza:
a) masura unghiului format de bisectoarele celor doua unghiuri;
b) masura suplementului unghiului format de cele doua bisectoare.

(i. in figura alaturata, punctele M, O, N sunt coliniare si semidreapta OP

este interioara unghiului AOB. Semidreptele OA si OB sunt bisectoarele A ’
unghiurilor MOP si NOP. B
a) Precizeaza perechile de unghiuri adiacente din figura.
b) Precizeaza perechile de unghiuri congruente. Y 5 v

c) Demonstreaza ca unghiul AOB este unghi drept.
CS_. Doua unghiuri M si N sunt complementare si raportul masurilor lor este egal cu 0,5.

a) Calculeaza masurile celor doua unghiuri.

b) Daca suplementele unghiurilor M si N sunt unghiurile A si B, calculeaza masurile unghiurilor A si B.
CG_. Se considera n unghiuriin jurul unui punct O. Masurile acestor unghiuri, exprimate in grade, sunt
egale cu: x, 2x, 3x, ..., nx, iar cel mai mare dintre unghiuri are masura egala cu 120°.

a) Calculeaza cate unghiuri sunt in jurul punctului O.

b) Determina masura celui mai mic dintre unghiuri.
C7_. Unghiurile AOB, BOC, COD si DOA sunt unghiuri in jurul punctului O, astfel incat unghiurile AOB
si BOC sa fie suplementare, masura unghiului COD este jumatate din masura unghiului BOC si masura
unghiului AOB este o patrime din masura unghiului COD.

a) Calculeaza masurile unghiurilor AOB, BOC, COD si DOA.

b) Calculeaza masurile unghiurilor EOC si EOB, unde OFE este semidreapta opusa semidreptei OD.

8. Infiguraalaturata, punctele M, O, Nsi, respectiv, P, O, Q sunt coliniare.

a) Precizeaza perechile de semidrepte opuse si perechile de unghiuri 8x
opuse la varf.

b) Calculeaza masurile unghiurilor MOP, PON si POQ. M o\

c) Daca OR este bisectoarea unghiului MOQ, calculeaza masura unghiului POR.

9. Unghiurile AOB si BOC sunt unghiuri adiacente. Semidreptele OF si OF sunt bisectoarele

unghiurilor AOB, respectiv BOC. Stiind ca «EOF = 21°15/, calculeaza si exprima in grade si minute:

a) masura unghiului AOG;

b) masura complementului si masura suplementului unghiului AOC.
Qg. Unghiurile AOB si BOC sunt unghiuri adiacente. Semidreptele OE si OF sunt bisectoarele
unghiurilor AOB, respectiv BOC. Stiind ca «AOB = 120° si ca unghiul BOC este unghi drept, calculeaza
masura unghiului EOF.

‘ 11. Diferenta dintre masurile a doua unghiuri neadiacente care au varful comun si o latura comuna
este egala cu 50°. Calculeaza masura unghiului format de bisectoarele celor doud unghiuri.
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Timp de lucru: 50 de minute.

_ Subiectul I. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, completeaza casuta alaturata cu litera A. Tn
caz contrar, completeaza cu litera F.
(5p) | 1. Masura unghiului format de bisectoarele a doud unghiuri adiacente suplementare |:|

este egala cu 90°.
(5p) | 2.Daca semidreptele OM si ON sunt semidrepte opuse si punctul P este exterior dreptei D

MN, atunci unghiurile MOP si NOP sunt complementare.

(5p) | 3.Suma masurilor unghiurilor in jurul unui punct este egala cu 180°.

(5p) | 4. Daca dreptele AB si CD sunt concurente in punctul O, atunci unghiurile AOC si AOB D
sunt adiacente.

Subiectul Il. Uneste, prin sageti, fiecare cifra corespunzatoare enunturilor din coloana A, cu litera

care indica raspunsul corect aflat in coloana B.
In figura alaturata, dreptele AB, CD si EF sunt concurente in punctul O. Dacd masurile unghiurilor,
exprimate in grade, sunt cele din figurd, atunci

E
1. €AOC = ... a) 60°% X 3%+ 15°
o 2%° +10 B
( 2.4FOD = .. b) 100°; y 5
( 3.«BOE=.. c) 40% D
( 4.4DOE = .. d) 70°; .
e) 80°.

Subiectul lll. La cerintele urmatoare alege litera care indica singura varianta corecta.
(5p) | 1.Daca unghiurile AOB si BOC sunt adiacente si «AOB + «BOC = 280°, atunci:
A. £AOC > 90°%; B. «AOC = 140 C. £AOC = 80% D. «tAOC =100°.

(5p) | 2. Daca suma masurilor complementelor a doud unghiuri este egald cu 80°, atunci suma
masurilor unghiurilor este egala cu:

A. 280°% B. 100°% C.90% D. 180°.

(5p) | 3. Se considera unghiurile AOB si BOC, astfel incat tAOB — «BOC = «AOC. In acest caz,
unghiurile AOB si BOC sunt:

A. adiacente; B. neadiacente; C. complementare; D. suplementare.

(5p) | 4. Daca unghiurile MON si MOP sunt adiacente, «MOP = 40°, «NOP = 75° si masura comple-
mentului unghiului MON, exprimata in grade, este x, atunci:

A.x=55% B.x =35 C.x=115% D. x = 65°.
La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
Subiectul IV. In figura alaturatd, punctele A, O, B sunt coliniare, punctele C si D sunt situate de aceeasi
parte fatd de dreapta AB, iar OM si ON sunt bisectoarele unghiurilor AOD si BOC.

(5p) | a) Stiind ca masura unghiului determinat de cele doua bisectoare
este egala cu 135°, calculeaza masura unghiului COD.
(5p) | b) Stiind ca masura unghiului BOC este egala cu 30° si masura
unghiului COD este egala cu 90°, calculeaza masura unghiului COM.
(5p) | c) Calculeaza masura unghiului COD, stiind ca unghiurile AOD si A 0 B
BOC sunt complementare.

Subiectul V. Unghiurile AOB, BOC, COD si DOA sunt unghiuri in jurul punctului O, astfel incat:
#AOB = x°, #+BOC = 2x° — 10°, «COD = 3x° si +AOD = 3x° + 10°.

(5p) | a) Calculeaza masurile unghiurilor AOB, BOC, COD si DOA.

(5p) | b) Determina mdsura unghiului format de bisectoarele unghiurilor AOB si AOD.

(5p) | c) Calculeaza complementul si suplementul unghiului BOC.
Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul | LT [ 12 | 13 | 14 [ 11 [ 112 [ 03 | 04 [N [ 1.2 | 03 [ 14 [ Va | Vb | IVc | Va | Vb | Vi
Punctajul
Nota

CICEGES
LT
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V.2. PARALELISM

\Y¥ % M DREPTE PARALELE. AXIOMA PARALELELOR

Observam si descoperim cunostinte noi

1. Sa analizdm urmatoarele afirmatii:

a) Doua unghiuri se numesc complementare daca suma masurilor lor este egala cu 90°.

b) Prin doua puncte distincte trece o dreapta si numai una.

c) Daca doua unghiuri sunt opuse la varf, atunci cele doua unghiuri sunt congruente.

Observam ca prin prima afirmatie am introdus notiunea de unghiuri complementare. Astfel de
afirmatii se numesc definitii.

A doua afirmatie, invatata in clasa a V-a, evidenta din punct de vedere intuitiv, se numeste axiomad.
Axiomele sunt propozitii matematice care nu trebuie probate, argumentate, justificate.

Atreia afirmatie ne da o proprietate a unghiurilor opuse la varf, invatata in lectiile anterioare. Pentru
a proba, a justifica acest rezultat, am parcurs o succesiune de judecati si ne-am folosit de definitiile si
proprietatile invatate. Astfel de afirmatii se numesc teoreme. Succesiunea de judecati folosite pentru a
justifica afirmatia se numeste demonstratie.

Cand vorbim de o teorema trebuie sa precizam:

e jpoteza teoremei (ceea ce se da) introdusa, in general, prin,,daca”;

e concluzia teoremei (ceea ce se cere, ceea ce rezulta din ipoteza) introdusa, in general, prin,atunci”;

e demonstratia teoremei ce presupune un sir de judecati logice prin care, plecand de la ipoteza,
folosind definitii si alte rezultate cunoscute, se probeaza concluzia teoremei.

f Retine! b

¢ Definitia este o afirmatie prin care se introduce o notiune noua.

e Axioma este o propozitie matematica care ofera o proprietate importanta, evidenta din punct de
vedere intuitiv si care nu trebuie demonstrata.

e Teorema este o propozitie matematica ce ofera proprietati importante ale notiunilor matematice.
\Teorema presupune trei parti: ipoteza, concluzia si demonstratia.

J

2. Figura alaturata reprezintd un cub. Fiecare varf al cubului poate

fi identificat cu un punct. Am notat varfurile cubuluicu A, B, C, D, E, F,

G, H. Fiecare muchie a cubului, imaginata ca prelungita la nesfarsit, il G
-

poate fi identificata cu o dreaptd. Obtinem astfel dreptele: AB, BC,

CD, AD, AE, BF, CG, DH, EF, FG, GH, EH. Orice fata a cubului, gandita E
ca prelungita la nesfarsit in toate directiile, poate fi identificata cu
un plan. De exemplu, fata cubului pe care se afla punctele A, B, C, D /0
poate fi identificata cu planul notat q, iar fata cubului pe care se afla /o A/ B
punctele A, D, H, E poate fi identificata cu planul notat p. Deci, A € a,
Bea,Cea,DeasiAeP,Def,Hep,Eecp.Observam ca dreapta B
AB se afld in planul a.. Se mai spune ca dreapta AB este continutad in
planul o sau ca dreapta AB este inclusd in planul o si se noteaza AB C a..In acest context putem observa
ca dreptele AB si AD sunt continute in planul a si din acest motiv ele se numesc drepte coplanare (se
afla in acelasi plan) si notam AB C a, AD C a. Dreptele AB si DH sunt situate in plane distincte si, cum
nu exista niciun plan care sa le contina pe amandoud, ele se numesc drepte necoplanare si notam
ABC a,DHC B sia#p.
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A. Dreptele coplanare AB si AD (AB C o, AD C a) au punctul A comun. Se spune ca,dreptele AB si
AD se intersecteaza in punctul A” sau ca ,dreptele AB si AD sunt concurente in punctul A"

Privind figurile geometrice ca multimi de puncte, putem utiliza limbajul si notatiile invatate la
multimi. Vom scrie ABn AD = {A}.

B. Dreptele coplanare AB'si CD (AB C o, CD C a) nu au niciun punct comun. Se spune ca dreptele AB si
CD sunt paralele si notam AB || CD.

C. Dreptele necoplanare AB si DH nu au niciun punct comun. Deci ,dreptele AB si DH nu se

=n

intersecteaza” sau intersectia dreptelor AB si DH este multimea vida” si notam AB N DH = &.

3. Constructia prin translatie a doua drepte paralele
Pentru a construi o dreapta a paralela cu o dreapta d si care sd treacd printr-un punct A, exterior
dreptei d, parcurgem succesiv urmatoarele etape:

1. Se da dreapta d si punctul A 2. Asezam echerul cu muchia |3. Asezam o rigla pe una
exterior dreptei d (A ¢ d). care nu contine unghiul drept | dintre muchiile care contin
pe dreapta d. varful unghiului drept.
d d d
_ . A . A
4.Tinem rigla fixa si translatdm 5.Trasam dreapta suport a 6. Faptul ca dreptele a si
(deplasam echerul) in jos, sprijinit pe | muchiei echerului care trece |d sunt paralele (a || d) vafi
rigld, pana cand muchia care nu con- | prin punctul A. demonstrat intr-o viitoare
tine unghiul grept trece prin punctul A. lectie.
d d d
A .
a A v 4 a A

Aceasta constructie ne aratd ca printr-un punct exterior unei drepte se poate duce o dreapta
paralela cu dreapta data. Problema care se pune este daca mai exista inca o dreapta care sa fie
paralela cu dreapta data si care sa contina punctul dat. Raspunsul la aceasta problema este dat de
matematicianul grec Euclid, printr-o axioma care i poarta numele, axioma lui Euclid, numita si axioma
paralelelor, care se enunta astfel: Printr-un punct exterior unei drepte date se poate duce o singurd dreaptd
paraleld la acea dreapta.

Sa observam ca:

e Orice dreapta este paraleld cu ea insasi si notam a || a. Aceasta proprietate se numeste proprietatea
de reflexivitate a relatiei de paralelism.

e Daca o dreapta a este paralela cu o dreapta b, atunci putem spune ca si dreapta b este paralela
cu dreapta a. Notam ,daca a || b, atunci b || a". Aceasta proprietate se numeste proprietatea de simetrie
a relatiei de paralelism.

¢ Doua drepte paralele cu o a treia dreaptd sunt paralele intre ele. Notdam ,daca a || b si b || ¢, atunci
a || c". Aceasta proprietate se numeste tranzitivitatea relatiei de paralelism.

Retine! )

e Doua drepte coplanare care nu au niciun punct comun se numesc drepte paralele.

'Y ) e Douad drepte coplanare care au un punct comun se numesc drepte concurente.

=Bt | »  Printr-un punct exterior unei drepte date se poate duce o singurd paraleld la acea dreapta (Axioma lui
Euclid).

\o Relatia de paralelism are urmatoarele proprietati: reflexivitate, simetrie si tranzitivitate.
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Aplicam cunostintele

Cl. Se considera o dreapta d, un punct A care nu apartine dreptei d si doua puncte distincte M si N
astfel incat dreptele AM si AN sa fie paralele cu dreapta d. d
Demonstreaza ca punctele A, M, N sunt coliniare.
Ipoteza: A ¢ d, M= N; AM || d, AN || d.
Concluzia: A, M, N — puncte coliniare. M A N
Rezolvare: Din AM || d, AN || d si din proprietatea de tranzitivitate a relatiei de paralelism rezulta ca
AM || AN. Din axioma lui Euclid rezulta ca prin punctul A, exterior dreptei d, trece o singura paralela la
dreapta d, adica dreptele AM si AN coincid. Prin urmare, punctele A, M, N se afla pe aceeasi dreapta,

adica sunt coliniare. < A B

(%' In figura alaturata, dreptele AB, CD si EF sunt paralele. Demonstreaza ca U~

dreptele AB si CF sunt concurente. C~<_ D
Ipoteza: AB || CD || EF. S~
Concluzia: AB, CF — drepte concurente. E E>

Rezolvare: Daca dreptele AB si CF nu sunt concurente, atunci ele sunt paralele. Rezulta ca AB || CF
si, din ipoteza, AB || CD. Deci prin punctul C, exterior dreptei AB, am avea doua paralele (CD si CF)
la dreapta AB, ceea ce contrazice axioma lui Euclid. Ca urmare, dreptele AB si CF nu pot fi paralele.
Rezulta ca AB si CF sunt drepte concurente.

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

(_1_. Da cate un exemplu de: a) axiomg; b) definitie; ) teorema.
CZ_. Deseneaza trei puncte necoliniare M, N si P. Construieste paralela prin punctul:
a) M la dreapta NP; b) N la dreapta MP; c) Pla dreapta MN.
C?:. Urmadreste cu atentie figurile de mai jos si completeaza spatiile punctate, astfel incat sa obtii
propozitii adevarate: a
A d1 /
b
\ = /
d d
a) Dreapta ABsi dreaptad ... b) Dreptele d, si d, sunt drepte ...
c) Punctul O este ... d) Drepteleasibsunt....

4. Enunta proprietatile relatiei de paralelism.

N

5. Se considera trei puncte distincte M, N, P si o dreapta d, astfel incat MN || d si d || NP.
a) Realizeaza un desen care sa ilustreze datele problemei.
b) Ce poti spune despre punctele M, N si P? Argumenteaza raspunsul dat.

6. Activitate in perechi. Se considera trei puncte A, B si C distincte si coliniare si doud drepte d, si
astfel incat AB|| d, si BC|| d.,.

a) Realizati un desen care sa ilustreze datele problemei.

b) Ce puteti spune despre dreptele d, si d,? Justificati raspunsul dat.

7. Fie msindoua drepte paralele si N un punct pe dreapta n. Demonstreaza ca orice dreapta d care
intersecteaza dreapta nin N va intersecta si dreapta m.

Q

2!

CS_. a) Deseneaza trei puncte distincte A, B si C si doua drepte d, si d,, astfel incat AB || d, si BC|| d.,.
b) Daca d, || d,, demonstreaza ca punctele A, B si C sunt coliniare.
c) Daca punctele A, B si C sunt coliniare, demonstreaza ca d, || d, sau ca d, coincide cu d..
C9_. Se considera patru puncte distincte A, B, C, D si o dreapta d, astfel incat AB || d, BC || d si CD|| d.
Demonstreaza ca AD || d.
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-

g < @ »
AUTOEVALUARE )

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

litera F. Dreptele g, b si c sunt drepte coplanare distincte. 4,5 puncte
a)Dacaal|bsib| c atuncial|c. A F
b)Dacaallbsibnc=J,atuncial| c. A F
c)Dacaalfb,atuncian b= . A F
2. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu Q
raspunsul corespunzator aflat in coloana din dreapta. I 3 puncte
In figura alaturata este reprezentat un paralelipiped dreptunghic. M l
. N
a) Dreptele AB si AD sunt ... 1) paralele; |
b) Dreptele AM si BC sunt ... 2) identice; :
c) Dreptele MN si QP sunt ... 3) necoplanare; D--F--Jc
4) concurente. ot
(_3'. Completeaza casetele cu raspunsurile corecte. A B 1,5 puncte

Urmareste figura de la exercitiul 2.

a) Muchiile paralele de pe fata BCPN sunt |:| b) Muchiile concurente de pe fata ADQM sunt |:|
Din oficiu: 1 punct)

N\

CRITERII DE PARALELISM. UNGHIURI FORMATE DE DOUA DREPTE PARALELE

V.2.2. .
CU O SECANTA

Observam si descoperim cunostinte noi

1. In figura alaturata sunt reprezentate doua drepte a si b intersectate de o

dreapta d. in limbaj obisnuit se spune ca dreapta d ,taie” dreptele a si b. in 8/7
geometrie se spune ca dreapta d intersecteazd dreptele a si b sau ca dreapta g 5/6

d este secantd dreptelor a si b. Secanta d formeaza cu dreptele a si b opt 4/3

unghiuri. Numerotand unghiurile ca in figura alaturata, putem observa ca: yz b

e unghiurile 3 si 5 sunt pozitionate de o parte si de alta a secantei d si intre
dreptele a si b. Din acest motiv, despre perechea de unghiuri 3 si 5 se spune ca sunt unghiuri alterne
interne. Au pozitie de unghiuri alterne interne si unghiurile 4 si 6;

e unghiurile 1 si 7 sunt pozitionate de o parte si de alta a secantei d si in exteriorul dreptelor asi b.
in acest caz spunem ca unghiurile 1 si 7 formeaza o pereche de unghiuri alterne externe. Unghiurile
2 si 8 formeaza si ele o pereche de unghiuri alterne externe;

e unghiurile 3 si 6, respectiv unghiurile 4 si 5 formeaza perechi de unghiuri interne de aceeasi parte
a secantei datorita pozitiei pe care o ocups;

e unghiurile 1 si 8, respectiv 2 si 7 reprezinta perechi de unghiuri externe de aceeasi parte a secantei;

e pozitia ocupata de unghiul 1 in raport cu dreapta b si secanta d este aceeasi cu pozitia ocupata
de unghiul 5 in raport cu dreapta a si secanta d. Din acest motiv, despre perechea de unghiuri 1 si 5
spunem ca sunt unghiuri corespondente. Perechile de unghiuri 4 si 8, respectiv 2 si 6, precum si 3 si 7

sunt si ele unghiuri corespondente. d
2. O conditie suficienta ca doua drepte sa fie paralele este exprimata de a A
teorema de existenta a dreptelor paralele care are urmatorul enunt: /Z/O

»Daca doua drepte determina cu o secanta o pereche de unghiuri b
alterne interne congruente, atunci dreptele sunt paralele.” /Q
Ipoteza: Concluzia:

and={0}, b " d={Q}; «+A0Q = «BQO. allb.
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Observatii:

1. Consecintele acestei teoreme reprezinta alte criterii de paralelism.
Astfel, daca cele doua drepte a si b formeaza cu secanta d o pereche de unghiuri alterne interne
congruente, putem demonstra ca cele doua drepte formeaza cu secanta si perechi de unghiuri:
a) alterne externe congruente; d

b) corespondente congruente;

. . . a 1/2
c) interne de aceeasi parte a secantei suplementare; 73
d) externe de aceeasi parte a secantei suplementare. s /2/
a) Ipoteza: Concluzia: 5/7 6 >

4 = 6. £2=«8si«1=«7.
Demonstratie: Cum +2 si 4, respectiv «8 si «6 sunt opuse la varf, rezultd ca «2 = +4 (1) si «8 = «6 (2).

Din ipoteza, ¥4 = 6 si, tinand cont de (1) si (2), rezulta ca «2 = «8 (3). Dar «1 si «7 sunt suplementele
3
unghiurilor 2 si 8, adica «1 =180° - «2 = 180° - «8 = «7, adica «1 = «7. Deci £2 = «8 si «1 = «7.

Asemanator se demonstreaza b), c) si d).

2. Oricaredintre cele patru teoreme demonstrate sunt consecinte ale teoremei de existenta a dreptelor
paralele si poate reprezenta un criteriu de paralelism.

3. Daca intr-o teorema ipoteza sau o parte din ipoteza se schimba cu concluzia, spunem ca am obtinut
o reciproca a teoremei. Nu orice reciproca a unei teoreme este adevarata.

4. Teoremele reciproce ale criteriilor de paralelism ofera proprietatile dreptelor paralele intersectate
de o secanta.

i Retine! b
e O secantd formeaza cu douad drepte distincte opt unghiuri. Dupa pozitia
pe care o au fata de drepte si fata de secantd, aceste unghiuri formeaza
perechi remarcabile de unghiuri:
- alterne interne: 3 cu 5si4 cu6; 2
— alterne externe: 1 cu7si2cus;
6/5
/o

- corespondente: 1 cu5,2cu6,3cu7si4cus;
- interne de aceeasi parte a secantei:3cu6si4 cu5;

¢ Proprietatile unghiurilor formate de doua
drepte paralele cu o secanta

- externe de aceeasi parte a secantei: 1 cu8si2cu7.

o Criterii de paralelism

C1.Daca doua drepte formeaza cu o secantd o
pereche de unghiuri alterne interne congruente,
atunci dreptele sunt paralele.

C2. Daca doua drepte formeaza cu o secanta o
pereche de unghiuri alterne externe congruente,
atunci dreptele sunt paralele.

C3. Daca doua drepte formeaza cu o secanta o
pereche de unghiuri corespondente congruente,
atunci dreptele sunt paralele.

C4. Daca doua drepte formeaza cu o secantad o
pereche de unghiuri interne de aceeasi parte a
secantei suplementare, atunci dreptele sunt paralele.
C5. Daca doua drepte formeaza cu o secantad o
pereche de unghiuri externe de aceeasi parte
a secantei suplementare, atunci dreptele sunt
paralele.

P1.Daca doua drepte sunt paralele, atunci ele
formeaza cu orice secantd perechi de unghiuri
alterne interne congruente.

P2.Daca doua drepte sunt paralele, atunci ele
formeaza cu orice secanta perechi de unghiuri
alterne externe congruente.

P3.Daca doua drepte sunt paralele, atunci ele
formeaza cu orice secanta perechi de unghiuri
corespondente congruente.

P4.Daca doua drepte sunt paralele, atunci ele
formeazd cu orice secantd perechi de unghiuri
interne de aceeasi parte a secantei suplementare.
P5.Daca doua drepte sunt paralele, atunci ele
formeaza cu orice secanta perechi de unghiuri
externe de aceeasi parte a secantei suplementare.
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Aplicam cunostintele

Cele patru unghiuri din figura alaturatda sunt unghiuri formate de 9X_50//a
secanta a cu dreptele paralele d, si d, si au masurile exprimate in grade. z d
Calculeaza masurile celor patru unghiuri. yﬁéjso
Rezolvare: / da

Deoarece unghiurile opuse la varf au masurile egale rezultd ca 9x - 5°=z.

Unghiurile cu masurile z si 3x + 5° fiind formate de dreptele paralele d, si d, cu secanta a si, fiind
unghiuri interne de aceeasi parte a secantei, sunt suplementare (proprietatile unghiurilor formate de
doud drepte paralele cu o secantd). Rezulta ca z + 3x + 5° = 180°. Din cele doua egalitati de mai sus
rezulta ca 9x — 5° + 3x + 5° = 180°, de unde 12x = 180° si x = 15°. Deoarece 9x — 5° = z, rezulta ca
z=9-15°-5°=130°

Cum d, || d,, a este secanta si unghiurile z si y sunt alterne interne, rezulta ca y = z (proprietatile
unghiurilor formate de doud drepte paralele cu o secantd). Am obtinut: x = 15°, y = z = 130° si
z+3x+5°=180° de unde 3x+ 5°=180° - 130° = 50°. Rezulta ca cele patru unghiuri au masurile: 130°,
130°, 50° si 50°.

Exerseaz3d, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

1. Deseneaza douad drepte m si n si o secanta a. Noteaza cu cifre unghiurile formate si scrie perechi
de unghiuri:
a) alterne interne; b) alterne externe; c) corespondente.
(.2_. a) Deseneaza douad drepte paralele intersectate de o secanta, care formeaza un unghi cu mdsura de 63°.
b) Calculeaza masurile celorlalte unghiuri formate.
G Se considera un triunghi ABC. Prin punctul A se construieste paralela la dreapta BC.
Calculeaza «A + «B + «C. Ce observi?

(i. In figura alaturata se stie ca: €1 = 130°, €2 = 50°, «3 = 70°. Arata ca:
a) dreptele d, si d, sunt paralele;
b) dreptele g, si g, nu sunt paralele.

CS_. Determina masurile de unghiuri exprimate in grade prin x, y si z,
din figurile de mai jos, stiind ca dreptele d, si d, sunt paralele.

C
O di 4x—1(% d di Z220°
a) 4, \4y +30° bl 4 Azx +10° < / d>
2
5\)?\c /c }-L/Q{ y

CG_. Unghiurile ABCsi ADE din figura alaturata sunt congruente. Se noteaza E C
cu OM, respectiv cu ON, bisectoarele unghiurilor ABC si ADE. Demonstreaza

ca dreptele OM si ON sunt paralele.

C7_. in figura alaturata, unghiurile AOB si CQB sunt unghiuri cu laturile A

respectiv paralele, adica OA || QB si OB || QC, iar QD este semidreapta opusa

semidreptei QC. Demonstreaza ca: 0 B
a) «AOB = «BQC; b) «AOB + «BQD = 180°.
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( AUTOEVALUARE

1. Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte
a) Doua drepte formeaza cu o secanta doua unghiuri corespondente, 4X+1ﬂ0/
cu masurile de 64° si 2x — 14°. Cele doua drepte sunt paralele daca x este egal cu:
A.30° B.39° C.33° D.25° /{
b) in figura alaturata dreptele a si b sunt paralele. Valoarea lui x este: b 50°
A. 50 B. 25°; C.30° D. 100°, A
CZ’. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
in figura alaturata dreptele AB si CD sunt paralele. Daca «EDF = 30°, atunci: A B/
a) «BAD = ... 1) 90°%
b) «BDE = .. g ;g?"? -
; C °E
c) «CDF = ... 4) 30°. /D\F\
C3’. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Doua drepte paralele formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri alterne interne cu masurile,
exprimate in grade, egale cu x, respectiv cu y. Daca x + y = 180°, atunci x este egal cu
Din oficiu: 1 punctj

N\

APLICATII PRACTICE iN POLIGOANE $1 CORPURI GEOMETRICE

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

1. Consideram trei puncte necoliniare A, Bsi C.

a) Constructia paralelei prin punctul C la dreapta AB. Folosim teorema
de existenta a dreptelor paralele: dacd doud drepte formeazd cu o secantd o
pereche de unghiuri alterne interne congruente, atunci dreptele sunt paralele.
Parcurgem urmatorii pasi:

1) masuram «BAG;

2) construim «ACD, astfel incat «ACD = «BAC;

3) «ACD si «BAC au pozitie de unghiuri alterne interne pentru dreptele AB, CD si secanta AC si sunt
congruente.

4) ne aflam astfel in conditiile teoremei de existenta a dreptelor paralele si, ca urmare, AB || CD, adica
paralela prin punctul C la dreapta AB este dreapta CD.

b) Constructia paralelei prin punctul A la dreapta BC.

1) masuram «ACB;

2) construim «EAC, astfel incat «+EAC = «ACB;

3) «EAC si ¥ACB au pozitie de unghiuri alterne interne pentru dreptele BC, AE si secanta AC si sunt
congruente;

4) ne aflam in conditiile teoremei de existenta a dreptelor paralele si, ca urmare, AE|| BC, adicd paralela
prin punctul A la dreapta BC este dreapta AE. Notam AE N CD = {F}.

Observatii:

1) Figura ABCF, obtinuta construind paralela prin punctul C la dreapta AB si paralela prin punctul A la
dreapta BC, se numeste paralelogram. Deci, in paralelogramul ABCF, laturile AB si CF, respectiv BC si
AF sunt paralele, adica AB || CF si BC|| AF.
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Ardtdm ca unghiurile BAF si BCF sunt congruente. Din AE m CD = {F} rezulta ca dreptele AF si AE,
respectiv CF si CD coincid. De asemenea, «FAC coincide cu «EAC si «FCA coincide cu «DCA. Calculam
«BAF = #BAC + «CAF = «FCA + «BCA = «BCF (am folosit congruenta unghiurilor alterne interne formate
de dreptele paralele: CF || AB si AF || BC). Deci, «BAF = «BCF.

Ardtdm cd unghiurile BAF si ABC, respectiv BAF si AFC sunt unghiuri suplementare. Unghiurile BAF si ABC
au pozitie de unghiuri interne de aceeasi parte a secantei pentru dreptele paralele AF si BC si secanta
AB. Deci, «BAF + «ABC = 180°. Unghiurile BAF si AFC au pozitie de unghiuri interne de aceeasi parte a
secantei pentru dreptele paralele AB si CF si secanta AF. Deci, «BAF + «AFC = 180°.

2) Proprietatile demonstrate anterior reprezinta o parte dintre proprietatile unui paralelogram, figura
geometrica pe care o veti studia in clasa a Vll-a.

2. Consideram un paralelipiped dreptunghic ABCDEFGH, confec- H G
tionat din lemn de tei. Stefan doreste sa-si confectioneze o jucarie i

din acest paralelipiped dreptunghic. Pentru aceasta foloseste un £
fierastrau si taie paralelipipedul de sus in jos, de-a lungul muchiei Dy, c
HE si de-a lungul segmentului EB, desenat pe fata ABFE a paralelipi- -

pedului dreptunghic. Dupa tdiere, Stefan obtine doua corpuri care
au fata BCHE (hasurata in figura alaturata) si, cu ajutorul unui echer,
constata ca «EBC si «HCB sunt unghiuri drepte. El doreste sa stie daca dreptele BE si CH sunt paralele,
insa Stefan nu dispune de niciun instrument care sa-| ajute sa gaseasca raspunsul. Sa-l ajutam sa afle
raspunsul corect!

Rezolvare: Deoarece «EBC si «HCB sunt unghiuri drepte, rezulta ca «EBC = 90° si «+HCB = 90°. Suma
masurilor acestor unghiuri este de 180°, deoarece «EBC + «HCB = 90° + 90° = 180°. Deci «EBC si «HCB
sunt unghiuri suplementare (1). Putem observa ca «EBC si «HCB au pozitie de unghiuri interne de
aceeasi parte a secantei pentru dreptele EB, HC si secanta BC. Conform criteriului de paralelism, dacd
doud drepte formeazd cu o secantd o pereche de unghiuriinterne de aceeasi parte a secantei suplementare,
atunci dreptele sunt paralele; rezulta ca dreptele EB si HC sunt paralele, adica EB || HC.

3. Doua unghiuri ABC si DEF se numesc unghiuri cu laturile paralele daca AB || DE si BC || EF.
a) luliana sustine ca doua unghiuri ascutite care au laturile paralele sunt

congruente. A D
b) Tudor sustine ca doua unghiuri obtuze care au laturile paralele sunt M/

congruente.
¢) Sorina sustine cd, daca doua unghiuri, unul ascutit si celalalt obtuz, sunt N8B /»}/ ¢
unghiuri cu laturile paralele, atunci cele doua unghiuri sunt suplementare.
Cine are dreptate? Sa-i ajutam!

Rezolvare:

a) Fie «ABC si «DEF unghiuri cu laturile paralele, adica AB || DE si BC|| EF. Conform teoremei: dacd doud drepte
sunt paralele, atunci orice dreaptd care o intersecteazd pe una, o intersecteazad si pe cealaltd, avem AB || DE
si dreapta CB o intersecteaza pe AB in punctul B; rezulta ca CB o va intersecta si pe DE. Fie BC~ DE = {M}.
Dreptele paralele AB, ED si secanta BM formeaza «ABM si «BME alterne interne congruente, adica
«ABM = «BME (1). Analog, dreptele paralele BC, EF si secanta EM formeaza «BME si «FEM alterne
interne congruente, adica «BME = «FEM (2). Din (1) si (2) rezulta ca «tABM=+«FEM (3), adica «ABC=«FED
si unghiurile ascutite cu laturile respectiv paralele sunt congruente. Deci, luliana are dreptate.

b) Semidreptele BN si EP sunt semidrepte opuse semidreptelor BC si EF. Deci punctele N, B, M, C sunt
coliniare si punctele P, E, F sunt coliniare. Unghiurile ABN si MEP sunt unghiuri cu laturile paralele,
deoarece AB || ME si BN || PE. Dar «ABN este suplementul «ABM, adica «ABN = 180° — «ABM (4) si cum
+ABM este unghi ascutit, rezulta ca «ABN este unghi obtuz. Analog, «MEP este suplementul «MEF,
adica «MEP = 180° — «FEM (5) si cum «FEM este unghi ascutit, rezulta ca «MEP este unghi obtuz. Din
(3), (4) si (5) rezulta ca «ABN = «MEP, adica unghiurile obtuze cu laturile respectiv paralele sunt
congruente. Deci, Tudor are dreptate.
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c) Unghiurile ABN si MEF sunt unghiuri cu laturile paralele, deoarece AB|| ME si BN || EF. Unghiul ABN este
suplementul unghiului ascutit ABM si ca urmare este unghi obtuz si unghiul MEF este unghi ascutit. Din
+ABM + +«ABN = 180° si «ABM = «MEF (demonstrat la punctul a)) rezulta ca «MEF + «ABN = 180°, adica
doua unghiuri cu laturile respectiv paralele, unul ascutit si celalalt obtuz, sunt suplementare.
Deci, Sorina are dreptate.

Exerseazs, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C’IT. In figura 1 se stie ca BC || DE, +ABC = 45° si +AED = 60°.
C

A C
alculeaza masurile unghiurilor: E
a) «ACB; b) «ADE; c) «CED.
EAN D
in figura 2 se stie ca «ADE = «ABC. 45°
’ A D B

a) Ce poti spune despre dreptele ED si BC? Justifica. C Fig. 1 B Fig. 2
b) Ce fel de unghiuri sunt AED si ACB?

c) Calculeaza suma masurilor ADE si BDE. Justifica.

In figura 3 se stie cd «MQP = 30° si «NPQ = 150°.

a) Precizeaza dreptele paralele din figura. Justifica.

b) Calculeaza suma masurilor unghiurilor QVIN si PNM.

4. infigura 4, triunghiul ABC a fost translatat spre dreapta cu 9 patratele. Scrie dreptele paralele din

o

>

figura.
5. Infigura 5 se stie ca EF || AB, DE || BC si «DEF = 70°. Calculeaza masurile:
a) «BDE; b) «ADE; c) £ABC; d) «BFE; e) «EFC.
b A
N _________
M
D E
30° se 7 LA Y /%\

Q P [ATTTTITOIT M B F C

Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

CG—. Urmareste figura 6, in care ABCD este paralelogram, ABHG este dreptunghi si ADEF este patrat.
a) Scrie perechile de drepte paralele din figura.
b) Dreapta EF este paralela cu dreapta BC? Justifica.
c) Dreapta CD este paralela cu dreapta HG? Justifica.

(.7_. Activitate in perechi. In figura 7 este desenata o piramida care are la baza patratul ABCD.
a) Numiti dreptele paralele din figura.
b) Numiti unghiuri interne de aceeasi parte a secantei pentru dreptele AB, CD si secanta BC.

CS—. in figura 8, MNPQRSTV este un paralelipiped dreptunghic. Scrie toate dreptele paralele cu:

a) MR; b) NP; ARS. vy v T
E |
D C R s
. |
1
c Lo_
A B 9" P
GH Ly F 5 M N
Fig. 6 Fig.7 Fig. 8
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Exercitii si probleme recapitulative
- L , / \ _a
(_1_. In figura alaturata se stie ca «1 =40° + x° si €2 = 140° - x°. 1 3
a) Verifica daca dreptele a si b sunt paralele. 2/ \
b) Daca «5 = 120°, calculeaza masura unghiului 3. /C 5 \d
2. Doua drepte paralele a si b, intersectate de o secanta ¢, determina opt
unghiuri. Masurile a doua dintre acestea sunt exprimate in grade prin 2x° + A B

19°, respectiv 3x° — 19°. Calculeaza masurile celor opt unghiuri. /\
CB_. in figura alaturata, AB || CD || EF. Calculeaza: a 5
a) «BAC + «ACE + «CEF; \
b) «ACE + «CEA + «EAC. E F
4. a) Deseneaza doua drepte paralele a si b, intersectate de o secanta ¢, apoi noteaza cu cifre
unghiurile formate.
b) Scrie perechile de unghiuri suplementare. ¢) Scrie perechile de unghiuri congruente.

CEL' Se considera unghiurile ABC si MNP, astfel incat AB || MN si BC || NP. Calculeaza mdsura unghiului

MNP, stiind ca «ABC =75°. A 0 B/
CG_. In figura aldturata, dreptele AB si CD sunt paralele. Semidreptele 0.,C /\/
si O,B sunt bisectoarele unghiurilor AO,O,, respectiv O,0,D. Demonstreaza 7 o >
ca0,C||O,B.

1 2 4o°24'}\ a
C7_. Determina x, astfel incat dreptele a si b din figura alaturata sa fie b
paralele. N

‘ 8. In figurile de mai jos se stie ca «1 = «2 si ca masura unghiului 3 este egald cu x°. Calculeazi
masura unghiului 4, pentru fiecare caz.

d /1 \3 N 3\ h / }
a)2 Z X b) < \ 4\ o & / \
/ \e £ \e

9 Pentru fiecare figura geometrica de maijos, precizeaza daca dreptele a si b sunt paralele. Justifica
raspunsurile date.

N A

10 In figura aldturata, dreptele a si b sunt paralele. Stiind ca 2 = Ly -«1, g 1
calculeaza masura unghiului 2. > b 5
QJ. Se considera patru puncte A, B, Csi D, astfel incat AB || CD si AD || BC. .
a) Realizeaza un desen care sa ilustreze datele problemei.
b) Stiind ca «BAD = «ABC + 40°, calculeaza masurile unghiurilor: A 8
ABC, BCD, CDA si BAD
Q_Z. In figura alaturata, AB || CD, «+BAE = 30° si «DCE = 119°. Calculeaza > ;
D C

masura unghiului AEC.
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m Timp de lucru: 50 de minute.

Subiectul I. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, completeaza casuta alaturata cu litera A. Tn
caz contrar, completeaza cu litera F.
(5p) | 1. Daca doua drepte formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri alterne interne D
congruente, atunci dreptele sunt paralele.
(5p) | 2.Daca doua drepte sunt paralele, atunci ele formeaza cu orice secanta o pereche de
unghiuri interne de aceeasi parte a secantei suplementare. D

(5p) | 3.Printr-un punct exterior unei drepte se pot duce doua paralele la dreapta respectiva. |:|

(5p) | 4.Doua drepte coplanare care au un punct comun se numesc drepte paralele. |:|

Subiectul Il. Uneste, prin sageti, fiecare cifra corespunzatoare enunturilor din coloana A cu litera

care indica raspunsul corect, aflat in coloana B.
In figura alaturata, dreptele a si b sunt paralele, iar dreapta ¢ este secanta lor.

A B ¢
a A

(5p) | 1.+2si«8 se numesc unghiuri ... a) alterne interne; 374

(5p) | 2.+4 si «6 se numesc unghiuri ... b) alterne externe; 6/

(5p) | 3.«1 si «5 se numesc unghiuri ... c) corespondente; /8 b
(5p) | 4.+2 si«7 se numesc unghiuri ... d) interne de aceeasi parte a secantei;

e) externe de aceeasi parte a secantei.
Subiectul lll. Alege litera care indica singura varianta corecta.
(5p) | 1. Doua drepte paralele formeaza cu o secanta o pereche de unghiuri interne de aceeasi
parte a secantei, cu madsurile 7x si 40°. Valoarea lui x este egala cu:
A. 140°% B. 70% C. 30°% D. 20°.
(5p) | 2. Doua drepte paralele formeaza cu o secantd o pereche de unghiuri corespondente, cu
masurile de 102° si 7x + 4°. Valoarea lui x este egala cu:
A. 98’ B. 14% C.78% D. 89°.
(5p) | 3.Construieste un unghi AOB cu masura de 70°. Construieste BC|| AO, astfel incat punctele A
si C sa fie situate de o parte si de alta a dreptei OB. Masura unghiului OBC este egala cu:

A. 140% B. 35% C.70% D. 30°.
(5p) | 4.1nfigura alaturat, se stie cd a|| b si c este secanta. Analizand figura
si facand calcule, obtii cd valoarea lui x este egala cu: Nt 78°
A.51° B.12°; b >
C.39% D. 102°. a N

La subiectul IV scrie rezolvarea completa.

Subiectul IV. In figura aldturatd, semidreapta BD este bisectoarea unghiului
ABC, «ABD = 30° si «BCD = 50°. A
(10p) | a) Construieste DE || BC, E € AB, si calculeaza masura unghiului BDE.

(10p) | b) Calculeaza masura unghiului EDC. b
(10p) | c) Construieste EF || AC, F € BC, si calculeaza masura unghiului BEF. 5 c
Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul | 11 2 | 13 | 14 [ a2 [ w3 | n4 | maopom2 | m3 |4 | va | Vb | IVc
Punctajul

Nota
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V.3. PERPENDICULARITATE

\YX % M DREPTE PERPENDICULARE iN PLAN. OBLICE

in clasa a V-a am invatat ca un unghi cu masura de 90° se numeste unghi drept. Pentru a verifica
daca un unghi este drept, fie masuram unghiul cu raportorul, fie probam cu echerul.

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

1. a) Deseneaza un unghi drept AOB cu ajutorul echerului.
b) Noteaza cu OA' semidreapta opusa semidreptei OA si cu OB’ semidreapta opusa semidreptei OB.
c) Cate unghiuri formeaza dreptele AA’si BB"? Fara a folosi echerul sau raportorul,

justifica congruenta unghiurilor formate de dreptele AA’si BB". 1B
Rezolvare: a) -
c) Se formeaza patru unghiuri, congruente doua cate doua, ca unghiuri
opuse la varf. Prin urmare, «3 = «1 si cum «1 = 90° (din constructie), rezulta A 0
ca «3 = 90°. Deoarece «1 impreuna cu «2 formeaza unghiul alungit AOA’, B

rezulta ca «1 + «2 =180°. Cum «1 =90° (din constructie), rezulta ca «2 = 90°.

Cum «2 este opus la varf cu «4, ele sunt congruente si «4 = 90°. Prin urmare, b) 142
dreptele AA’ si BB’, concurente in punctul O, formeaza patru unghiuri A 4130 A
drepte. Se spune ca dreptele AA’si BB’ sunt drepte perpendiculare si notam

AA’ L BB’ sau BB’ | AA’. B

2. a) Se considera o dreapta a si un punct M, exterior dreptei a. Construieste o dreapta b care sa
contina punctul M si sa fie perpendiculara pe dreapta a.
b) Analizeaza ce se intampla daca punctul M apartine dreptei a.

Rezolvare:
a) Plasam echerul ca in figura de mai jos si desenam dreapta b.
oM M M
a a 0 a
b b

e in acest caz, spunem ca dreapta b este perpendiculara pe dreapta a, dusd prin punctul M sau ca
dreapta b este perpendiculara din M pe dreapta a.

e Daca punctul O este punctul de intersectie a celor doua drepte (a n b = {0}), spunem ca punctul
O este piciorul perpendicularei cobordte din punctul M pe dreapta a.
b) Daca punctul M apartine dreptei g, se procedeaza ca la

unctul precedent. ;
P P M a LooadAM a

Se plaseaza echerul ca in figura aldturata si se traseaza
dreapta b. ‘
e in acest caz, spunem ca dreapta b este perpendiculara in punctul M pe dreapta a b
sau perpendiculara ridicata in punctul M pe dreapta a.
e Piciorul perpendicularei in punctul M pe dreapta a coincide cu M.
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3.Se considera doua drepte coplanare a si b, perpendiculare pe o dreapta d. Demonstreaza ca dreptele
asi b sunt paralele.

Rezolvare: d

Daca dreptele a si b sunt perpendiculare pe dreapta d, ca in figura aldturata,
atunci unghiurile marcate pe figura ca fiind unghiuri drepte, au pozitie de
unghiuri corespondente pentru dreptele a, b si secanta d. Cum cele doua O
unghiuri marcate sunt unghiuri corespondente congruente pentru dreptele a, b b
si secanta d, rezulta ca dreptele a si b sunt paralele.

Observatie: Folosind simboluri, putem scrie:dacaa L dsib L d, atuncia|| b.

a =

Retine! )

e Doud drepte concurente care formeazd un unghi cu masura de 90° se numesc drepte perpendi-
culare.

e Doua drepte concurente care nu sunt perpendiculare se numesc oblice.

e Doua drepte perpendiculare formeaza patru unghiuri drepte.

e Doud oblice formeaza doua unghiuri ascutite si doud unghiuri obtuze, congruente doua cate doua,
ca unghiuri opuse la varf.

e Dintr-un punct exterior unei drepte putem construi o singura perpendiculara pe o dreapta data si
oricate oblice dorim.

& Doua drepte coplanare perpendiculare pe aceeasi dreapta sunt paralele.

Aplicam cunostintele

Demonstreaza ca perpendiculara dusa dintr-un punct pe o dreapta este unica.

Rezolvare:

Desenam o dreapta a si un punct A. Punctul A poate sa apartina dreptei a sau poate fi exterior dreptei a.

a) Cazul in care punctul A apartine drepteia (A € a)

Presupunem ca prin punctul A se pot duce doud perpendiculare pe dreapta

a, notate cu bsic (b L asic L a).in acest caz, unghiurile formate de dreptele b

si ccu dreapta g, in punctul A, sunt unghiuri drepte, adica «1 =90° si «3 = 90°.

Dreptele distincte b si ¢, concurente in punctul A, determind un unghi nenul, \2/3

#2 >0, caci, in caz contrar, dreptele b si c ar coincide. Calculam «1 + 2 + «3 = A a

=1+ 4«3+ «2=90°+90° + «2 = 180° + «2. Deoarece 180° + «2 > 180°, rezulta

ca «1 + «2 + «3 > 180° (1). Dar suma celor trei unghiuri este un unghi alungit, adica «1 + €2 + «3 =

= 180°, ceea ce este in contradictie cu (1). Prin urmare, presupunerea facuta este falsa. Deci, in punctul

A nu se pot ridica doua perpendiculare pe dreapta a.

b) Cazul in care punctul A este exterior dreptei a (A ¢ a)

Presupunem ca prin punctul A se pot duce doua perpendiculare pe dreapta \

a,notatecubsic(b Lasicla). Tn acest caz, «1 = 90° si €2 = 90°. Deoarece A
N

dreptele b si c formeaza cu secanta a perechea de unghiuri 1 si 2, interne de
aceeasi parte a secantei suplementare (1 + «2 = 90° + 90° = 180°), rezulta ca
b || ¢, ceea ce este absurd, deoarece dreptele b si ¢ sunt concurente in punctul \
A. Prin urmare, presupunerea facuta este falsa. Deci, prin punctul A nu se pot ¢
duce doua perpendiculare pe dreapta a.

Altfel spus, perpendiculara dintr-un punct pe o dreapta este unica.
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Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C1_. a) Defineste dreptele perpendiculare si oblicele.
b) Deseneaza doua drepte concurente. Verifica cu ajutorul echerului daca sunt perpendiculare
sau oblice.

CZ_. Deseneaza o dreapta AB.

a) Deseneaza un punct M, exterior dreptei AB, astfel incat MA sa fie perpendiculara pe AB si MB
sa fie oblica.

b) Deseneaza un punct N, exterior dreptei AB, astfel incat NA sa fie oblica si NB sa fie perpendicu-
lard pe dreapta AB.

¢) In fiecare din cazuri masoara cu raportorul unghiurile formate de perpendiculara si respectiv
de oblica cu dreapta AB. Ce observi?

C?:. in figura alaturata dreptele OC si OD sunt perpendiculare. c D
a) Calculeaza suma masurilor unghiurilor AOC si BOD.
b) Daca OM si ON sunt bisectoarele unghiurilor AOC, respectiv BOD,
calculeaza masura unghiului MON. A 0 B

C‘L. Activitate in perechi. Desenati patru drepte concurente a, b, ¢, d intr-un punct O, care sa
determine opt unghiuri congruente in jurul punctului O. Numiti dreptele perpendiculare din figura.
5. Deseneaza trei puncte necoliniare A, B, C. Noteaza cu M, N si P mijloacele segmentelor AB, BC si AC.
a) Construieste perpendiculara in punctul M pe AB.
b) Construieste perpendiculara in punctul N pe BC.
c) Construieste perpendiculara in punctul P pe AC.
CG_. a) Construieste un unghi obtuz AOB cu mdsura de 140° si perpendicularele CO L OA, respectiv

DO L OB, astfel incat punctele Csi D sa fie interioare unghiului AOB.
b) Calculeaza masurile unghiurilor AOD, BOC si COD.

7. a) Construieste un unghi ascutit AOB si perpendicularele MO 1. OA, NO L OB.
b) Tudor sustine ca unghiurile MON si AOB sunt congruente, iar Camelia sustine ca unghiurile
MON si AOB sunt suplementare. Demonstreaza cine are dreptate.

,. @,
E ( AUTOEVALUARE "100) )
@ <’

Q’. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte
a) Daca AB L BC, atunci «ABC este unghi:
A. ascutit; B. drept; C. obtuz; D. alungit.

b) Se considera un unghi AOB cu méasura de 100° si semidreapta OD este bisectoarea acestuia. in
interiorul unghiului AOD se fixeaza un punct C, iar in interiorul unghiului BOD se fixeaza un punct E.
Daca «AOC = «BOE = 10°, atunci dreptele:

A. OB si OC sunt oblice; B. OA si OE sunt oblice;
C. OB si OC sunt drepte perpendiculare; D. OA si OF nu sunt drepte perpendiculare.

‘ 2. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator

aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
In figura aliturata punctele E, A, F sunt coliniare, *ACB = 35°, «ABC = 55° si «<EAB = 55°. Dreptele:
a) ABsi BC sunt 1) identice; E A F
b) EF si BC sunt 2) oblice;
) ABsi AC sunt 3) perpendiculare;
4) paralele. B C
(_3’. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Daca «AOB si «BOC sunt doud unghiuri adiacente complementare, atunci dreptele AO si OC sunt ...
Din oficiu: 1 punct)
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APLICATII PRACTICE iN POLIGOANE $1 CORPURI GEOMETRICE

(_1_. in figura alaturata, dreptele AB si AC sunt perpendiculare.
a) Numeste o oblica si o perpendiculara pentru dreapta AB.
b) Numeste o oblica si o perpendiculara pentru dreapta AC. C A

CZ_. Activitate in perechi. Analizati figura aldturata si scrieti:
a) perechi de drepte perpendiculare;
b) perechi de oblice;
c) perpendiculara din punctul C pe dreapta d;
d) perpendiculara din punctul C pe dreapta g;
e) perpendiculara din punctul D pe dreapta b.

(_?;. in figura alaturata, dreptunghiul ABCD reprezinta un teren cultivat £

cu legume, dreptunghiul DEFG reprezinta un teren pe care s-a plantat

gazon, iar triunghiul CFG reprezinta gradina cu trandafiri din curtea

bunicii. D C
a) Numeste perechile de drepte perpendiculare din figura.
b) Numeste perechile de oblice din figura.

Cﬁ. in figura alituratd, ABC este un triunghi ascutitunghic.
a) Deseneaza figura in caietul tau.
b) Folosind echerul, construieste perpendiculara din punctul A pe
dreapta BC si noteaza cu O piciorul perpendicularei. B C
c) Numeste dreptele perpendiculare si oblicele din figura obtinuta. C

5. a) Deseneaza in caiet triunghiul din figura alaturata (AB L AC).
b) Folosind echerul, construieste perpendiculara din punctul A pe
dreapta BC si noteaza cu M piciorul perpendicularei.
c) Numeste perpendicularele si oblicele din figura obtinuta. A

CG_. a) Deseneaza in caiet triunghiul ABC din figura alaturata, in care unghiul

A este obtuz. C
b) Folosind echerul, construieste perpendiculara din punctul C pe

dreapta AB si noteaza cu D piciorul perpendicularei.
c) Folosind echerul, construieste perpendiculara din punctul B pe

dreapta AC si noteaza cu E piciorul perpendicularei. A
d) Numeste perpendicularele si oblicele din figura obtinuta.

7. in figura aliturata este desenat un paralelipiped dreptunghic. H G
a) Analizeaza fata ABFE si numeste dreptele perpendiculare pe AB si |
dreptele perpendiculare pe AE. DF-mmmmme e
b) Analizeaza fata BCGF si numeste dreptele perpendiculare pe BC si )
dreptele perpendiculare pe CG. A B

8. a) Deseneaza un cub ABCDA'B'C'D'.
b) Uneste punctul A’ cu punctul D si pune in evidenta segmentul A'D, apoi uneste punctul A’ cu
punctul B si pune in evidenta segmentul A'B.
c) Ce figura geometrica reprezinta fata BCC'B”?
d) Pe fata ADD’A’, numeste o perpendiculara pe dreapta AD si o oblica fata de dreapta AD. Mai
existd o alta perpendiculara pe dreapta AD? Numeste-o!
e) Observa fata ABB’A’ si scrie perpendicularele pe dreapta AB. Cum sunt dreptele AA’si A'B?
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\VAX M DISTANTA DE LA UN PUNCT LA O DREAPTA

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

Alexandra este in vacanta la bunici. Bunicii ei locuiesc intr-o zona in care nu sunt
marcate trecerile de pietoni. Pentru a se intalni cu prietena ei, Sonia, Alexandra
trebuie sa traverseze o strada. Deoarece nu s-au vazut de mult timp, Alexandra
doreste sa traverseze strada cat mai repede. A

in figura 3 sunt indicate patru variante de traversare a strazii. Daca Alexandra se
afla in punctul A, ea poate traversa parcurgand distantele AB, AC, AD sau AO.

a) Cum este indicat sa traverseze strada, pentru a ajunge cat mai repede pe
partea cealalta?

b) Va alege Alexandra sa parcurga distanta AB sau AC?

c) Se va orienta Alexandra sa aleaga distanta AD sau AO? Fig. 3
Rezolvare:

a) Pentru a traversa cat mai repede, Alexandra trebuie sa parcurga drumul cel mai scurt.

b) Daca ar fi avut de ales doar dintre variantele AB sau AC, Alexandra ar fi ales AC, deoarece AC < AB.

¢) Avand in vedere ca pe figura este marcat unghiul drept format de dreapta d, cu dreapta AO,
rezulta ca AO este perpendiculara pe d, si, ca urmare, AO are lungimea cea mai mica (lungimea minima).
Observatii:

e Distanta minimd de la punctul A la dreapta d, este lungimea segmentului AO, unde A este punctul
in care se afla Alexandra, iar O este piciorul perpendicularei din punctul A pe dreapta d..

¢ In geometrie, distantele sunt gandite intotdeauna ca fiind ,drumul cel mai scurt”.

d> di

N O O

e Distanta de la un punct exterior unei drepte la acea dreapta este lungimea segmentului
determinat de punct si de piciorul perpendicularei din punct pe dreapta.

e Distanta de la un punct la o dreapta este mai mica decat orice oblica.

e Distanta de la un punct al dreptei la acea dreapta este egala cu 0 (zero).

J
Aplicam cunostintele
Mihai deseneaza doua oblice OM si ON si sustine ca ,distanta de la punctul M la dreapta Q
ON este lungimea segmentului MN". Prietenul lui, Nicolae, il completeaza: ,numai daca
MN L ON". Cine are dreptate? N

Rezolvare: Distanta de la punctul M la dreapta ON este lungimea segmentului deter-
minat de punctul M si de piciorul perpendicularei din punctul M pe dreapta ON. Pentru

ca distanta de la punctul M la dreapta ON sa fie MN, trebuie ca punctul N, care se afla

pe dreapta ON, sa fie piciorul perpendicularei din M pe ON, adica dreapta MN sa fie ,,
perpendicularad pe dreapta ON (MN L ON). Deci, Nicolae are dreptate.

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

Q_. a) Deseneaza un unghi ascutit AOB si un punct M interior unghiului AOB.

b) Construieste perpendicularele din punctul M pe dreptele OA, respectiv OB si noteaza cu A’,
respectiv B’, picioarele perpendicularelor.

c) Precizeaza care este distanta de la punctul M la dreapta OA si care este distanta de la punctul
M la dreapta OB.
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CZ_. Activitate in perechi C

in figura alaturata, dreptele AB, CD, EF si GH sunt concurente in punctul O.
Folosind masurile unghiurilor din figurd, precizati: A

a) dreptele perpendiculare; 25275 Kes® B

b) distanta de la punctul E la dreapta AB; 0

¢) distanta de la punctul C la dreapta HG;

d) distanta de la punctul H la dreapta GH. F
(.?;. Se considera trei puncte distincte A, B, Csi o dreaptd d. Se stie ca d(A, d) =1,5cm, d(B, d) =2 cm si
d(C, d) = 3 cm. Realizeaza un desen care sa ilustreze datele problemei. Analizeaza toate cazurile posibile.

4. a) Calculeaza distanta de la un punct A la o dreapta g, stiind ca A € a. Realizeaza un desen.

b) Stabileste pozitia unui punct D fata de o dreapta d, stiind ca d(D, d) = 0. Realizeaza un desen.
CS_. Deseneaza o dreapta d si doua puncte M si N, astfel incat d(M, d) = 2 cm, d(N, d) = 3 cm, iar
punctele M si N sa fie:

a) de aceeasi parte a dreptei d; b) de o parte si de alta a dreptei d.

6. Deseneaza o dreapta d si un punct A exterior ei. Construieste o oblica din punctul A, care inter-
secteaza dreapta d in punctul B, si noteaza cu O piciorul perpendicularei din punctul A pe dreapta d.
Masoara segmentele AO, AB si unghiul ABO, apoi completeaza spatiile punctate, pentru a obtine
propozitii adevarate.

a) Dintre perpendiculara si o oblica construite din acelasi punct pe o
dreapta datd, lungimea mai mica o are ...

b) Dintre unghiurile formate de o dreapta cu o oblica si, respectiv,
cu perpendiculara dusa din acelasi punct pe dreapta data, are masura mai
mica unghiul format de ... cu dreapta data.

C7_. In figura alaturatd, dreptele d,, d,, d, sunt paralele siA € d,, B € d,,
C e d, D e d,. Stiind ca BA L DA si BC L DC, demonstreaza ca unghiurile
ABC si ADC sunt suplementare.

514

D

AUTOEVALUARE |

(1_. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte
a) In figura alaturata, punctele B, C, D, E sunt coliniare si AD L CE. E
Distanta de la punctul A la dreapta BC este lungimea segmentului: D
A. AE; B. AD; C.AG D. AB.
b) Se considera un patrat notat MNPQ, cu lungimea laturii de 2,5 cm.
Distanta de la punctul P la dreapta MQ este egala cu:
A.5cm; B.7,5cm; C.2,5cm; D.2cm. A B

‘ 2. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator

aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
Se considera punctele coliniare A, B, C, in aceasta ordine, cu AB=1,5cm siAC=3,5cm. Dacad,, d,
si d, sunt perpendiculare pe dreapta ACin punctele A, B, respectiv C, atunci:

a)d(B,d,) =.. 1)3,5cm;
b)d(C d) =.. 2)1,5cm;
dCd)=.. 3)5cm;
4) 2 cm.
(_3’. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Distanta de la un punct A la o dreapta d este egala cu ...
Din oficiu: 1 punct
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MEDIATOAREA UNUI SEGMENT. CONSTRUCTIA MEDIATOAREI UNUI SEGMENT.
SIMETRIA FATA DE O DREAPTA

Observam si descoperim cunostinte noi

1. In figura alituratd este desenat un segment AB si am notat cu O A :: " B
mijlocul acestuia, adica O € AB si OA = OB.

Construim, cu ajutorul echerului, perpendiculara in punctul O pe
dreapta suport a segmentului AB si notam cu d dreapta obtinuta.

Dreapta d are proprietatile: O € d si d L AB. In acest caz, spunem c&
dreapta d este mediatoarea segmentului AB.

Consideram pe dreapta d (mediatoarea segmentului AB) un punct M. AF—#—f5———B
Daca masuram cu o rigla gradata segmentele MA si MB, vom constata ca
acestea au aceeasi lungime (sunt congruente), adica MA = MB.

Spunem ca punctul M este egal departat de capetele segmentului AB. d

Altfel spus, punctele de pe mediatoarea unui segment sunt ,egal
departate de capetele segmentului”. Acest rezultat reprezinta o teorema

pe care o vom folosi in problemele care urmeaza. M
Reciproca acestei teoreme se poate enunta astfel:,,orice punct din plan

care este egal departat de capetele unui segment se afla pe mediatoarea

acestuia”
Cu alte cuvinte avem: Ab——hP 4+ Np
a) daca un punct se afla pe mediatoarea unui segment atunci el este 0

egal departat de capetele segmentului.
b) daca un punct din plan este egal depadrtat de capetele unui segment, d

atunci acel punct se afla pe mediatoarea segmentului respectiv.
Cele doua rezultate pot fi enuntate si sub forma:,Un punct se afla pe mediatoarea unui segment
daca si numai daca este egal departat de capetele acestuia”

Constructia mediatoarei unui segment cu rigla negradata si compasul

Fie AB un segment dat. Pentru a construi mediatoarea segmentului AB, parcurgem urmatorii pasi:

—cuodeschidereacompasuluiegalad culungimeasegmentului ABdesenam A 5
doua cercuri: unul cu centrul in punctul A si altul cu centrul in punctul B;

— cercul cu centrul in punctul A si raza AB se intersecteaza cu cercul cu M
centrul in punctul B si raza BA in punctele M si N;

— desenam dreapta determinata de intersectiile celor doua cercuri, adica
dreapta MN;

— dreapta MN este mediatoarea segmentului AB.
Observatie: Punctele M si N sunt egal departate de capetele segmentului AB,
deoarece AM si AN sunt raze ale cercului cu centrul in punctul A si raza AB, iar N
BM si BN sunt raze ale cercului cu centrul in punctul B si aceeasi raza AB.

2. Fie un punct A si o dreapta d. Simetricul punctului A fata de dreapta d se defineste astfel:

— daca punctul A nu se afld pe dreapta d (A ¢ d), simetricul lui A fata de dreapta d este punctul A’
pentru care dreapta d este mediatoarea segmentului AA’;

- daca punctul A se afla pe dreapta d, simetricul punctului A fata de dreapta d este punctul A.
Observatie: A

Pentru a construi simetricul punctului A fata de dreapta d, notat cu A’,
in cazul in care A ¢ d, punem in evidenta piciorul perpendicularei din A

pe dreapta d, il notdm cu O si apoi gasim punctul A, astfel incat d sa fie 4 ul

mediatoarea segmentului AA’ (O € AA'si AO = OA)). 0
in acest caz se mai spune ca punctele A si A’ sunt simetrice fata de

dreaptad. A

Doua puncte A si A" sunt simetrice fata de o dreapta d daca dreapta d
este mediatoarea segmentului determinat de cele doua puncte.
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¢ Mediatoarea unui segment este dreapta care trece prin mijlocul segmentului si este perpendiculara
pe acesta.

e Teorema. Orice punct de pe mediatoarea unui segment este egal departat de capetele acestuia.
Reciproca teoremei. Orice punct din plan, egal departat de capetele unui segment, se afla pe media- 0
toarea segmentului. R
e Un punct A’ este simetricul unui punct A fata de o dreaptd d, daca dreapta d este mediatoarea
segmentului AA”. Punctele A si A’ sunt simetrice fata de dreapta d.

e Simetricul unui segment fata de o dreaptd este un segment cu aceeasi lungime.

e Simetricul unui unghi fata de o dreapta este un unghi cu aceeasi masura.

e Mediatoarea unui segment este axa de simetrie a segmentului respectiv.

e Bisectoarea unui unghi este axa de simetrie a unghiului respectiv.

Aplicam cunostintele

Se considera doud puncte Asi B, simetrice fata de o dreapta d. Dreapta AB intersecteaza dreapta d in
punctul O, iar C este un punct oarecare al dreptei d.
a) Demonstreaza ca daca «BAC = «ABC, atunci «ACO = «BCO.
b) Demonstreaza ca daca «ACO = «BCO, atunci «BAC = «ABC.
c) Scrie cele doua propozitii enuntate la a) si b) sub forma unei singure propozitii matematice.
Rezolvare:
a) Ipoteza: Concluzia:
ABNd={0}; +ACO = «BCO.
d 1L AB Ced,
«BAC = «ABC.
Demonstratie:
Construim perpendiculara in punctul C pe dreapta d si o notdm cu a. Decia 1 d.
Din AB 1 d (ipoteza) si a | d (constructie) rezulta ca AB || a. Notdm cu 1 si 2 unghiurile formate
(%) < de dreapta a cu dreptele AC, respectiv BC.
Din AB || a rezulta: (1) «BAC=«1 (alterne interne pentru AB || a si secanta AC);
(2) «ABC = «2 (alterne interne pentru AB || a si secanta BC).
Din (1), (2) si faptul ca «BAC = «ABC rezulta ca «1 = «2 (3).

>

-\a;
r----
(@)

@)
o~
N
Q.

oo}
Q

Calculdm «ACO =90° - «1 (i) 90° - 2 = «BCO, adica «ACO = «BCO.
b) Ipoteza: Concluzia:
ABNd={0}; «BAC = «ABC.
AO = BO;
dLAB Ced,
+ACO = «BCO.
Demonstratie:
Prima parte a demonstratiei coincide cu demonstratia de la punctul a) notata (x).

>

~v;
r-----
(@)

©)
Q)
N
Q.

o)
Q

(ipoteza

Calculam «BAC (l—) £«1=90°-+«ACO = )90° - £BCO = {2(—3 +ABC, adica «BAC = «ABC.

c) Se considera doua puncte A si B simetrice fatd de o dreapta d. Dreapta AB intersecteaza dreapta d
in punctul O, iar C este un punct oarecare al dreptei d. Unghiurile BAC si ABC sunt congruente daca si
numai daca unghiurile ACO si BCO sunt congruente.
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Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C1_. Construieste un unghi XOY cu masura de 60°. Pe semidreapta OX fixeaza un punct M, astfel incat
OM =3 cm, iar pe semidreapta OY fixeaza un punct N, astfel incat ON =5 cm.

a) Construieste mediatoarea segmentului OM si noteaz-o cu d,. Construieste mediatoarea
segmentului ON si noteaz-o cu d,.

b) Noteaza cu P punctul de intersectie a dreptelor d, si d.. Scrie proprietatile punctului P.

2. Se considera o dreapta d si doua puncte distincte A si B exterioare dreptei d, situate de aceeasi

parte a dreptei d.

a) Construieste simetricul punctului A fata de dreapta d si noteaza-l cu A’.

b) Construieste segmentul BC, astfel incat dreapta d sa fie mediatoarea segmentului BC.

c) Precizeaza pozitia dreptelor AA’si BC. Cum sunt segmentele AB si A'C fata de dreapta d?

C3_. In figura aldturata se da o dreapta d si un segment AB, cu A € d. B
a) Construieste simetricul segmentului AB fata de dreapta d si J A/ "

noteaza cu B’ simetricul punctului B fata de dreapta d.
b) Mdsoara «BAM si «B’AM, compara masurile obtinute si completeaza spatiul punctat, astfel
incat sa obtii o afirmatie adevarata:,Doua unghiuri simetrice fatd de o dreaptd d sunt ...’
4. in figura alaturata se da o dreapta d si un segment AB,A ¢ d, B ¢ d. B
a) Noteaza cu A’si B’ simetricele punctelor A si B fata de dreapta d. A /
b) Masoara lungimile segmentelor AB si A'B’, compara-le si
completeaza propozitia: ,Doud segmente simetrice fatd de o dreaptd d sunt ...
5. Construieste un segment AB cu lungimea de 3 cm si noteaza cu O mijlocul acestuia.

Construieste perpendiculara in punctul O pe dreapta AB si fixeaza punctul C pe perpen-
diculara, astfel incat CO = 1 cm. Noteaza cu D simetricul punctului C fata de punctul O.
a) Calculeaza lungimea segmentului CD.
b) Demonstreaza ca punctele A si B sunt simetrice fata de dreapta CD.
c) Demonstreaza ca segmentele BC si AD sunt congruente.
6. Observa figura alaturata. Se stie ca punctul O este mijlocul segmentului AB

sicd AC=BC, respectiv AD = BD. Demonstreazd ca punctele D, C, O sunt coliniare. A B

d

@

»

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

litera F. 3 puncte
a) Axa de simetrie a unui segment este mediatoarea segmentului respectiv. A F
b) Punctele de pe mediatoarea unui segment au proprietatea ca sunt egal departate

de capetele segmentului. A F
c) Simetricul unui punct M fata de o dreapta d este un punct M’ cu proprietatea ca

dreapta d contine mijlocul segmentului MM'. A F

‘ 2. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator

aflatin coloana din dreapta. Se considera figura alaturata. Se stie ca A’ este simetricul punctului A fata
de dreapta d, ca unghiul format de dreptele BB’si d este un unghi drept si ca segmentele BQ si B'Q sunt

congruente: 4,5 puncte
a) Piciorul perpendicularei din punctul A pe dreaptad este... 1) 4~
b) Distanta de la punctul B la dreapta d este ... 2) BQ; A du'
c) Simetricul segmentului AB fata de dreapta d este ... 3)0;
4) AB. B Q B’
C3’. Completeaza spatiile punctate cu raspunsurile corecte. 1,5 puncte

Mediatoarea unui segment este ... perpendiculara pe segment, care trece prin ... acesteia.
Din oficiu: 1 punct)




PERPENDICULARITATE

Exercitii si probleme recapitulative

(_1_. Fie un unghi AOB cu masura de 50°. Se considera un punct M, astfel incat OM L OA, si un punct

N, astfel incat ON L OB. Calculeaza masurile unghiurilor AON, BOM si MON daca:

a) semidreptele OM, ON si OA se afla in acelasi semiplan determinat de dreapta OB;

b) semidreptele OM si OA se afla in acelasi semiplan determinat de dreapta OB, iar semidreptele
ON si OM se afla in semiplane diferite determinate de dreapta OB;

c) semidreptele ON si OA se afla in acelasi semiplan determinat de dreapta OB, iar semidreptele
OM si ON se afla in semiplane diferite determinate de dreapta OB.
CZ_. a) Realizeaza un desen, stiind ca semidreptele OA, OB, OC si OD formeaza unghiurile congruente
AOB si COD, iar «tAOD + «BOC = 180°.

b) Demonstreaza ca semidreptele OA si OB sunt perpendiculare.

c) Demonstreaza ca semidreptele OC si OD sunt perpendiculare.

(_3_. Se considera un unghi BAC cu masura de 150°. Calculeaza masurile unghiurilor MAN si BAN daca
MA 1 AB, NA L ACsi:
a) M si N sunt puncte interioare unghiului BAG; b) M e Int(«BAQ), iar N ¢ Int(«BAQ).

C‘L. a) Construieste o dreapta d si un punct A exterior dreptei d.
b) Construieste simetricul punctului A fata de dreapta d si noteaza-l cu A,
c) Daca AA'nd ={0} si AO = 2,5 cm, calculeaza lungimea segmentului AA’,
d)Daca AA'n d ={0} si AA'= 8 cm, calculeaza lungimea segmentului OA".

(_5_. in figura alaturata dreptele AB si AC sunt perpendiculare, CD este ¢
bisectoarea unghiului ACB si d(D, BC) = DE. Folosind rezultatele obti-
nute in problema precedenta arata ca punctul D se afla pe mediatoarea
segmentului AE.

(36'. Se considera o dreapta d si doua puncte M si N de aceeasi parte
a dreptei d, astfel incat dreptele MN si d sa nu fie nici perpendiculare, D
nici paralele.

a) Reprezinta simetricele punctelor M si N fata de dreapta d si noteaza-le cu M'si N'.

b) Demonstreaza ca MM' || NN

c) Demonstreaza ca dreptele MN, d si M'N' sunt drepte concurente.
C7_. Se considera punctele A, B, C, D, E, F si O dispuse astfel incat semidreapta OB este bisectoarea
unghiului AOC, semidreapta OC este bisectoarea unghiului AOD, semidreapta OD este bisectoarea
unghiului COE si semidreapta OE este bisectoarea unghiului COF. Semidreptele OA si OF sunt
semidrepte opuse.

a) Realizeaza un desen care sa ilustreze datele problemei.

b) Calculeaza masurile unghiurilor: AOB, COD, BOD, COE, EOF si DOF.

c) Demonstreaza ca dreptele OB si OF sunt perpendiculare.
CS_. Se considera un unghi alungit AOE. In acelasi semiplan determinat de dreapta OF se construiesc
unghiurile adiacente AOB, BOC, COD si DOE ale caror masuri verifica sirul de produse egale:
#AOB =3 - «BOC=2-+«COD =6 - «DOE.

a) Calculeaza masurile unghiurilor din figura obtinuta.

b) Demonstreaza ca AO L OB. c¢) Demonstreaza ca OB L OE.

CQ_. Demonstreaza ca bisectoarele unghiurilor formate de doua drepte concurente sunt perpendiculare.

Qg. Pe o dreapta a se considera punctele M, N, P, Q in aceasta ordine, astfel incat MN = PQ.
a) Construieste mediatoarea segmentului NP, noteaz-o cu d sia nd={0}.
b) Demonstreaza ca d este si mediatoarea segmentului MQ.

(1._1. a) Construieste axa de simetrie a unui unghi cu masura de 80°. Ce observi?

b) Construieste un patrat cu lungimea laturii de 3 cm si axele de simetrie ale acestuia. Cate axe de
simetrie are patratul?

161




162

Capitolul V

Timp de lucru: 50 de minute.

Subiectul I. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, completeaza casuta aliturata cu litera A. In
caz contrar, completeaza cu litera F.

(5p) | 1. Mediatoarea unui segment este dreapta care contine mijlocul segmentului si este
perpendiculara pe acesta.
(5p) | 2. Doua puncte A si A’ sunt simetrice fata de o dreapta d, daca dreapta d este
mediatoarea segmentului AA'".
(5p) | 3.Distanta de la un punct A, exterior unei drepte d, la acea dreapta este lungimea seg-
mentului determinat de punctul A si piciorul perpendicularei din punctul A pe dreapta d.
(5p) | 4. Daca doua drepte concurente a si b formeaza unghiuri cu masurile de x + 17° si
4x + 13°, atunci x = 30°.

[]

[ 0O O

Subiectul Il. Uneste, prin sageti, fiecare cifra corespunzatoare enunturilor din coloana A cu litera
care indica raspunsul corect, aflat in coloana B.

Se considera un unghi drept XAY. Pe semidreptele AX si AY se iau punctele B, respectiv C, astfel incat
AB = AC. Se noteaza cu O mijlocul segmentului BC si cu D simetricul punctului A fata de punctul O.
Punctele M si N sunt mijloacele segmentelor AB, respectiv BD. Daca OA = OC, atunci:

A B
(5p) | 1.AD este mediatoarea segmentului ... a) BG;
(5p) | 2. OM este mediatoarea segmentului ... b) OC;
(5p) | 3.BCeste mediatoarea segmentului ... c) BD;
(5p) | 4. ON este mediatoarea segmentului ... d) AB;
e) AD.

Subiectul lll. Alege litera care indica singura varianta corecta.

(5p) | 1.Se considera un punct A situat la distanta de 2,8 cm fata de o dreapta d. Se noteaza cu A’
simetricul punctului A fata de dreapta d. Distanta de la punctul A'la dreapta d este egala cu:

A.1,4cm; B.4,2 cm; C.2,8cm; D.5,6 cm.

(5p) | 2.1nfigura alaturata punctul O este mijlocul segmentului AB si C
+«CAB este unghi drept. Distanta de la punctul C la dreapta OB este:

A. CO; B. CA;

C.AC; D. CB.
(5p) 3. Dacd DE | EF, atunci «EFD este unghi:

A. alungit; B. drept; A : B

C. ascutit; D. obtuz. 0]
(5p) | 4.Daca O este mijlocul segmentului MN si PO L MN, atunci PO este:

A. bisectoarea unghiului MOP; B. oblica fata de MN;

C. bisectoarea unghiului NOP; D. mediatoarea segmentului MN.

La subiectul IV scrie rezolvarea completa.
Subiectul IV. In figura aldturata se stie ca «BAC = 140°.
(10p) | a) Construieste perpendiculara din punctul B pe dreapta ACsino- 8
teaza cu B’ piciorul perpendicularei. Precizeaza care este d(B, AC).
(10p) | b) Noteaza cu C'simetricul punctului C fatd de dreapta AB si cu O
intersectia dreptelor AB si CC'. Precizeaza care este d(C', AB). 140°
(10p) | ) Daca CC'= 3,2 cm, calculeaza d(C, AB).

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul 1.1 1.2 1.3 1.4 1.1 1.2 1.3 4 | 1A 2 | M3 | m4 | va | Ivb | IVc
Punctajul
Nota
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V.4.CERCUL

Cerc. ELEMENTELE UNUI CERC

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

1.1n figura 1, punctele A, B, C, D, E si F sunt situate la distanta de 2,5 cm D
de punctul O. C
a) Realizeaza in caietul tau o figura asemanatoare si completeaza desenul B

cu inca trei puncte M, N, P situate la distanta de 2,5 cm de punctul O.
b) Mai gasesti si alte puncte situate la distanta de 2,5 cm de punctul 0O? A 0 E
Rezolvare: Analizand cu atentie figura, putem constata ca exista oricat
de multe puncte situate la distanta de 2,5 cm de punctul O. Spunem ca Fig. 1
multimea tuturor punctelor din plan situate la distanta de 2,5 cm de punctul
O formeaza cercul de centru O siraza 2,5 cm.
Oricare dintre segmentele OA, OB, OC, OD, OE din figura este raza a cercului.
Daca notam cu r raza cercului de centru O ce poti spune despre seg- 1
mentele OM, ON si OP desenate de tine? Dar despre punctele A, B, C, D, E, F,
respectiv M, N, P?
luliana, o fetita foarte constiincioasa, afirma ca OM = ON = OP = r, iar
punctele se afla pe cercul cu centrul in punctul O. Are dreptate? 1
Cercul se deseneaza cu ajutorul compasului. La un compas deosebim l
varful compasului (ac) si varful port-mina (figura 2). ' Fig. 2

Constructia unui cerc cu ajutorul compasului

Dorim sa construim un cerc cu centrul intr-un punct O si raza de 1,5 cm. Pentru aceasta procedam
astfel:

e fixam un punct pe care il notam cu O;

e folosind rigla gradata, construim un segment OA cu lungimea de 1,5 cm (figura 3.a);

e fixam varful compasului in punctul O si varful port-mina in punctul A si, astfel, intre varfurile
compasului avem distanta de 1,5 cm (figura 3.b);

e tinem fix varful compasului in punctul O si rotim compasul pana
ajungem in pozitia din care am plecat (figura 3.c).

e =
'/ \\
, \\
’
. \
\

O 15cm A deschiderea ‘\\ A
— . 0
‘|||\|||||||||||\|||‘|m compasulm\ \r
0 1 2 S
O+——A
Fig.3.a Fig. 3.b Fig. 3.c
Observatii:

e Deschiderea compasului coincide cu lungimea razei cercului. Ca urmare orice punct M am lua pe
cerc, obtinem OM = OA =r=1,5 cm (unde r este raza cercului).

e Prin raza intelegem atat segmentul care uneste centrul cercului cu un punct de pe cerc, cat si
lungimea acestui segment.
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Elementele unui cerc
Pentru a determina un cerc sunt suficiente doua elemente: centrul cercului (punctul O) si raza
cercului (r). Notam ¢ (O, r) si citim cercul de centrul OSI razar.

CRONORON

Fig.4.a Fig. 4.b Fig. 4.c Fig. 4.d Fig. 4.e
¢ In figura 4.a observam centrul cercului - punctul O si raza cercului - segmentul OA.
¢ In figura 4.b, segmentul BC este determinat de doua puncte de pe cerc si se numeste coarda.
¢ Daca coarda trece prin centrul cercului, atunci ea se numeste diametru. Lungimea unui diametru
este egald cu 2r. In figura 4.c, coarda DE contine punctul O, DE este diametru, iar punctele D si E sunt
simetrice fata de centrul cercului. Punctele D si E se numesc puncte diametral opuse. -
¢ Infigura 4.d, coarda FG determina pe cerc doua arce, arcul mic notat FG si arcul mare notat FMG .
Observatie: Cand ne referim la un arc mic, folosim pentru scriere doar doud litere. Pentru a ne referi la
un arc mare, vom folosi inca un punct al arcului, diferit de extremitatile acestuia.
¢ In figura 4., diametrul PN determina pe cerc doua arce cu aceeasi masurd, numite semicercuri.
¢ Multimea tuturor punctelor din plan care sunt situate fata de punctul O la o distantd mai mica decat
raza formeaza interiorul cercului si se noteaza Int ¢(O, r) (figura 5.a).
¢ Multimea tuturor punctelor din plan care sunt situate fata de punctul O la o distanta mai mare decat
raza formeaza exteriorul cercului si se noteaza Ext ¢(O, r) (figura 5.b).
¢ Multimea punctelor interioare cercului de centru O si raza OA reunitd cu multimea punctelor cercului
formeaza discul de centru O si raza OA (figura 5.¢).

Fig.5.a Fig. 5.b Fig. 5.c

e Fiind dat un punct O si un numar pozitiv r, se numeste cerc de centru O si raza r multimea tuturor
punctelor din plan situate la distanta r fata de punctul O. Notam ¢(O, r).
e Prin raza cercului se poate intelege distanta de la centrul cercului la un punct de pe cerc sau seg-
mentul care uneste centrul cercului cu un punct de pe cerc.
PP e Segmentul care are ca extremitati doua puncte de pe cerc se numeste coarda.
R Coarda care trece prin centrul cercului se numeste diametru. Lungimea unui diametru este 2r.
Extremitatile (capetele) diametrului se numesc puncte diametral opuse.
e Portiunea de cerc cuprinsa intre doua puncte distincte de pe cerc se numeste arc de cerc. Daca cele
doua puncte sunt diametral opuse, arcul de cerc devine semicerc.
e Un punct oarecare al planului poate avea urmatoarea pozitie:

— interior cercului daca distanta de la centrul cercului la punct este mai mica decat raza;

- apartine cercului daca distanta de la centrul cercului la punct este egala cu raza;

— exterior cercului daca distanta de la centrul cercului la punct este mai mare decat raza.
e Multimea punctelor interioare reunita cu multimea punctelor cercului de centru O si raza r formeaza
\discul de centru Osirazar.
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Aplicam cunostintele

Cate cercuri trec prin doua puncte distincte A si B?

Rezolvare: in figura alaturatd este reprezentat un cerc de centru O si raza
1,5 cm. Punctele A si B apartin cercului si d este mediatoarea segmentului
AB. Consideram un punct oarecare, notat cu M, pe dreapta d. Cum M se afla
pe mediatoarea segmentului AB, rezulta ca punctul M este egal departat de
capetele segmentului, adicd MA = MB si cercul de centru M si raza MA trece
si prin punctul B. Deci am gasit doua cercuri care trec prin punctele A si B,
¢,(O, r = 0A) si ¢,(M, r = AM). Asemdnator putem arata ca prin punctele A si
B trec si alte cercuri ale caror centre se afla pe mediatoarea segmentului AB.
Cum mediatoarea segmentului AB contine o infinitate de puncte, toate egal
departate de A si B, rezulta ca existd o infinitate de cercuri care trec prin punctele
Asi B, centrele acestor cercuri afléndu-se pe mediatoarea segmentului AB. d

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C1_. a) Scrie definitia cercului.

b) Deseneaza un cerc de centru O cu raza de 1,5 cm si pune in evidenta: raza OA, coarda BC si
diametrul DE.
CZ_. Activitate in perechi. Folosind compasul, construiti:

a)uncerc ¢(0,cur=2cm; b) un cerc ¢(0, r) cu diametrul de 3 cm.
C?:. Calculeaza, in centimetri, raza unui cerc cu diametrul egal cu:

a) 48 mm; b) 6 cm; c) 0,08 m; d) 0,94 dm.
(i. Calculeaza, in centimetri, diametrul unui cerc cu raza de:

a)1,8dm; b) 0,7 m; c) 56 mm; d) 10 cm.

CS_. Deseneaza un cerc de centru O, raza de 2 cm si punctele A, B, C, D, E, F, astfel incat OA=1,5 cm,
OB =2,5cm, 0C=0,2dm, OD = 10 mm, OE = 20 mm si OF = 0,03 m. Completeaza spatiile punctate
pentru a obtine propozitii adevarate:

a) Punctele interioare cercului sunt ....

b) Punctele exterioare cercului sunt ....

c) Punctele care se afla pe cerc sunt ...

d) Punctele care apartin discului de centru O siraza de 2 cm sunt ...
CG_. Deseneaza un punct M si trei cercuri care trec prin punctul M. Cate astfel de cercuri poti desena?

C7_. Punctele distincte M si N apartin unui cerc. Se noteaza cu P si Q mijloacele arcelor determinate de
punctele M si N. Demonstreaza ca punctele P si Q sunt puncte diametral opuse.

CS_. In figura aliturata, punctele M si N apartin cercului de centru O si raza de 1,5 cm.

a) Noteaza cu P mijlocul coardei MN si cu Q intersectia dreptei OP cu cercul.

b) Numeste arcele de cerc formate.

c) Ce poti spune despre coardele QM si QN? Justifica, folosind M v N
proprietatea punctelor de pe mediatoarea unui segment.

‘ 9. Fie M un punct in interiorul unui cerc. Construieste o coarda care sa aiba ca mijloc punctul M.

Cum procedezi?
Indicatie: Foloseste un echer si aplica proprietatea punctelor de pe mediatoarea unui segment.
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(_‘L. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 3 puncte
a) Un punct A apartine unui cerc de centru O si raza de 3 cm daca si numai daca:
A.OA<3cm; B.OA=3dm; C.0A=30mm; D.OA >3 mm.
b) Prin doua puncte distincte A si B trec/trece:
A. 2 cercuri; B. 3 cercuri; C. un cerg; D. o infinitate de cercuri.

‘ 2. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator

aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte

in figura alaturatd, punctele M, N, P, Q se afla pe cercul cu centrul Q
in punctul O. Daca punctele P, O si Q sunt coliniare, atunci:

a) segmentul MN este ... 1) raza; M
b) segmentul OQ este ... 2) coardg;
c) dreapta PQ este ... 3) arc de cerc;

4) axa de simetrie.

N
(_3'. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Doua puncte A si B sunt puncte diametral opuse ale unui cerc cu centrul O, iar M este un punct

oarecare al cercului. Daca AB = 6 cm, atunci OM este egal cu |:|
L Din oficiu: 1 punct)

UNGHI LA cENTRU. MIASURI

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

1. In figura alaturata, unghiurile AOB, BOC, COD, DOE, EOA sunt unghiuri care
au varful comun in punctul O, care este centrul unui cerc. Aceste unghiuri se
numesc unghiuri la centru.

a) Folosind raportorul, masoara unghiurile AOB, BOC, COD, DOE, EQOA.

b) Arata ca unghiurile AOB, BOC, COD, DOE, EOA sunt unghiuri in jurul punctului O.
Rezolvare:

a) Masurand unghiurile obtinem: «AOB = 35°, «BOC = 80°, «COD = 60°, «DOE = 85°
si «AOE = 100°.

b) Cele cinci unghiuri au varful comun (punctul O), interioarele disjuncte si suma masurilor lor este
egala cu 360°. Deci «AOB, «BOC, «COD, +DOE, «EOA sunt unghiuri in jurul punctului O.

Observatii:

e Cand am masurat unghiurile, de fapt am masurat arcele de cerc cuprinse intre laturile unghiurilor.
Astfel, €£AOB = AB, «BOC = BC, «COD = CD, «DOE = DE, <EOA = EA.

e Prin notatia AB putem intelege arcul de cerc AB sau mdsura arcului de cerc AB ,in functie de context.

2. Priveste figura alaturata.

a) Folosind gradatiile raportorului, scrie masurile unghiurilor AOB, BOC si
AOC.

b) Tindnd cont ca atunci cand masuram un unghi masuram de fapt arcul

de cerc cuprins intre laturile unghiului, precizeaza masura arcului mic AB,
determinat de coarda AB.
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¢) Observand c& masura semicercului ABC este suma masurilor arcelor mici AB Si :§E calculeaza
masura semicercului.

d) Deoarece cercul este reuniunea a doua semicercuri, precizeaza masura cercului cu centrul in
punctul O. .

e) Observand ca masura arcului mare ACB determinat de coarda AB este diferenta dintre masura

cercului si masura arcului mic AB, calculeazs masura acestuia.
Rezolvare:

a) +AOB = 110°, «BOC = 70° si «AOC = 180%;

b) AB = «AOB=110";

c) Deoarece AB = +AOB = 110°si BC = «BOC = 70°, rezult3 c& ABC = AB + BC = 110°+ 70° = 180
d) Cercul fiind reuniunea semicercurilor ABC Si ZLTC, rezultd ca masura cercului este egala cu suma
masurilor lor, adicd ABC + ADC = 180° + 180° = 360°

e) ACB =360° - AB =360°— 110° = 250°.

Observatie: Rezolvarea de mai sus ne permite sa stabilim cum calculdm masura in grade a unui arc
mic de cerc, a unui semicerc, a cercului si a unui arc mare de cerc.

Retine! b

Un unghi care are varful in centrul unui cerc se numeste unghi la centru.
Daca A si B sunt doua puncte ale unui cerc de centru O, atunci:

> masura arcului mic de cerc AB este egala cu masura unghiului la centru AOB;

> masura arcului mare de cerc AB este egala cu diferenta dintre 360° si masura unghiului la centru AOB.
> masura unui cerc este egald cu 360°, iar masura unui semicerc este egala cu 180°.

Doua arce de cerc care au aceeasi masura sunt arce congruente.

Aplicam cunostintele

Se considera sase puncte A, B, C, D, E, F care impart un cerc cu centrul in

punctul O in sase arce congruente. F
a) Calculeaza masura arcelor de cerc formate.

b) Calculeaza masurile unghiurilor AOB si BOD.

c) Demonstreaza ca punctele A, O si D sunt coliniare.
Rezolvare:

a) Cele sase arce de cerc AB, BC, CD, DE, EF Si FA fiind congruente, D

au masurile egale.

Cum masura cercului este egala cu 360°, rezulta ca:

AB = BC = CD = DE = EF = FA =360°:6 = 60°.

b) Unghiurile AOB si BOD sunt unghiuri la centru, ca urmare, «tAOB = AB =60° si «BOD = BC + CT)
adica «BOD = 60° + 60° = 120°.

c) Tinand cont de rezolvarea de la b) rezulta ca «AOB + «BOD = 60° + 120° = 180°, adica «AOD = 180°.
De aici rezulta ca semidreptele OA si OD sunt semidrepte opuse, adica A, O si D sunt puncte coliniare.
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Exerseaz3, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

(._ Deseneaza un cerc ¢(O, r) cu r =2 cm si alege un punct A pe cerc. Fixeaza pe cerc punctele B, Csi

D, astfel incat: a) AB = 45°  b) «BOC =90°% c) D diametral opus lui A.
(.2_. Folosind datele din problema anterioara, calculeaza masurile urmatoarelor unghiuri si arce de cerc:
a) £AOB; b) BC; c) «COD; d) ABC; e) «AOC; f) AD.

(.?1' Deseneaza un cerc cu centrul intr-un punct O si raza de 3 cm.
a) In cerc considera coardele AB si CD, astfel incat AB = CD = 3 cm. Determina, folosind raportorul,
masurile arcelor AB si CD. Ce observi?

b) in cerc considera arcele MN si PQ, astfel incat MN = PQ =60°. Determina, folosind rigla gradata,
lungimile coardelor MN si PQ. Ce observi?

4. Intr-un cerc de centru O si razd 4 cm se considera o coardd MN de 4 cm si se noteaza cu PQ
diametrul perpendicular pe coarda MN. Daca PQ n MN = {R} si punctul Q se afla pe arcul mic MN,

determinad, prin masurare, masurile segmentelor MR si RN si ale arcelor MQ Si ON. A
5. n figura aldturatd, unghiul AOB are mésura de 80°. soc \B
a) Determina masura arcului mic AB sia arcului mare AB. O

b) Daca A’ este simetricul punctului A fata de centrul cercului, calculeaza
masura unghiului AOA’.
6. In figura alaturata, masura arcului mic MN este egalacu130°.
a) Determina masura unghiului la centru MON si a arcului mare MN .
b) Daca P este un punct pe cerc, astfel incat MP este axa de simetrie a
cercului, calculeaza masura unghiului NOP. N
C7_. Punctele A si B se afla pe un cerc ¢(0O, r). Stiind ca masura arcului AB

reprezinta 60% din masura unui semicerc, calculeaza masura unghiului AOB. Iy
8. Pe un cerc cu centrul in punctul O se considera doua puncte A si C. Se noteaza cu B, respectiv cu

D, simetricele punctelor Asi Cfata de punctul O. Daca masura arcului AC este egala cu 50°, calculeaza:
a) masurile arcelor: /@ BB 2\5 B/E EB; b) masurile unghiurilor: AOC, AOD, BOD, BOC.

N\

. ®,
e AUTOEVALUARE ﬂ

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. In caz contrar, incercuieste

litera F. 4,5 puncte
a) Daca A si Bsunt doua puncte ale unui cerc de centru Ossi AB este arcul mare de cerc determinat
de punctele A si B, atunci «AOB = AB. A F
b) Laturile oricdrui unghi la centru intersecteaza cercul. A F
c) Daca un unghi are varful in interiorul unui cerc, atunci el este intotdeauna unghilacentru. A F
CZ’. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

a) Noteaza cu O centrul unui cerc, cu A un punct interior cercului, cu B un punct pe cerc si cu Cun
punct exterior cercului. Deseneaza patru unghiuri cu varfurile A, B, Csi O. Unghi la centru este:
A. «C B. «A; C.«B; D. «O.
b) Pe cercul cu centrul in punctul O se considera doua puncte A si B, astfel incat masura arcului
mare AB sa fie egald cu 120% din masura unui semicerc. Masura unghiului la centru AOB este egala cu:
A. 60% B.216°% C. 1445 D. 108"
3. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 1,5 puncte
PuncteIeA si Bsunt puncte ale unui cerc ds de centru Osi «AOB =100°. Punctele Csi D se afld pe arcul
mic AB.Daci AC = 45° Si BD = 30°, atunci D =

Din oficiu: 1 t
in oficiu: 1 punct )
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V.4.3 PozITIILE UNEI DREPTE FATA DE UN CERC. POZITIILE RELATIVE A DOUA
B CERCURI

et c
Pozitiile unui punct fata de un cerc:
e Un punct A este interior unui cerc daca distanta de la punct la centrul ‘
cercului este mai mica decat raza cercului (OA < r). B
e Un punct B apartine unui cerc daca distanta de la punct la centrul cercului
este egala cu raza cercului (OB =r).

e Un punct C este exterior unui cerc daca distanta de la punct la centrul

cercului este mai mare decat raza cercului (OC > r). Fig. 1
Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi
1. Figurile urmatoare arata ca o dreapta poate avea: ¢
—un punct comun cu cercul (figura 2.a);
- doua puncte comune cu cercul (figura 2.b); F— ) M
- niciun punct comun cu cercul (figura 2.c). 0
a) Masoara distantele de la centrul cercului la dreapta in
fiecare caz si compara distantele cu raza cercului. d d B
b) Demonstreaza ca o dreapta nu poate avea trei puncte Fig. 2.a Fig. 2.b
comune cu un cerc.
Rezolvare:
a) In prima figura, distanta de la centrul cercului la dreapta d, este OA si
OA =r.In acest caz spunem ca dreapta d, este tangenta cercului. N| @
In a doua figura, distanta de la centrul cercului la dreapta d, este OM si 0 b (-]
OM < r.In acest caz spunem ca dreapta d, este secanta cercului.
In a treia figura, distanta de la centrul cercului la dreapta d, este ON si ds
ON > r.1n acest caz spunem ca dreapta d, este exterioara cercului. Fig. 2.c

b) Presupunem ca dreapta d poate avea trei puncte A, B, C comune cu un cerc de centru O si raza r.
¢ Din faptul ca punctele A si B sunt pe cerc, rezulta ca OA=r
si OB=r, adica OA = OB.

e Din OA = OB (punctul O este egal departat de capetele seg-
mentului AB) rezulta ca punctul O se afla pe mediatoarea
segmentului AB, notata cu d,, sid, L AB, respectivd, 1 d(1)

(douad puncte distincte determina o dreapta). d
¢ Din faptul ca punctele B si C sunt pe cerc, rezultd cd OB=r
siOC=r, adica OB = OC.

e Din OB = OC (punctul O este egal departat de capetele
segmentului BC) rezulta ca punctul O se afld pe mediatoarea
segmentului BC, notata cud,, sid, L BC, respectivd, 1 d(2).

e Cum segmentele AB si BC nu au acelasi mijloc, rezulta ca dreptele d, si d, sunt distincte (3).

e Din (1), (2) si (3) rezulta ca din punctul O exista doud perpendiculare d, si d, pe dreapta d, ceea ce
nu este posibil. Ca urmare, o dreapta nu poate avea trei puncte comune cu un cerc.

2. Construieste un segment AB, apoi construieste cercul cu centrul in punctul Asirazar, = 1,5 cmssi
cercul cu centrul in punctul Bsirazar, =1 cm, stiind ca:

a)AB=3,5cm; b) AB=2,5cm; c)AB=0,5cm;

d) AB=2cm; e)AB=0,3cm; f)AB=0cm.
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Precizeazd, in fiecare caz, cate puncte comune au cele doua cercuri si compard lungimea
segmentului AB cu suma, respectiv cu diferenta lungimilor razelor cercurilor.

Rezolvare:
a) “ b) “ C) ‘M
AB>r1+r2 AB=r1+r2 AB=r1—f2
Nnu au puncte comune au un punct comun au un punct comun

P

d) e e) f)
Q

AB=0
n-n<AB<r+r AB<r-nr

nu au puncte comune,

au doua puncte comune nu au puncte comune .
. au acelasi centru
Observatie:
In functie de pozitia in care se afla cele doua cercuri, ele se numesc:
— cercuri exterioare (figura a)); - cercuri tangente exterioare (figura b));
- cercuri tangente interioare (figura c)); - cercuri secante (figura d));
— cercuri interioare (figura e)); — cercuri concentrice (figura f)).

gL ree B *

e Odreapta poate avea, fata de un cerc, una dintre urmatoarele pozitii:

a) tangenta cercului; b) secantd cercului; c) exterioard cercului.
e Doua cercuri pot avea una dintre urmatoarele pozitii:

a) exterioare; b) tangente exterioare; ) tangente interioare;

d) secante; e) interioare; f) concentrice.

Aplicam cunostintele

Pe o dreapta d se considera punctele A, A, A, Distanta dintre centrele lor este egald cu diferenta
in aceasta ordine, astfel incat AA, = 1 cm si  razelor:

AA,=2cm. AA,=1Tcm AA,-AA,=3-2=1cm.
a) Construieste ¢(A,, 3 cm) si ¢(A,, 2 cm) si stabi- Rezultd ca cele doua cercuri sunt tangente
leste pozitia celor doua cercuri. interioare.

b) Construieste ¢(A,, 1 cm) si ¢(A,, 2 cm) si stabi-

leste pozitia celor doua cercuri.

c) Construieste ¢(A,, 3 cm) si ¢(A,, 2 cm) si stabi- ‘
leste pozitia celor doua cercuri. As
Rezolvare:

Reprezentam punctele pe dreapta si cercurile.

a) Construim cercul de centru A, si razd A/A, si

cercul de centru A, siraza AA..
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b) Construim cercul de centru A, si raza A /A, si ¢) Construim cercul de centru A, si raza A /A, si

cercul de centru A, sirazda AA.. cercul de centruA siraza AA..

Distanta dintre centrele lor este egald cu suma Distanta dintre centrele lor este mai mare decat
razelor: diferenta razelor si mai micd decat suma razelor:
AA=3mAA +AA =T+2=3cm. AA,=3mAA-AA =3-2=1cm,

Rezultd ca cele doua cercuri sunt tangente AA+AA =3+2=5cm.
exterioare. Rezulta ca cele doua cercuri sunt secante.

)

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

1. Defineste si exemplifica prin cate un desen fiecare dintre notiunile:

a) dreaptad secanta cercului;  b) dreapta tangenta cercului; c) dreapta exterioara cercului.
CZ_. Defineste si exemplifica prin cate un desen fiecare dintre notiunile:
a) cercuri concentrice; b) cercuri interioare; c) cercuri exterioare;
d) cercuri secante; e) cercuri tangente interioare; f) cercuritangente exterioare.
CB_. Deseneaza doua cercuri ¢,(0,, r,) si ¢,(O,, r,) si precizeaza pozitiile celor doua cercuri in situatiile:
a)r,.=2cm,r,=1cmsi0,0,=5cm; b) rr=2cm,r,=15cmsi 0,0,=0cm;
or,=15cm,r,=2cmsi0,0,=3,5cm; d) r,=3cm,r,=2cmsi0,0,=1cm;
e)r,.=4cm,r,=2cmsi0,0,=1cm; f) r,=25cm,r,=1,5cmsi0,0,=3cm.
(i. Determind pozitia dreptei a fata de un cerc ¢(O, 3 cm), in fiecare dintre urmatoarele situatii:
a)d(O, a) =0,04 m; b) d(O, a) =30 mm; c)d(0,a)=0,2dm.

CS_. Se considera un cerc cu centrul in punctul O si raza egala cu 3x -1 cm.

a) Se stie ca distanta de la centrul cercului la o dreapta a este de 5 cm. Determina numarul natural
X pentru care dreapta a este tangenta cercului.

b) Se stie ca distanta de la centrul cercului la o dreapta b este de 11 cm. Determinad cea mai mare
valoare, numar natural, pe care poate sa o ia x, astfel incat dreapta b sa fie exterioara cercului.
CG_. Activitate pe echipe. impartiti in sase echipe, elevii clasei vor rezolva cate un subpunct al problemei.

Fie cercurile ¢,(0,, r) si ¢,(O,, r), cur, =7 cm, r,=4cmsi 0,0, = 2x + 1 cm. Determinati valorile

numarului x € N*, pentru care cercurile sunt:

a) tangente interioare; b) tangente exterioare; c) secante;

d) exterioare; e) concentrice; f) interioare.
C7_. Activitate in perechi

a) Desenati un cerc cu centrul intr-un punct O si raza de 2 cm.

b) Fixati un punct A pe cerc si construiti tangenta MA la cerc.

) Cu ajutorul raportorului masurati unghiul MAO. Ce observati?

d) Folosind observatia de la punctul c), gasiti o metoda practica de a construi tangenta intr-un
punct al unui cerc. Explicati colegilor metoda gasita.
CS_. Se considerd o dreapta d si patru puncte M, N, P, Q pe dreapta d, astfel incat MN=2cm, NQ=6 cm
SiMP=4cm.

a) Analizeaza toate posibilitatile ce pot sa apara.

b) Precizeaza, pentru fiecare caz, pozitiile pe care le au cercurile de diametre MP si PQ.
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< 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

: ®
AUTOEVALUARE )

litera F. 4,5 puncte
in figura alaturata punctele A si B apartin cercurilor cu centrele in A
punctele O, si O,. Daca punctul M este mijlocul segmentului AB, atunci:
a) punctul O, este situat pe mediatoarea segmentului AB; A F
b) punctul O, nu este situat pe mediatoarea segmentului AB; A F
A

c) punctele O,, M, O, sunt coliniare. B

(_2’. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte
a) Doua cercuri au suma razelor egala cu 4 cm si diferenta razelor egald cu 1 cm. Se noteaza cu d
distanta dintre centrele celor doud cercuri. Cele doua cercuri sunt secante daca:
A.d>4cm; B.d=4cm; C.lam<d<4cm; D.d<1cm.
b) Se considera un cerc cu centrul intr-un punct O si raza de 3 cm. Se noteaza cu d distanta de la
centrul cercului la o dreapta a. Dreapta a este tangenta cercului daca:
A.d>3cm; B.d=0,3dm; C.0cm<d<3cm; D.d=0cm.
3. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Se considera un cerc de centru O, cu raza de 4 cm. Daca distanta de la centrul cercului la o dreapta
d este egald cu 20 mm, atunci dreapta d este |:| cercului.

Din oficiu: 1 punct

Exercitii si probleme recapitulative

C‘I_. Se considerd un cerc de centru O si raza de 3 cm si un punct A. Stabileste pozitia punctului A fata
de cerc daca:

a) OA=29 mm; b) OA=0,31dm; c) OA=0,03m.
2. infigura alaturata punctul O este centrul cercului, iar punctele A, B, C si A
D sunt situate pe cerc. Precizeaza:
a) un arc mig; b) un arc mare;
¢) un unghi la centru; d) un semicerc; B
e) o coarda care nu e diametru;  f) un diametru. ‘
CB_. Calculeaza: ¢ 5

a) diametrul unui cerc cu raza de 3 cm;
b) raza unui cerc cu diametrul de 8 cm;
) raza unui cerc pe care sunt situate doua puncte diametral opuse la distanta de 0,48 dm unul
fata de celalalt.
4. Deseneaza un cerc cu centrul intr-un punct O si raza de 2 cm. Fixeaza pe cerc punctele A, B, Csi
D, in aceasta ordine, astfel incat sa fie indeplinite simultan conditiile:
a) «AOB =30 b) «AOC =90°%; ¢) «BOD = 150°.
Calculeaza masurile arcelor EE, E[), AD si demonstreaza ca A si D sunt puncte diametral opuse.

CFL' Punctele A, B si C sunt situate pe ¢(O, r), astfel incat punctele A, O, B sa fie coliniare si dreapta CO
sa fie perpendiculara pe dreapta AB.

a) Calculeaza masura arcului mic BC.

b) Precizeaza daca coardele AC si BC sunt congruente. Justifica afirmatia facuta.
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CG_. Precizeaza pozitia dreptelor g, b si c fata de cercul din figura alaturata,
precum si numarul punctelor comune dreptei si cercului, in fiecare dintre
cazuri.

C7_. Se consideraun segment ABculungimeade4 cm sicercul cu centrulin

punctul Asirazade 1,5 cm. Calculeaza raza cercului cu centrul in punctul B,
tangent cercului ¢(A, 1,5 cm). a

‘ 8. Deseneaza trei cercuri tangente exterioare doua cate doua.

C9_. a) Deseneaza doua cercuri concentrice cu centrul intr-un punct O si razele egale cu 1,5 cm,
respectiv 2,5 cm.

b) Fixeaza doua puncte A si B pe cercul cu raza de 2,5 cm. Noteaza intersectiile razelor OA si OB
cu cercul derazd 1,5 cm cu G, respectiv cu D. Ce poti spune despre masura arcelor AB si CD? Dar despre
masura unghiurilor AOB si COD?

Qg. Se considera un segment AB cu lungimea de 3 cm si cercurile ¢ (A, 3 cm) si ¢,(B, 3 cm). Se noteaza
cu M si N punctele de intersectie a celor doua cercuri. Demonstreaza ca dreapta MN este mediatoarea
segmentului AB.

(1._1. Se considera o dreapta d si punctele A, B, C, D pe aceasta dreaptd, in aceastd ordine, astfel incat
AB=1cm,AC=4cmsiAD=5cm.
a) Construieste perpendicularele in punctele B, C, D, pe dreapta d, si noteaza-le cu d,, d,, respectiv d..
b) Construieste cercul cu diametrul AC.
c) Scrie care sunt pozitiile dreptelor d,, d, si d, fata de cercul construit.
C_Z Pe un semicerc se iau punctele A, B, C, D, in aceasta ordine, astfel incat A si D sa fie extremitatile

diametrului, iar masurile arcelor AB, BC Si CD s fie direct proportionale cu numerele 2, 3 si 5.

a) Calculeaza masurile arcelor ;\_E, BC Si D.
b) Realizeaza un desen corespunzator datelor problemei,
stiind ca AD=6 cm.
Q;’». In figura alaturata sunt reprezentate cercurile ¢, ¢, ¢, si ¢,.
Precizeaza pozitia fiecaruia dintre cele patru cercuri in raport cu
celelalte.
(1:1. Activitate pe grupe. Construiti cercurile ¢,(O,, 3 cm), ¢,(0,, 2 cm)
si precizati pozitia lor in fiecare dintre urmatoarele cazuri:
a)0,0,=4cm; b) 0,0,=5cm; €)0,0,=1cm;
d) 0,0,=0cm; e)0,0,=6cm; f)0,0,=0,5cm.
Q_S. Pe un cerc ¢(0, r) se considera punctele A, Bsi C, astfel incat masurile arcelor Zé , B? Si CA sifie
invers proportionale cu numerele 6, 10 si 15.

a) Calculeaza masurile arcelor AB, BC si CA.

b) Pe arcul mic BC seiaun punct D, astfel incat «AOC =4 - «COD. Demonstreaza ca unghiul AOD
este unghi drept.

c) Calculeaza masurile unghiurilor BOD, BOC si AOC.
(1._6. Daca punctele A si B sunt pe un cerc ¢(O, r) si masura unghiului la centru AOB este egala cu

37°43', calculeaza masura arcului mare AB.
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m Timp de lucru: 50 de minute.

Subiectul I. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, completeaza casuta aliturata cu litera A. In
caz contrar, completeaza cu litera F.

(5p) | 1.Prin capetele unui segment trec o infinitate de cercuri. |:|

(5p) | 2. Masura unui semicerc este egala cu 360°. []

(5p) | 3.Segmentul care uneste centrul cercului cu un punct de pe cerc se numeste coarda. |:|

(5p) | 4.Un pl.JnC.t este interior unui cerc daca distanta de la centrul cercului la acel punct D
este mai mica decat raza.

Subiectul Il. Uneste, prin sageti, fiecare cifra corespunzatoare enunturilor din coloana A cu litera
care indica raspunsul corect, aflat in coloana B.
Se considera un cerc ¢(0O, r) si se noteaza cu d distanta de la centrul cercului la o dreapta a.

A B
(5p) | 1.Dacad < r, atuncidreaptaa... a) este interioara cercului;
(5p) | 2.Dacad=r, atuncidreaptaa... b) este secanta cercului;
(5p) | 3.Dacad>r,atuncidreaptaa... ) este tangenta cercului;
(5p) | 4.Dacad=0,atuncidreaptaa.. d) este exterioara cercului;

e) contine centrul cercului.
Subiectul lll. Alege litera care indica singura varianta corecta.

(5p) | 1.Daca distanta dintre centrele a doua cercuri este egala cu 1,5 cm, atunci cele doua cercuri
nu pot fi:

A. secante; B. tangente; C.interioare; D. concentrice.

(5p) | 2. Se considera doua cercuri ¢,(0,, 3 cm) si ¢,(0,, 4 cm). Daca distanta dintre centrele celor
doua cercuri este 0,0, =5 cm, atunci cele doua cercuri sunt:

A. exterioare; B. interioare; C. secante; D. tangente interioare.

(5p) | 3.Doua cercuri ¢,(0,, 2 cm) si ¢,(0,, 3 cm) sunt tangente exterioare. Distanta dintre centrele
celor doua cercuri este egala cu:

A.1cm; B.5cm; C.2,5cm; D.3cm.

(5p) | 4.Peun cerc ¢(O, r) seiau punctele Asi B, astfel incat masura arcului mare AB safie egald cu
230°. Masura unghiului AOB este egala cu:

A.1155% B. 230°% C.130% D. 50°.

La subiectul IV scrie rezolvarea completa.

Subiectul IV. Se considera un cerc de centru O si raza de 2 cm. Pe cerc se iau punctele A, B, Csi D, in
aceasta ordine, astfel incat «tAOB =90°, BC =60°si2- AB =3 - AD. Calculeaza:

(10p) | @) masura arcului mic ,@;

(10p) | b) masura arcului mare ZE;
(10p) | ) masura unghiului la centru COD.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul 1.1 1.2 1.3 1.4 1.1 1.2 1.3 4 | 1A 2 | M3 | m4 | va | Ivb | IVc
Punctajul
Nota
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Vi.1. TRIUNGHIUL

TRIUNGHIUL: DEFINITIE, ELEMENTE, CLASIFICARE. PERIMETRU

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

1. Deseneaza trei puncte necoliniare si noteaza-le cu A, B, C. Pune in evidenta dreptele AB, BC si CA.
Ce s-a format?

Rezolvare:
Desenam cele trei puncte necoliniare A, B si C (figura 1). Trasam dreptele AB, BC si CA (figura 2).
Observam ca intersectiile celor trei drepte au pus in evidenta segmentele AB, BC si CA (figura 3).

C

B

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

» Cele trei puncte A, B, C, impreund cu multimea tuturor punctelor segmentelor AB, BC si CA
formeaza triunghiul ABC (figura 3).

Am obtinut astfel o multime de puncte din plan, adica o figura geometrica, care are trei laturi, trei
varfuri si trei unghiuri.

Triunghiul din figura 3 poate fi citit ,triunghiul ABC sau triunghiul BCA sau triunghiul CAB".

Elementele triunghiului Notam Citim
e varfurile triunghiului A B, C varful A, varful B, varful C
e |aturile triunghiului AB, BC, CA latura AB, latura BC, latura CA
+A, £B, «C unghiul A, unghiul B, unghiul C
e unghiurile triunghiului sau
+BAC, +ABC, +ACB | unghiul BAC, unghiul ABC, unghiul ACB

In triunghiul ABC (figura 3), spunem ca latura BC se opune unghiului A si, respectiv, cd unghiul A
este unghiul opus laturii BC. Despre unghiurile B si C se spune ca sunt unghiuri alaturate laturii BC.

» Un punct este interior unui triunghi daca este interior fiecaruia dintre unghiurile triunghiului.

» Multimea tuturor punctelor interioare unui triunghi MNP formeaza interiorul triunghiului MNP,
care se noteaza Int(AMNP).
in figura 4, punctele interioare triunghiului MNP sunt punctele P, Q si R.

» Un punct care nu se afla pe laturile triunghiului si care nu este M
nici interior triunghiului se numeste punct exterior triunghiului. S o7

» Multimea tuturor punctelor exterioare unui triunghi MNP : Y
formeaza exteriorul triunghiului MNP, care se noteaza Ext(AMNP).

in figura 4, punctele exterioare triunghiului MNP sunt punctele S, E Qe Re
T'si V. Punctele E si F nu sunt interioare si nici exterioare triunghiul, N 3

ele se afla pe laturile triunghiului MNP. Fig. 4

» Pentru lungimile laturilor unui triunghi ABC se obisnuieste sa se foloseasca urmatoarele notatii:
AB = ¢, AC = b si BC = a (figura 3). Cu aceste notatii, perimetrul triunghiului (suma lungimilor tuturor
laturilor triunghiului) se noteaza cu ¥’ si #’=a + b +c.

N . S . . P a+b+c
Semiperimetrul triunghiului se noteaza cupsip=— = .

2 2




2. Un segment AB are lungimea de 4 cm. Pe segmentul AB se considera doua puncte M si N, astfel
incat AM =3 cm si BN = 2,5 cm. Arcul de cerc cu centrul in punctul A si raza AM intersecteaza arcul de
cerc cu centrul in punctul B si raza BN in punctul C. Construieste figura geometrica corespunzatoare
enuntului problemei.

Un segment DE are lungimea de 2,5 cm. Un arc de cerc cu centrul in punctul D si raza de 3 cm se
intersecteaza cu un arc de cerc cu centrul in punctul £ si raza de 3 cm, in punctul F. Construieste figura
geometrica corespunzatoare enuntului problemei.

Un segment PQ are lungimea de 2,5 cm. Un arc de cerc cu centrul in punctul P si raza de 2,5 cm
se intersecteaza cu un arc de cerc cu centrul in punctul Q si raza de 2,5 cm, in punctul R. Construieste
figura geometrica corespunzatoare enuntului problemei.

Rezolvare: P

D .: P! Q
Fig. 5 Fig. 6 '  Fig.7

» Triunghiul ABC din figura 5 are laturile de lungimi diferite doua cate doud. Acest triunghi se
numeste triunghi scalen (oarecare).

» Triunghiul DEF din figura 6 are doua laturi de lungimi egale (DF = EF). Acest triunghi se numeste
triunghi isoscel, iar latura DE se numeste baza.

» Triunghiul PQR din figura 7 are toate laturile de lungimi egale (PQ = PR = QR). Acest triunghi se
numeste triunghi echilateral. ¢ D L
3. Cu ajutorul unui raportor, masoara
unghiurile triunghiurilor din figurile
alaturate. Ce observi? A B E E
Rezolvare: M

Masuram unghiurile triunghiului ABC si obtinem: «ABC = 55°, «BCA = 85° si «CAB = 40°. Observam
ca toate unghiurile sunt ascutite (au masurile mai mici decat 90°) si sunt diferite doua cate doua.

Mdsuram unghiurile triunghiului DEF si obtinem: «DEF = 90°, «EFD = 30° si «FDE = 60°. Observam
ca triunghiul DEF are un unghi drept.

Mdsuram unghiurile triunghiului LMN si obtinem: «LMN = 130°, «MNL = 20° si tNLM = 30°. Observam
ca triunghiul LMN are un unghi obtuz (cu masura mai mare decat 90°).

» Triunghiul ABC are toate unghiurile ascutite si se numeste triunghi ascutitunghic.

» Triunghiul DEF are un unghi drept si se numeste triunghi dreptunghic. Laturile DE si EF se
numesc catete, iar latura DF se numeste ipotenuza.

» Triunghiul LMN are un unghi obtuz si se numeste triunghi obtuzunghic.

N

Retine! )

e Fiind date trei puncte necoliniare A, B, C, se numeste triunghi determinat de punctele A, B, C mul-
timea formata din cele trei puncte, impreund cu multimea tuturor punctelor c
segmentelor AB, BC si CA si se noteaza AABC sau ABCA sau ACAB (literele pot
fi asezate in ce ordine dorim).
e Elementele triunghiului ABC sunt: B
— varfurile triunghiului (punctele A, B, O);
— laturile triunghiului (segmentele AB, BC, CA); A

— unghiurile triunghiului (unghiurile ABC, BCA si CAB).

177



178

-
¢ Un punct este interior unui triunghi daca este interior fiecarui unghi al acestui triunghi.

e Un punct este exterior unui triunghi daca nu este interior si nu se afla pe laturile acestuia.
e Suma lungimilor laturilor triunghiului ABC este perimetrul acestuia. Daca AB = ¢, BC = a, CA = b, atunci

7
P=a+b+csip= 2 s este semiperimetrul triunghiului ABC.

o Clasificarea triunghiurilor
> Dupa lungimile laturilor, un triunghi poate fi: | > Dupa masurile unghiurilor, un triunghi poate fi:

- scalen (are laturile de lungimi diferite); - ascutitunghic (are toate unghiurile ascutite);
—isoscel (are doua laturi de lungimi egale); — dreptunghic (are un unghi drept);

- echilateral (are toate laturile de aceeasi — obtuzunghic (are un unghi obtuz).
lungime).

Aplicam cunostintele

Stabileste natura unui triunghi LMN stiind ca:

a)«L=120°%LM=LN=5cm; b) LM = MN = LN,
c) «L=90°% IM=LN=4cm; d) «L =45°, «M=70° «N = 65°.
Rezolvare:

a) Triunghiul LMN are un unghi obtuz si doua laturi congruente si, ca urmare, este triunghi obtuz-
unghic isoscel;

b) Toate laturile triunghiului sunt congruente, deci triunghiul este echilateral;

c) Triunghiul LMN este dreptunghic isoscel, deoarece un unghi drept si catetele congruente;

d) Triunghiul LMN este ascutitunghic, deoarece are toate unghiurile ascutite.

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C1_. Deseneaza trei puncte necoliniare A, B, Csi triunghiul determinat de cele trei puncte.
a) Denumeste varfurile, laturile si unghiurile triunghiului.
b) Precizeaza latura opusa unghiului A, unghiul opus laturii AB si unghiurile alaturate laturii BC.

CZ_. Se considera patru puncte A, B, C, D, astfel incat oricare trei sunt necoliniare. Cate triunghiuri
determina cele patru puncte? Denumeste triunghiurile.

(_3_. Activitate in perechi. Urmariti figura alaturata si stabiliti valoarea
de adevar a propozitiilor:

a) F eAABG; b) E € Int(AABQ); c) G ¢ AABG;
d) D € Int(AABCQ); e) D ¢ Ext(AABC); f) E € Ext(AABC). 8

C‘L. Stabileste natura triunghiului ABC, in urmatoarele cazuri: G
a)AB=5cm,BC=4cm,AC=6cm; b) «B=90°, AB=4cm,BC=4cm;
¢)AB=AC=8cm,BC=6cm; d) «B=120°,AB=BC=5cm;
e)AB=AC=BC=6cm; f) «B=45°, «A=65°, «C=70".

C‘E’ Un triunghi dreptunghic MNP are ipotenuza MP. Precizeaza catetele triunghiului.

CG_. Precizeaza varful si baza unui triunghi isoscel ABC, in fiecare dintre urmatoarele cazuri:
a) AB=AC; b) AB = BC; c) AC=BC

(_7_. Calculeaza perimetrul si semiperimetrul unui triunghi isoscel ABC, daca:
a) AB=AC=8cmsiBC=6cm; b)AB=4cm, AC=6 cm. Cate solutii are problema? Justifica.

CS_. Adunand cate doua lungimile laturilor unui triunghi se obtin rezultatele 34 cm, 50 cm si 36 cm.

Calculeaza:
a) semiperimetrul triunghiului; b) lungimile laturilor triunghiului.




O\

3 puncte

-

AUTOEVALUARE |

CI’. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect.
a) Un triunghi este scalen daca are:
A. doua laturi de lungimi egale; B. doua laturi de lungimi diferite;
C. laturile de lungimi egale; D. laturile de lungimi diferite.
b) Daca g, b, c reprezinta lungimile laturilor unui triunghi in care 2a = 3b = 5c si semiperimetrul
triunghiului este egal cu 31 cm, atunci cea mai mare dintre laturile triunghiului are lungimea egala cu:
A.12cm; B. 40 cm; C.30cm; D.20 cm.

‘ 2. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator

aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
Doud cercuri ¢,(0, r,) si €,(0,, r,) se intersecteaza in punctele A si B. Daca punctul M reprezintd
intersectia dreptei O,0, cu dreapta AB, r, <r,, AB=r,, atunci:

a) triunghiul AO B este ...
b) triunghiul AMO, este ...
c) triunghiul AO,B este ...

‘ 3. Completeaza caseta cu raspunsul corect.

1) dreptunghic;

2) echilateral;

3) scalen;

4) isoscel, dar nu echilateral.

1,5 puncte

in triunghiul TVR, latura opusa unghiului Reste| |,

Din oficiu: 1 punct

g J
SUMA MASURILOR UNGHIURILOR UNUI TRIUNGHI. UNGHI EXTERIOR UNUI
TRIUNGHI. TEOREMA UNGHIULUI EXTERIOR

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi
1: Petre §|.Elena‘au consutrult, fiecare, (Petre: Elena: . ™
cate un triunghi, au masurat cu ra- C
portorul masurile unghiurilor si le-au > i
notat in desenele lor. Apoi, fiecare a 79
calculat suma masurilor unghiurilor. R S

Ce observi? 4 Y4 27 B p A% A
Rezolvare: +A + B ++«C=180°

Se observa c&, in ambele cazuri, suma -
masurilor tuturor unghiurilor este aceeasi, adica 180°.

Teorema: In orice triunghi, suma masurilor unghiurilor este egala cu 180°.
Demonstratie:

Construim triunghiul ABC si prin varful A al triunghiului construim para- D A £
lela la dreapta BC, pe care fixam doua puncte D si E, ca in figura aldturata.

Din DE || BC si secanta AB rezulta ca «ABC = «DAB (1) (unghiuri alterne
interne).

Din DE || BC si secanta AC rezultd c& «ACB = «EAC (2) (unghiuri alterne B ¢
interne).

Cum «DAE este unghi alungit, rezulta ca «DAB + «BAC + «EAC = «DAE = 180° 5i, tinand cont de (1)
si (2), obtinem ca «ABC + «BAC + «ACB = 180°.

<D+<E+<F:180°j
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2. Petre prelungeste latura AB dincolo de punctul A si fixeaza un C
punct M pe semidreapta opusa semidreptei AB. El calculeaza

masura unghiului CAM si suma masurilor unghiurilor B si C: 79°
«CAM = «MAB - «CAB = 180° - 74° = 106°%; .
«B + «C=27°+79°=106°. Ce observi? /4 27°0\

Rezolvare: M A
Se observa ca masura unghiului CAM este egala cu suma masurilor celor doua unghiuri ale triunghiului
ABC, neadiacente cu el.

in problema anterioara:

> unghiurile CAB si CAM sunt unghiuri adiacente, deoarece au varful comun (punctul O), o latura
comuna (semidreapta AC) si interioarele disjuncte.

» unghiurile CAB si CAM sunt si suplementare, deoarece semidreptele AB si AM sunt semidrepte opuse.

» unghiul CAM, adiacent si suplementar cu unghiul A al triunghiului ABC, este unghi exterior al
triunghiului ABC.

» Se pot obtine sase unghiuri exterioare triunghiului ABC, doua cate doua congruente (ca unghiuri
opuse la varf).

Teorema unghiului exterior: Masura unui unghi exterior unui triunghi este egala cu suma

masurilor unghiurilor interioare triunghiului, neadiacente cu el.

» Daca notam cu x, y, z masurile unghiurilor exterioare triunghiului ABC, obtinem:
X=4A+4B,y=4«B+«C,z=+C++ASi2-X+y+2) =2 -[(«A+«B) + («B+ () + (xC+ A)] =
=2-2-¥A+2-«B+2-«0)=4-(¥A++«B+«()=4-180°=720°.

Suma masurilor unghiurilor exterioare oricarui triunghi este 720°.

i Retine!

Suma masurilor unghiurilor unui triunghi este egala cu 180°.

Unghiurile ascutite ale unui triunghi dreptunghic isoscel au 45° fiecare.

Unghiurile triunghiului echilateral, fiind congruente, au 60° fiecare.

Unghiul adiacent si suplementar cu un unghi al unui triunghi se numeste unghi exterior triunghiului.

Masura unui unghi exterior al unui triunghi este egala cu suma masurilor unghiurilor interioare
neadiacente cu el.
e Suma masurilor unghiurilor exterioare ale unui triunghi este egala cu 720°.

L Masura unui unghi exterior este mai mare decat masura oricarui unghi interior neadiacent cu el.

Aplicam cunostintele

(1_. Calculeaza masura celui de-al treilea unghi al unui triunghi ABC, stiind ca «A = 47° si «B = 43°.
Rezolvare: Cum «A + «B + «C = 180°, rezulta ca 47° + 43° + «C = 180° si obtinem «C = 90°.

2. Calculeaza masurile unghiurilor triunghiului ABC, stiind ca acestea sunt direct proportionale cu
numerele 2, 3 si 5. Precizeaza natura triunghiului ABC.
Rezolvare: Notam cu x, y si z masurile unghiurilor triunghiului ABC si avem x + y + z = 180° (suma
masurilor unghiurilor unuitriunghi). Cumx, y sizsuntdirect proportionale cunumerele 2,3 si 5,obtinem

_ Y _z_Xx+y+z 180°

. X . oo
sirul de rapoarte egale: — = = = = = =18° (proprietatea sirului de rapoarte egale).
2 2+3+5 10

Din % = 18° rezultd x = 36°. Din 2 = 18° rezult3 y = 54°. Din g = 18° rezultd z = 90°. Deci masurile

unghiurilor triunghiului sunt egale cu: 36°, 54° si 90°.
Triunghiul este dreptunghic, deoarece unul dintre unghiurile triunghiului are masura egala cu 90°.




Exerseazs, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C1_. Verifica daca urmatoarele masuri de unghiuri pot fi masurile unghiurilor unui triunghi.

a) 34°,71°5si 85% b) 12°37,77°13'si 90°10’; c) 24°,67°si 89°.
CZ_. Calculeaza masura celui de-al treilea unghi al unui triunghi, cunoscand masurile celorlalte doua
unghiuri:

a) €A =67°si «B=45% b) «A =85°17"si «C = 29°47"; c) «B=«C=75".

(.?;. Intr-un triunghi ABC, €A = 54° si B = 48°. Calculeaza masurile unghiurilor exterioare triunghiului ABC.

(i. Masurile a doua dintre unghiurile exterioare unui triunghi sunt egale cu 110°, respectiv 130°.
Calculeaza masurile unghiurilor interioare triunghiului.
(.5_. Calculeaza masurile unghiurilor unui triunghi ABC, stiind ca «ABC = 7x°, «BCA = 6x° — 10° si

+«CAB=5x"+10°.
CG_. Determind masurile unghiurilor unui triunghi, stiind ca sunt:
a) direct proportionale cu numerele 5,6 si 7;  b) invers proportionale cu numerele 2, 3 si 6.

7. Lucrati in echipe. Determinati, valoarea lui x din fiecare figura:

a) 7x+10°

c)M

2%+ 10° P

CS_. Determina masurile unghiurilor unui triunghi, stiind ca un unghi exterior are masura egala cu
110°si triunghiul are:
a) doua unghiuri congruente; b) un unghi drept.

. _ ®
e AUTOEVALUARE H

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

litera F. 3 puncte
a) Daca punctele A, B, C sunt necoliniare, atunci «ABC + «BCA + «CAB = 180°. A F
b) Daca punctele A, B, C sunt coliniare, atunci «ABC este alungit sau nul. A F
c) Suma masurilor unghiurilor exterioare ale unui triunghi este egalad cu 720°. A F
CZ’. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte
a) Un triunghi are masura unui unghi exterior egala cu 70°. Triunghiul este:
A. echilateral; B. ascutitunghic; C. dreptunghic; D. obtuzunghic.
b) Un triunghi care are toate unghiurile exterioare obtuze este un triunghi:
A. obtuzunghic; B. ascutitunghic; C. dreptunghic; D. echilateral.
3. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 3 puncte
Un triunghi care are:
a) un unghi exterior ascutit este... 1) ascutitunghic;
b) toate unghiurile exterioare congruente este... 2) dreptunghic;
c) un unghi exterior drept este... 3) echilateral;

4) obtuzunghic.

Din oficiu: 1 punctJ
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CONSTRUCTIA TRIUNGHIURILOR. |NEGALIT7\TI iNTRE ELEMENTELE
TRIUNGHIULUI

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

1. Constructia un triunghi cand se cunosc doua laturi si unghiul determinat de acestea
Sa construim un triunghi ABC care are AB=3 cm, AC= 2,5 cm si «A = 40°.
Rezolvare:
> Construim un unghi XAY cu masura de 40°.
> Mdsuram pe semidreptele AX si AY segmentele AB si AC, astfel
incat AB=3 cmsiAC=2,5cm.

> Punem in evidenta segmentul BC si am obtinut triunghiul ABC 3cm B X
(figura 1). Fig. 1
Observatii:

o Triunghiul ABC exista si este unic si daca unghiul A este drept, si daca unghiul A este obtuz.
e Unghiul A nu poate fi unghi alungit! Daca unghiul A este alungit, cele trei puncte A, B, C sunt
coliniare si, ca urmare, ele nu mai determina un triunghi.

2. Constructia un triunghi cand se cunosc o latura si unghiurile alaturate ei
Sa construim un triunghi ABC care are AB =3 cm, «A = 45° si «B = 65°.
Rezolvare:
» Construim un segment AB cu lungimea de 3 cm.
> Construim semidreptele AX si BY, astfel incat «XAB = 45° si «YBA = 65°.
> Notam cu C intersectia celor doua semidrepte si am obtinut, astfel,

triunghiul ABC (figura 2). 45°
Observatii: A 3cm B
e Triunghiul exista pentru A + «B < 180°. Fig. 2

e Dacd «A+«B=180°(de exemplu: «A=60°,«B=120°), cele doua semidrepte sunt paralele (unghiu-
rile A si Bdevin unghiuri interne de aceeasi parte a secantei AB), deci semidreptele nu se intersecteaza
si triunghiul nu exista (figura 3).

e Daca «A + «B > 180°, semidreptele AX si BY nu se intersecteazad, deci triunghiul nu exista nici in
acest caz (figura 4).

B A
Fig. 3 Fig. 4
3. Constructia un triunghi cand se cunosc lungimile celor trei laturi C
Sa construim un triunghi ABC care are AB=4 cm, AC=3cm si BC=2,5cm. X6

Rezolvare:
» Construim un segment AB cu lungimea de 4 cm.
> Construim cercul cu centrul in punctul A si raza r, = AC=3 cm,

(A, 3 cm). A . : B
> Construim cercul cu centrul in punctul Bsirazar,=BC= 2,5 cm, /
¢,(B,2,5cm). Fig.5
> Notam cu C unul dintre punctele de intersectie a celor doua o
cercuri si am obtinut triunghiul ABC (figura 5). E
Observatii:

e Problema are doua solutii, corespunzatoare celor doua puncte de intersectie a cercurilor ¢, si ¢,
CsiC.




e Pot aparea si situatii cand problema nu are nicio solutie:
- cazul in care cercurile ¢, si ¢, sunt cercuri exterioare (AB > AC + BC) (figura 6).
Exemplu:AB=3cm,AC=1,5cm,BC=1cm.
- cazul in care cercurile ¢, si ¢, sunt tangente exterioare (AB = AC + BC) (figura 7).
Exemplu:AB=2,5cm,AC=1,5cm,BC=1cm.

IS

Aol cm L dam B A B
3cm
Fig. 6 " Fig.7

Cele trei constructii realizate ilustreaza cazurile de constructie a triunghiurilor: LUL, ULU, LLL.

4. Construieste un triunghi ABC, foloseste instrumentele geometrice si verifica urmatoarele afirmatii:
a) Daca BC < AC < AB, atunci #A < £B < «C;
b) Daca «C < «B < <A, atunci AB < AC < BC. ¢
Rezolvare:
a) Construim, de exemplu, triunghiul ABC cu: AB=4cm, AC=3 cm si
BC=2,5cm (figura 8).

Prin masurare cu raportorul obtinem: «A < «B < «C. A B

b) Construim, de exemplu, triunghiul ABC, cunoscand lungimea
unei laturi si mdsurile unghiurilor aldturate acesteia:
AB=2cm, «A=70°si«B=60°(figura 9). Din «A + «B+ «C=180° rezulta
ca «C =180° - (70° + 60°) = 50° si «C < «B < «A. Prin masurare cu rigla
obtinem BC=2,4 cm si AC = 2,2 cm, adica AB < AC < BC.

Observatie:

Problema 4 sugereaza urmatorul rezultat: intr-un triunghi, laturii
mai mari i se opune unghiul mai mare si reciproc: intr-un triunghi,
unghiului mai mare i se opune latura mai mare.

Retine!

Cazurile de constructie a triunghiurilor

e Cazul LUL (latura — unghi - laturd): se poate construi un triunghi cand se cunosc lungimile a doua
laturi si masura unghiului determinat de cele doua laturi.

e Cazul ULU (unghi - latura — unghi): se poate construi un triunghi cand se cunoaste lungimea unei
laturi si masurile unghiurilor alaturate laturii respective, daca suma masurilor celor doua unghiuri
este mai mica decat 180°.

e Cazul LLL (latura - latura — latura): se poate construi un triunghi cand se cunosc lungimile laturilor
triunghiului, daca lungimea oricarei laturi este mai mica decat suma lungimilor celorlalte doua
laturi si mai mare decat modulul diferentei lungimilor celorlalte doud laturi.

Inegalitati intre elementele triunghiului

e in orice triunghi, unei laturi cu lungimea mai mare i se opune un unghi cu masura mai mare.

e in orice triunghi, unui unghi cu misura mai mare i se opune o latura cu lungimea mai mare.

e [n orice triunghi, lungimea unei laturi este mai mica decat suma lungimilor celorlalte doua laturi si
mai mare decat modulul diferentei lungimilor celorlalte doud laturi (inegalitatea triunghiului).

e intr-un triunghi dreptunghic, lungimea oricarei catete este mai mica decat lungimea ipotenuzei. )
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Aplicam cunostintele

a) Construieste un triunghi ABC cu AB=2 cm, BC= 1,5 cm si «A = 30°. Ai reusit? Este unic triunghiul
construit de tine?

b) Daca AB=2cm, BC=1,5 cm si €A = 70°, poti construi triunghiul ABC?
Rezolvare:
a) Pentru constructia acestui triunghi se cunosc lungimile a doua laturi ale triunghiului si masura unui
unghi, dar nu a celui determinat de cele doua laturi. Nu suntem in niciunul
dintre cazurile de constructie a triunghiurilor.
e Desendam segmentul AB cu lungimea de 2 cm.
e Desendm intr-unul dintre semiplanele determinate de dreapta AB
o semidreapta AX, astfel incat «XAB = 30°.
e Construim cercul cu centrul in punctul B si raza de 1,5 cm.
e Cercul intersecteaza semidreapta AXin doud puncte C, si C..
e Triunghiurile ABC, si ABC, indeplinesc conditiile din enunt.
Deci, am reusit sa construim triunghiul, insa acesta nu este unic.
b) Pentru a rezolva b), procedam la fel, doar ca de data aceasta vom considera semidreapta OY, astfel
incat «YAB = 70°. Se observa ca semidreapta AY nu intersecteaza cercul cu centrul in punctul B si raza
de 1,5 cm si, ca urmare, nu exista acest triunghi.
Observatie: In cazul in care se dau lungimile a doua laturi si masura unui unghi, altul decat cel
determinat de cele doua laturi, se pot construi doua triunghiuri, unul sau niciunul, motiv pentru care
acesta nu este un caz de constructie a triunghiurilor.

Exerseazs, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

-

Activitate pe grupe. Construiti:

a) un triunghi ABC, stiind ca AC=5 cm, BC=4 cm si «C = 1207

b) un triunghi MNP, stiind cd MN =4 cm, «M = 65° si «N = 55°;

¢) un triunghi DEF, stiind ca DE=6 cm, EF=3 cm si FD =4 cm.

Un triunghi ABC are «BAC = 100° si masura unui unghi exterior cu varful in punctul B de 135°.
a) Scrie unghiurile triunghiului in ordine crescatoare.

b) Scrie laturile triunghiului in ordine descrescatoare.

c) Construieste triunghiul, stiind ca AB =4 cm.

a) Construieste un triunghi ABC, stiind ca AB =4 cm si «A = «B = 50°.

b) Masoara laturile CA si CB. Ce observi?

c) Ce observatie poti face?

Adunand, doua cate doua, lungimile laturilor unui triunghi, obtinem 7 cm, 8 cm, respectiv 9 cm.

™

>

a) Calculeaza lungimile laturilor triunghiului. C
b) Construieste triunghiul. 50°
CS_. In figura alaturata se stie cd «DAC = 110° si £ACB = 60°.
a) Scrie unghiurile triunghiului in ordine descrescatoare. 110°
b) Scrie laturile triunghiului in ordine crescatoare. D A B

6. Perimetrul unui triunghi isoscel este egal cu 10 cm si lungimea uneia dintre laturi este egala
cu 2 cm. Folosind inegalitatea triunghiului, determina lungimile celorlalte doua laturi si construieste
triunghiul.




7. Un triunghi MNP are MN =6 cm, NP =1 cm si MP = x cm, unde x este un numar natural.
a) Foloseste inegalitatea triunghiului si determina-l pe x.
b) Construieste triunghiul MNP.

( 8. Pentru fiecare dintre situatiile urmatoare, demonstreaza ca nu exista niciun triunghi care sa
verifice conditiile date:

a)AB=10cm,BC=6cm,AC=2cm; b) AB=10cm,BC=6cm,AC=4cm;

c)AB=4,5cm, «B=180° BC=5,4cm; d) «xA=89°, AB=5cm, «tB=110°

\

1@.
( AUTOEVALVUARE < 10‘) )

(_1’. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 3 puncte
a) Daca lungimile laturilor unui triunghi ABC sunt AB =10 cm, AC =4 cm si BC = 8 cm, atunci:
A. «B < A < £C; B. ¥A< «B < <G C.«A<+C< «B; D. «C< «B < «A.
b) Daca masurile unghiurilor unui triunghi ABC sunt «A = 40° si «B = 80°, atunci:
A.BC<AC< AB; B.AB < BC< AG; C.BC<AB<AG D.AC< AB < BC.
CZ’. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
in figura alaturata, punctele B, C si D sunt situate pe dreapta d si triunghiul A

ABC este isoscel, cu baza BC. Punctul D este mijlocul segmentului BC, iar punctele
M si N se afla pe dreapta d si sunt diferite de punctele B, Csi D.

a) Daca MD = ND, atunci ... 1) AM = AB sau AN = AG;
b) Daca M se afla pe segmentul BC, atunci ... 2) AM > AB; d ; ;
c) Daca M nu este pe segmentul BC, atunci ... 3) AM < AG B b ¢
4) AM = AN.
C3’. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Un triunghi MNP are MN = 40 mm si NP = 30 mm. Cel mai mare numdr natural x, pentru care

MP = x cm, este egal cu |:|

Din oficiu: 1
in oficiu punctj

LINII IMPORTANTE iIN TRIUNGHI: BISECTOARELE UNGHIURILOR UNUI
TRIUNGHI. CERCUL INSCRIS IN TRIUNGHI

Observam si descoperim cunostinte noi

Mihaela construieste pe o coald de hartie glasatd, folosind cazul de constructie LLL, un triunghi
ABC cuAB =12 cm, BC=18 cm si AC = 16 cm. Ea decupeaza triunghiul desenat si-l pliaza, astfel incat
semidreptele AB si AC sa se suprapund, apoi il aduce in forma initiala. Apoi pliaza din nou triunghiul,
astfel incat semidreptele BA si BC sa se suprapuna, si-l aduce iar la forma initiala. Repeta plierea, astfel
incat semidreptele CA si CB sa se suprapund, si-l aduce din nou la forma initiala.

a) Realizeaza si tu operatiile pe care le-a efectuat Mihaela.

b) Folosind rigla si creionul, pune in evidenta dreptele dupa care s-au facut cele trei plieri si noteaza
cu [ punctul de intersectie a celor trei drepte.

c) Folosind un raportor, verifica daca Al, Bl si Cl sunt bisectoarele unghiurilor BAC, ABC si BCA.

d) Cu ajutorul unui echer, construieste perpendicularele din punctul I pe laturile BC, CA, respectiv
AB ale triunghiului ABC si noteaza cu M, N, respectiv P, picioarele perpendicularelor.

e) Cu origla gradatd, masoara distanta de la punctul / la laturile triunghiului.
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Observatii:

e Pliind triunghiul, astfel incat semidreptele AB si AC sa coincidd, am obtinut semidreapta Al, care
este axa de simetrie pentru unghiul BAC.

e Am invatat ca axa de simetrie a oricarui unghi este bisectoarea unghiului.

Deci Al este bisectoarea unghiului BAC (1). In acelasi mod se poate arata ca Bl si Cl sunt bisectoarele
unghiurilor CBA si BCA.

e Folosind raportorul simdsurand unghiurile formate de Al cu AB si AC vom constata ca «BAl = «CAl,
adica Al este bisectoare, lucru constatat si in (1).

Repetand masuratorile efectuate pentru Al si pentru Bl, respectiv C/ vom constata ca Al, B, Cl sunt
bisectoarele unghiurilor triunghiului si ca acestea sunt concurente in punctul /.

e Masurand distantele de la punctul /la laturile triunghiului vom constata ca ele sunt egale si repre-
zinta razele unui cerc cu centrul in punctul / si care este tangent laturilor triunghiului. Acest cerc se
numeste cerc inscris in triunghiul ABC.

In cele ce urmeaza vom construi un triunghi asemanator cu cel construit de Mlhaela lascara1:4,
folosind aceleasi notatii.

e Am obtinut triunghiul ABCcuAB=3cm,BC=4,5cmsiAC=4cm.

e Am construit bisectoarele unghiurilor triunghiului si am notat cu
I punctul lor de intersectie.

e Am notat d(/, BC) = IM, d(I, AC) = IN si d(/, AB) = IP.

e Prin masurare constatam ca IM = IN = IP = r, unde r este raza cer-
cului cu centrul in punctul / si tangent laturilor triunghiului ABC. B

e Prin bisectoare intr-un triunghi intelegem bisectoarea unui unghi al triunghiului respectiv. Cum un
triunghi are trei unghiuri, el are trei bisectoare.

e Bisectoarele oricarui triunghi sunt concurente intr-un punct, care, de reguld, se noteaza cu / si
reprezinta centrul unui cerc tangent laturilor triunghiului, numit cerc inscris in triunghi.

e Distantele de la punctul de concurenta a bisectoarelor unghiurilor unui triunghi la laturile acestuia
sunt egale cu raza cercului inscris in triunghi.

J

Aplicam cunostintele

Se considera un triunghi ABC si se noteaza cu [ intersectia bisectoarelor triunghiului. Determina
masurile unghiurilor triunghiului, stiind ca «ABI = 20° si «ACI = 40°. C

Rezolvare: 4

Daca Bl este bisectoare si «ABI = 20°, atunci «ABC =2 - 20° = 40° (1).

Daca Cl este bisectoare si «ACI = 40°, atunci «ACB = 2 - 40° = 80° (2).

Cum +ABC + +ACB + «BAC = 180°, tinand cont de (1) si (2), rezulta

40° + 80° + «BAC = 180° si «BAC = 60°. A 20° B

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

(.1_. Denumeste si deseneaza:
a) bisectoarea unui unghi; b) bisectoarea unui triunghi; c) cercinscris intr-un triunghi.

CZ_. a) Construieste un triunghi ABC si noteaza cu I centrul cercului inscris in triunghi.
b) Pune in evidenta segmentele Al, Bl si Cl.

c) Daca «IBC = 27° si «ICA = 43°, calculeaza unghiurile triunghiului ABC.




CB_. Activitate pe grupe. Construiti, folosind raportorul, bisectoarele unghiurilor triunghiului si

noteaza cu / punctul de intersectie a bisectoarelor in fiecare dintre cazurile:
a) AABC este ascutitunghic; b) ADEF este dreptunghic; c) AMNP este obtuzunghic.

B C E F N P

(i. a) Construieste un triunghi ABC si bisectoarele acestuia. Noteaza cu / punctul de intersectie a
bisectoarelor.
b) Daca «ABC = «ACB si «BIC = 110°, calculeaza masurile unghiurilor BAC, BAI si BIA. c

5. In figura alaturatd AD si BE sunt bisectoare si M este punctul lor de intersectie.
Daca distanta de la punctul M la latura AB este egala cu 3 cm, care este distanta de
la punctul M la latura BC? Dar distanta de la M la latura AC?
C6_. Punctul D este interior unui triunghi ABC. Daca «BAD = «CAD si «ABD = «CBD,
arata ca «BCD = «ACD. A
C7_. In triunghiul ABC, cu «BAC = 72°, se noteaza cu | punctul de intersectie a bisectoarelor unghiurilor

ABC si ACB. Calculeaza masura unghiului BIC.

Cg. Se considera un triunghi ABC si semidreapta AD bisectoarea unghiului BAC, D € BC. Construieste
triunghiul ABC, pentru fiecare dintre situatiile urmatoare si descrie pasii de realizare a constructiei.
a) «ABC=47°, AB=4 cm si «BAD = 23°; b) «BAC=60°, AB=4cmsiAD=5cm.

@
e AUTOEVALUARE )

‘ 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

litera F. 4,5 puncte
a) Punctul de intersectie a bisectoarelor unui triunghi este egal departat de laturile

triunghiului. A F
b) Punctul de intersectie a bisectoarelor unui triunghi nu este centrul cercului inscris

in triunghi. A F
c) Laturile oricarui triunghi sunt tangente cercului inscris in triunghi. A F

CZ’. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

a) In triunghiul ABC, AD este bisectoarea unghiului BAC. Dacd «+DAC = 30° si «+BDA = 60°, atunci
masura unghiului ABC este egala cu:

A. 60°% B. 907 C.100% D. 120°.

b) Tn triunghiul MNP, MM’ si NN’ sunt bisectoare, iar | este punctul de intersectie a bisectoarelor.
Daca distanta de la punctul / la latura MN este egala cu 3 cm, atunci distanta de la punctul / la latura NP
este egala cu:

A.6cm; B.2cm; C.4cm; D.3cm.

C3’. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Cercul inscris in triunghi este ... laturilor triunghiului.

\

Din oficiu: 1 punctJ
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LINII IMPORTANTE iN TRIUNGHI. MEDIATOARELE LATURILOR UNUI TRIUNGHI.
CERCUL CIRCUMSCRIS UNUI TRIUNGHI

Observam si descoperim cunostinte noi

Alexandru construieste pe o coald de hartie glasatd, folosind cazul de constructie LLL, un triunghi
ABCcuAB=12cm,BC=18cm i AC=16 cm. Decupeaza triunghiul desenat si-I pliaza, astfel incat varful
A sa se suprapuna peste varful B, apoi il aduce la forma initiala. Repeta plierea, pentru a suprapune
varful A peste varful C, aduce la forma initiala si apoi suprapune varful B peste varful C.

a) Realizeaza si tu operatiile pe care le-a efectuat Alexandru.

b) Folosind rigla si creionul, pune in evidenta liniile dupa care s-au facut cele trei plieri, noteaza cu
O punctul de intersectie a celor trei drepte.

c) Verifica, prin masurare, daca cele trei drepte sunt mediatoarele segmentelor AB, BC si CA.

d) Cu o rigla gradatd, masoara distantele de la punctul O la varfurile triunghiului.

Observatii:

e Pliind triunghiul pana cand varful A se suprapune peste varful B, am obtinut mijlocul segmentului
AB. Cum cele doua unghiuri formate in mijlocul segmentului sunt congruente (prin suprapunere
coincid) si suplementare, fiecare dintre ele este un unghi drept. Ca urmare, dreapta dupa care s-a facut
plierea este perpendiculara pe mijlocul segmentului AB, adica dreapta este mediatoarea segmentului
AB.1n acelasi mod se poate arata ca si celelalte drepte dupa care s-a facut plierea sunt mediatoare ale
laturilor AC si, respectiv, BC.

e Se poate verifica inclusiv prin masurare ca dreptele dupa care s-a facut plierea sunt mediatoarele
laturilor triunghiului. Am obtinut astfel cd mediatoarele laturilor triunghiului sunt concurente in
punctul O.

e Masurand distantele de la punctul O la varfurile triunghiului,
vom constata ca acestea sunt egale, deci reprezinta razele unui cerc
cu centrul in punctul O, care trece prin toate varfurile triunghiului.
Acest cerc se numeste cercul circumscris triunghiului ABC.

in cele ce urmeaza vom construi un triunghi asemanator cu cel
construit de Alexandru, la scara 1 : 4, folosind aceleasi notatii.

e Am obtinut triunghiul ABC cu AB = 3 cm, BC = 4,5 cm si
AC=4cm.

o Am construit mediatoarele laturilor triunghiului, le-am notat
cu ¢, b si, respectiv, a si am notat cu O punctul lor de intersectie.

e Masurand distantele de la punctul O la varfurile triunghiului,
constatam cd OA = OB = OC =R, unde R este raza cercului cu centrul @
in punctul O si care trece prin toate varfurile triunghiului.

, L Fene *
e Prin mediatoare intr-un triunghi intelegem mediatoarea unei laturi a triunghiului respectiv. Cum un
triunghi are trei laturi, inseamna ca are trei mediatoare.

¢ Mediatoarele oricdrui triunghi sunt concurente intr-un punct, care, de reguld, se noteazd cu O
0 si reprezinta centrul unui cerc care trece prin toate varfurile triunghiului, numit cercul circumscris
R triunghiului.

e Distantele de la punctul de concurentd a mediatoarelor laturilor unui triunghi la varfurile acestuia
sunt egale cu raza cercului circumscris triunghiului.

e Centrul cercului circumscris unui triunghi ascutitunghic se afla in interiorul triunghiului.

e Centrul cercului circumscris unui triunghi dreptunghic este mijlocul ipotenuzei.

e Centrul cercului circumscris unui triunghi obtuzunghic se afla in exteriorul triunghiului.
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Aplicam cunostintele

Punctele D si E din figura alaturata sunt situate pe dreapta
determinata de varfurile Bsi Cale triunghiului ABC. Daca punctul
B se afla pe mediatoarea segmentului AD, punctul C se afla pe
mediatoarea segmentului AE si M este punctul de intersectie a
celor doua mediatoare, demonstreaza ca:

a) punctul M se afla pe mediatoarea segmentului DE;

b) daca triunghiul ABC este isoscel, atunci CD = BE;

c) daca CD = BE, atunci triunghiul ABC este isoscel.
Rezolvare:

a) Notam cu a si b mediatoarele segmentelor AD si AE.Dina nb={M}rezultdcaM € asiM € b. Din
M e arezulta cda MA=MD (1), iar din M € b rezulta ca MA = ME (2). Din (1) si (2) obtinem MD = ME, adica
punctul M se afla pe mediatoarea segmentului DE.

b) Din B € arezulta ca AB= DB (3), iar din C € b rezulta AC = EC (4). Daca triunghiul ABC este isoscel,
atunci AB = ACsi din (3) si (4) rezulta ca DB = EC, adica CD + CB= CB + BE si CD = BE.

c) Dacd CD = BE, atunci CD + CB = BE + (B, adica DB = EC (5). Dar DB=AB (B € a) si EC=AC (C € b);
tinand cont de (5) rezulta ca AB = AC, adica triunghiul ABC este isoscel.

Exerseazs, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

(_1_. Construieste: a) mediatoarea unui segment;
b) mediatoarele laturilor unui triunghi; c) cercul circumscris unui triunghi.
CZ_. Activitate pe grupe. Construiti, folosind rigla si echerul, mediatoarele laturilor triunghiului si
noteaza cu O punctul de intersectie a mediatoarelor in fiecare din cazurile:
a) AABC este ascutitunghic;  b) ADEF este dreptunghic; c) AMNP este obtuzunghic.
A M

B C E F Ny P

(_3;. Activitate pe grupe. Construiti cercurile circumscrise triunghiurilor din figurile de mai sus si
completati spatiile punctate pentru a obtine propozitii adevarate.

a) Centrul cercului circumscris unui triunghi ascutitunghic se afla ...

b) Centrul cercului circumscris unui triunghi dreptunghic este ...

c) Centrul cercului circumscris unui triunghi obtuzunghic se afla ....
C‘L. a) Construieste un triunghi isoscel ABC cu AB = AC si mediatoarele laturilor AB si AC. Noteaza cu
O punctul de intersectie a mediatoarelor.

b) Daca punctul M este mijlocul laturii BC, arata ca punctele A, O si M sunt coliniare.

5. Triunghiul ABC este ascutitunghic, cu AB =4 cm si AC=6 cm. Mediatoarea laturii BCintersecteaza

latura AC'in punctul D.

a) Realizeaza o figura care sd ilustreze datele problemei.

b) Calculeaza perimetrul triunghiului ABD.
(_6_. a) Daca varful A al triunghiului ABC se afla pe mediatoarea segmentului BC, stabileste natura
triunghiului ABC.

b) Daca varfurile A si B ale triunghiului ABC se afla pe mediatoarele laturilor BC, respectiv AC,
stabileste natura triunghiului ABC.
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C7_. In figura alaturatd, DE si FG sunt mediatoare si M este punctul lor de
intersectie. Daca distanta de la punctul M la varful A este de 3 cm, care este
distanta de la M la varful B? Dar distanta de la punctul M la varful C?

(ﬁ' Se considera punctele A, B, O, C si D, coliniare in aceasta ordine.
Dreapta MO este atat mediatoarea segmentului BC, cat si mediatoarea
segmentului AD. Stiind ca BO=10cm, ¥, =120 cm si ¥, =70 cm,

AAMD ABMC
calculeaza lungimile segmentelor BC si MB si perimetrul triunghiului MBA.

: ®
e AUTOEVALUARE H

1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste
literaF.

4,5 puncte
a) Punctul de intersectie a mediatoarelor unui triunghi este egal departat de varfurile
triunghiului. A F
b) Punctul de intersectie a mediatoarelor unui triunghi nu este centrul cercului
circumscris triunghiului. A F
c) Varfurile oricarui triunghi se afla pe cercul circumscris triunghiului. A F
(_2’. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

a) Un triunghi ABC are varful A pe mediatoarea laturii BC si varful B pe mediatoarea laturii AC.
Triunghiul ABC este:
A. scalen; B. dreptunghic; C. echilateral; D. obtuzunghic.
b) Se considera un triunghi dreptunghic ABC. Daca lungimea ipotenuzei este egala cu 10 cm,
atunci distanta de la centrul cercului circumscris triunghiului la varful unghiului drept al triunghiului
este egala cu:

A.10 cm; B.5cm; C.20 cm; D. 2,5 cm.

C3’. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Centrul cercului circumscris unui triunghi dreptunghic este ....
Din oficiu: 1 punct

LINII INPORTANTE IN TRIUNGHI. |NALTIMILE UNUI TRIUNGHI

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

Ne propunem sa calculdm aria unui triunghi.

a) Construieste pe hartie glasata un dreptunghi ABCD, cu AB=12 cm si BC=6 cm.

b) Uneste punctele B si D, decupeaza dreptunghiul dupa dreapta BD si verifica daca cele doua
triunghiuri, determinate de dreapta BD cu laturile dreptunghiului, coincid prin suprapunere. Ce
observi?

c) Scrie formula pentru aria dreptunghiului si, folosind aceasta formula, scrie formula ariei unui
triunghi dreptunghic. Ce observi?

d) Construieste un triunghi oarecare ABC, construieste perpendiculara din punctul A pe dreapta BC
si noteaza cu D piciorul perpendicularei.

e) Scrie formula ariei pentru triunghiurile ABD, ACD si ABC. Ce observi?




Rezolvare:

Vom folosi scara 1: 3 pentru a ilustra etapele activitatii.

a) Construim figura 1.

b) Decupand cele doua triunghiuri dreptunghice, suprapunem
latura AD peste latura CB si latura AB peste latura CD. Astfel, prin
suprapunere, cele doua triunghiuri coincid, reprezinta aceeasi
suprafatd, deci vor avea aceeasi arie. Mai exact, aria fiecarui triunghi
dreptunghic va fi egala cu jumatate din aria dreptunghiului.

AB-AD

c) A,

“ABCD

=L-1=AB-ADsi A, ,,, , unde AB si AD sunt

catete ale triunghiului dreptunghic ABD.
Aria unui triunghi dreptunghic este egald cu semiprodusul catetelor.

d) Construim figura 2.

e) Triunghiurile ABD si ACD sunt dreptunghice; .7, BD-AD

MBD '
2

BD-AD N CD-AD  AD
2 2

ar /) o = A pop Ay pey Obtinem .7, =

Observatii:

1. Perpendiculara dintr-un varf al unui triunghi pe dreapta corespunzatoare

laturii opuse se numeste indltime.

<,

MCD 5

—-(BD+CD) = —-BC =
2 2

D Fig.2

CD-AD

AD BC-AD

2

in triunghiul ABC din figura 3, AD L BC, BE 1. AC si CF 1. AB, deci AD, BEsiCF ~ F

sunt inaltimi.

2. Dreptele determinate de inaltimile unui triunghi sunt concurente (trec D

prin acelasi punct).

3. Punctul de concurenta a indltimilor se noteaza, de reguld, cu H si se

numeste ortocentrul triunghiului.

4. In cazul triunghiului dreptunghic, doua dintre inaltimi sunt catetele
triunghiului si, ca urmare, ortocentrul triunghiului dreptunghic este varful

unghiuluidrept.infigura4,AB_L AC,AC_L AB,AD 1 BCsiortocentrul triunghiului

este punctul A.

Constructia inaltimilor unui triunghi ascutitunghic

Fig. 4

Inaltimile se construiesc cu ajutorul echerului: se plaseaza echerul cu una dintre catete pe latura pe
care dorim sa coboram perpendiculara si translatam echerul spre stanga sau spre dreapta, pana cand

cealalta catetad trece prin varful opus acelei laturi.

(1 (2]

AD1BC A AD 1 BC A
- CELAB

AD 1 BC A

AD N CE N BF ={H}

H este punct interior

triunghiului
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Constructia inaltimilor unui triunghi dreptunghic

* Doua dintre inaltimi sunt deja construite, ele fiind catetele triunghiului dreptunghic.
e Punctul de intersectie a catetelor este varful unghiului drept.

e Cea de-a treia inaltime se construieste cu ajutorul echerului.

(1) (2] (3]
CA_LAB £ CALAB,AB1CA CA LAB,AB1 CA AD L BC
£ H = A este ortocentru

C o

At B A

Constructia inaltimilor unui triunghi obtuzunghic

(1) (2]

AD 1 BC AD 1 BC,BE1 CA

H este punct exterior triunghiului

e Se numeste inaltime in triunghi segmentul determinat de un varf al triunghiului si piciorul perpen-
dicularei din acel varf pe dreapta corespunzatoare laturii opuse (sau lungimea acestui segment, in
functie de context).

e Inaltimile se construiesc cu ajutorul echerului.

o Dreptele determinate de inaltimile unuitriunghi sunt concurente. Punctul de concurenta a inaltimilor
se noteaza, de reguld, cu H si se numeste ortocentrul triunghiului. in triunghiul ascutitunghic,
ortocentrul se afla in interiorul triunghiului; in triunghiul obtuzunghic, ortocentrul se afla in exteriorul
triunghiului; in triunghiul dreptunghic, ortocentrul coincide cu varful unghiului drept.

& Aria unui triunghi este egald cu semiprodusul dintre lungimea bazei si indltimea corespunzatoare bazei.)

Aplicam cunostintele

in triunghiul ABC se construiesc inaltimile AA’ si BB’, A’ € BCsi B’ € AC. Stiind A
ca +AAC = 37°, calculeaza masurile unghiurilor A'CA si B'BC.
Rezolvare: B’
In triunghiul AAC, cu A’ = 90, avem: tAAC + «AAC + +A'CA = 180°, adica
37°+90° + «A'CA = 180°, de unde «A'CA = 53°.
n triunghiul B'BC, cu «B’= 90, avem: «B'BC + «BB'C + «BCB’= 180°, adica B C
£B'BC + 90° + 53° = 180°, de unde «B'BC = 37°. A
Observatie: Unghiul A'CA coincide cuunghiul BCB’,deoarece dreapta A'Ceste identica cu dreapta BC
(B, A’, C sunt puncte coliniare) si dreapta CA este identica cu dreapta CB’ (C, B’, A sunt puncte coliniare).




Exerseazs, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C’I_. Activitate pe grupe. Construiti:
a) perpendiculara dintr-un punct A pe o dreapta d si noteaza cu A’ piciorul perpendicularei;
b) distanta de la un punct A la o dreapta d;
) indltimea unui triunghi;
d) ortocentrul unui triunghi.
CZ_. Construieste triunghiul, indltimile triunghiului si noteaza cu H punctul de intersectie in fiecare caz:

a) AABC es}\e ascutitunghic; b) ADEF este dreptunghic; c) AMNP este obtuzunghic.
D M
B « E F N P

C?;. a) Construieste un triunghi ABC, inaltimile AA’, BB’ si noteaza cu H punctul lor de intersectie.

b) Daca «ABB’ = 20° si «AHB’ = 40°, calculeaza masurile unghiurilor triunghiului.
G a) Construieste un triunghi ABC, stiind ca «A = 50°, «B = 70° si inaltimea AA’ este egala cu 5 cm.

b) Explica pasii parcursi pentru construirea triunghiului.

c) Ce masura are unghiul dintre dreptele AA’si AB?
(.5;. In triunghiul ABC, semidreapta BB’ este bisectoarea unghiului ABC, B’ € AC, iar semidreapta BD
este bisectoarea unghiului ABB’, D € AC. Se noteaza cu E piciorul perpendicularei din punctul D pe
latura BC. Stiind ca «ABB’ = 40° si «BAB’=70°, calculeaza:

a) masurile unghiurilor triunghiului ABC;

b) masurile unghiurilor ADB, ABB’ si BB'C.
CG_. Triunghiul ABC este dreptunghic in A si «ABC = 43°. Daca AD este inaltime in triunghiul ABC,
calculeaza masurile unghiurilor: a) «DAB; b) «DCA; c) «DAG; d) «ADC.
C7_. in triunghiul ABC, BB’ si CC’ sunt inaltimi (B’ € AC, C’ € AB), iar BD si CE sunt semidrepte opuse
semidreptelor BB’ si CC’. Demonstreaza ca: a) «tABB’=«ACC; b) «ABD = «ACE.

. @
. v L > A
AUTOEVALUARE 10) )
(1_. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

a) Dreapta AD este indltime a triunghiului ABC (D € BC) si +ABC = 50°. Daca pe segmentul AD exista
un punct M egal departat de laturile AB si AC ale triunghiului, atunci masura unghiului BAC este egala cu:
A.100°% B. 80% C. 40°% D. 50°.
b) In triunghiul MNP, MM’ si NN’ sunt inaltimi, iar H este ortocentrul triunghiului. Masura unghiului
dintre dreptele PH si MN este egala cu:
A. 307 B. 60% C.90% D. 180°.
2. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator

aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
a) Ortocentrul unui triunghi ascutitunghic este ... 1) in exteriorul triunghiului;
b) Ortocentrul unui triunghi dreptunghic este .. 2) mijlocul uneia dintre laturile triunghiului;
) Ortocentrul unui triunghi obtuzunghic este... 3) un varf al triunghiului;

4) in interiorul triunghiului.
(3: Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 1,5 puncte

Intr-un triunghi, inaltimea poate fi consideratad segmentul de dreapta determinat de un varf al

ktriunghiului si piciorul perpendicularei din varf pe latura opusa, dar si ... Din oficiu: 1 punct)

193




194

LINII IMPORTANTE IN TRIUNGHI. MEDIANELE UNUI TRIUNGHI

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

1. Punctul M este mijlocul laturii BC a unui triunghi ABC.

a) Construieste triunghiul, stiind ca AB=4 cm, BC=5cm si AM =3,5 cm.

b) Despre segmentul determinat de varful A al triunghiului ABC si de mijlocul M al laturii BC se spune
ca este mediana a triunghiului ABC. Construieste si mediana determinata de varful C si mijlocul P al
laturii AB.

c) Noteaza cu G punctul de intersectie a medianelor AM si CP si cu N intersectia dreptei BG cu dreapta
AC. Foloseste o rigla gradata sau compasul si arata ca CP este mediana a triunghiului ABC.

Rezolvare:

a) Construim segmentul BC=5 cm si notam cu M mijlocul sdu. Obtinem
BM=MC=5cm:2=2,5cm. Construim triunghiul ABM folosind cazul
de constructie LLL (AB =4 cm, BM = 2,5 cm si AM = 3,5 cm). Unim
punctul A cu punctul Csi am obtinut triunghiul ABC.

b) Consideram P € AB, astfel incat AP=BP=AB:2=4cm:2=2cm.
Unim punctul C cu punctul P si am construit astfel mediana CP.

c) Notam {G} = AM " CPsi BG N AC = {N}. Folosind deschiderea compa- B
sului, verificdm congruenta segmentelor AN si CN. Deci, segmentul BN
este cea de a treia mediana a triunghiului ABC.

Constructia medianei intr-un triunghi

Pentru a construi mediana unui triunghi se parcurg urmatoarele etape:

> se mdsoara latura opusa varfului din care dorim sa construim mediana si se fixeaza mijlocul laturii

(figura 1);

> se uneste varful cu mijlocul laturii opuse (figura 2);

> se obtine figura 3.
A

Fig. 1

Observatie:

Cu acelasi procedeu se construieste cea de-a doua mediana, de exemplu,
BN (figura 4). Apoi:

> se noteaza intersectia medianelor AM si BN cu G (figura 4);

> se noteaza cu P intersectia dreptei CG cu segmentul AB (figura 4);

> segmentul CP va fi cea de-a treia mediana a triunghiului ABC.

Intr-adevar, folosind compasul, constatdm ca AP = PB. Rezulta ca P este
mijlocul segmentului AB, deci CP este mediana a triunghiului ABC, care trece
prin punctul G, numit centrul de greutate al triunghiului.




2. a) Construieste triunghiul ABC, stiind ca AB =3 cm, «BAC = 80° si AC = 2 cm. Construieste medianele
AA;, BB'si CC'si noteaza cu G centrul de greutate al triunghiului.

b) Masoara segmentele AG si A'G si calculeaza rapoartele: A—, ﬁ, ﬁ
AA" AAT AG
c) Masoara segmentele BG si B'G si calculeaza rapoartele: &, E, E
BB' BB’ BG
d) Masoara segmentele CG si C'G si calculeaza rapoartele: E ﬁ E
cc' cC caq Fig.5

Observatii:

e Construind, masurand si efectuand calculele, remarcam ca raportul in care centrul de greutate al
triunghiului imparte medianele este acelasi pe fiecare mediana.

e Centrul de greutate al triunghiului se afla la o treime de baza triunghiului si la douad treimi de varful

.

triunghiului.

e Mediana unui triunghi este segmentul determinat de un varf al triunghiului si mijlocul laturii opuse.
e Triunghiul are trei mediane.

e Intr-un triunghi medianele sunt concurente intr-un punct notat, de regul3, cu G si numit centru de
greutate al triunghiului.

o Centrul de greutate al triunghiului se afld pe fiecare mediand la o treime de bazd si doud treimi de varf.
e Inorice triunghi dreptunghic, lungimea medianei este jumatate din lungimea ipotenuzei.

e intr-un triunghi, orice medianad determind doua triunghiuri cu arii egale, numite triunghiuri
echivalente.

Y
Aplicam cunostintele
in triunghiul ABC se construieste mediana AM, M e BC. Arata c4 ariile triunghiurilor ABM si ACM sunt
egale.
Rezolvare:
Construim inaltimea AH (AH L BC, H € BC). Calculdam aria triunghiului ABM A
. }
si notam: .o/, = BM.- AH (1). Calculam aria triunghiului ACM si notam: .7, = !
}
. 1
= CM- AH (2). Cum M e BC si BM = CM rezulta, tinand cont de (1) si (2), ca |
2 B H M C
= A,
Observatii:
e Triunghiul ascutitunghic ABM are aceeasi inaltime cu triunghiul obtuzunghic AMC (perpendiculara
BC

dintr-un punct pe o dreapta este unica) si au bazele congruente (M € BC, cu BM=MC= 7).

o Cele doua triunghiuri determinate de mediana AM au aceeasi arie si fiecare are aria egala cu
jumatate din aria triunghiului ABC.
e Triunghiurile ABM si ACM sunt triunghiuri echivalente.
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Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C.L' Activitate pe grupe. Pentru fiecare dintre situatiile de mai jos, construiti medianele triunghiului
si noteaza cu G punctul lor de intersectie:

a) AABC este ascutitunghic; b) ADEF este dreptunghic; c) AMNP este obtuzunghic.
A M
B C E F N P
(_2_. Deseneaza un triunghi ABC si noteaza cu G punctul de intersectie a medianelor AM, BN si CP.
Calculeaza:
a) AG si AM, daca GM =3 cm; b) GN si BN, daca BG=4cm; ¢) PG si CG,daca PC=15cm.

C?;. Construieste un triunghi ABC, stiind cd punctul G este centrul de greutate al triunghiului,
AB=8cm, AG =6 cm si BG =4 cm. Explica pasii parcursi pentru construirea triunghiului.

C4_. Se da un triunghi ABC si un punct D pe latura BC, astfel incat triunghiurile ABD si ACD sa aiba
aceeasi arie (sa fie echivalente). Demonstreaza ca AD este mediana in triunghiul ABC.

CS_. in triunghiul ABC, punctul D este mijlocul laturii BC. Fie E simetricul punctului A fata de punctul D

si F mijlocul segmentului BE. Stiind ca aria triunghiului ABC este egala cu 72 cm?, calculeaza aria triun-
ghiului BDF.
CG_. Dreapta AD este mediana corespunzatoare laturii BC a unui triunghi ABC (D € B(). Stiind ca

BC =10 cm, perimetrul triunghiului ABD este egal cu 18 cm, perimetrul triunghiului ACD este egal cu
16 cm si perimetrul triunghiului ABC este egal cu 24 cm, calculeaza lungimea laturii AB. A
7. Infigura alituratd, segmentele AD si BE sunt inaltimi ale triunghiului ABC
(D € BC, E € AC) si M este punctul lor de intersectie. Daca MA = MB = MC,
demonstreaza ca: F E
a) punctele D si E sunt mijloacele laturilor BC, respectiv AC;
b) punctele C, M si F sunt coliniare, unde F este mijlocul laturii AB.

®,
4 N
G AUTOEVALUARE

< 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

litera F. 4,5 puncte
a) Punctul de intersectie a medianelor unui triunghi este centrul de greutate al

triunghiului. A F
b) Intr-un triunghi dreptunghic, centrul de greutate este mijlocul ipotenuzei. A F
¢) Centrul de greutate al unui triunghi se afld pe fiecare mediana la doua treimi

de baza si o treime de varf. A F

(2_. Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. Se considera un triunghi ABC si se notea-
za cu G centrul de greutate al triunghiului. Dreapta AG intersecteaza latura BCin punctul M. 3 puncte
a) Daca AM = 18 cm, lungimea segmentului AG este egald cu: A.6cm; B.12cm; C. 18 cm; D. 9 cm.
b) Daca GM =4 cm, lungimea segmentului AM este egald cu: A.8cm; B.4cm; C.12cm; D.6cm.

3. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
in triunghiul ABC, M este mijlocul laturii AC si G este centrul de greutate. Stiind cd BM = 9 cm,
katunci lungimea segmentului BG este egala cu |:| cm. Din oficiu: 1 punct)
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Exercitii si probleme recapitulative

(_1_. Daca x este masura in grade a unui unghi, iar triunghiul MNP are «MNP = 4x - 10°, «MPN = 3x + 10°
si «PMN = 2x, calculeaza masurile:

a) unghiurilor triunghiului PMN; b) unghiurilor exterioare ale triunghiului PMN.
2. Un punct M este interior unui triunghi ABC. Demonstreaza ca:
a) MA+ MB < AC + BG; b) %(AB+BC)+CA<MA+MB+MC<AB+BC+CA.

(i. in triunghiul dreptunghic ABC, cu A = 90°, bisectoarele unghiurilor B si C sunt concurente in
punctul /. Calculeaza masura unghiului CAl, suma masurilor unghiurilor IBC si ICB si masura unghiului BIC.
C‘L. Calculeaza masurile unghiurilor unui triunghi stiind ca sunt:

a) direct proportionale cu 3,75si8;  b)invers proportionale cu 3, 4 si 6.
CS_. Se considera un triunghi ABC cu «ABC = 110°, «ACB = 30° si indltimile AA’, A" € BCsi CC’, C’ € AB.
Calculeaza masurile unghiurilor AAB, C'CB si AAC.

C6_. Un triunghi dreptunghic are un unghi ascutit cu mdsura de 50°. Calculeaza masurile unghiurilor
exterioare ale triunghiului.

(.7_. Se considera un triunghi ABC si AD inaltimea corespunzatoare bazei BC, D € BC. Se noteaza cu E

intersectia perpendicularei in B pe BC cu dreapta AC si se noteaza cu F intersectia perpendiculareiin C
pe BC cu dreapta AB.

a) Demonstreaza ca EB || AD || FC. b) Daca «ABC = 60°, calculeaza «CFB.

c) Daca «BCA = 45°, calculeaza «AEB.
CS_. Se considera un triunghi ABC cu «ABC =45° si «BCA = 35°. Stiind ca AM este bisectoarea unghiului
BAC, calculeaza masurile unghiurilor BAC, CAM si AMB.

(_9_. Se considera un triunghi ABC si se noteaza cu D si E mijloacele laturilor AB, respectiv AC. Stiind ca
BE n CD ={G} si AG n BC = {0}, arata ca BO = CO.

Qg. Se considera un triunghi ABC cu «ABC = 40° si «ACB = 80°. Daca CD este bisectoarea unghiului ACB
(D e AB), calculeaza masurile unghiurilor BAC, ADC si CDB.
(1._1. Medianele AD, BE si CF ale triunghiului ABC sunt concurente in punctul G. Calculeaza:

a) GD, daca AG =24 cm; b) BG, daca GE=6 cm; «¢) GF siCG,daca CF=12cm.
Q_Z. Se noteaza cu O mijlocul unui segment AB si se noteaza cu d perpendiculara in punctul O pe
dreapta AB. Se noteaza cu C un punct oarecare de pe dreapta d, diferit de punctul O, si cu D simetricul
punctului Cfata de dreapta AB. Demonstreaza ca:

a) dreapta AB este mediatoarea segmentului CD; b) AC=BC=BD =DA.

Proiect

l
|
I o Elevii clasei seimpartin sapte grupe. Fiecare grupa va construi (pe hartie cartonatd/pe calculator) liniile
1 importante in triunghi: bisectoarea, mediatoarea, indltimea, mediana, punand in evidenta punctele de
| intersectie a acestora, in urmatoarele situatii:

' -grupa 1: pentru triunghiul ascutitunghic scalen; - grupa 5: pentru triunghiul dreptunghic scalen;
1 —grupa 2: pentru triunghiul ascutitunghicisoscel; - grupa 6: pentru triunghiul dreptunghic isoscel;
| —grupa 3: pentru triunghiul obtuzunghicisoscel; - grupa7: pentru triunghiul echilateral.

I —grupa 4: pentru triunghiul obtuzunghic scalen;

| Fiecare grupa va alege un reprezentant care sd prezinte proiectul in fata colegilor.

____________________________________________________________

4

197




198

m Timp de lucru: 50 de minute.

Subiectul I. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, completeaza casuta alaturata cu litera A. Tn
caz contrar, completeaza cu litera F.

(5p) | 1.Un unghiadiacent si suplementar cu unul dintre unghiurile unui triunghi se
numeste unghi exterior.
(5p) | 2.Triunghiul care are laturile de lungimi diferite se numeste triunghi scalen.

(5p) | 3. Constructia unui triunghi cand se cunoaste lungimea unei laturi si masurile
unghiurilor alaturate laturii respective este posibila totdeauna.
(5p) | 4. Orice varf al unui triunghi se afla pe mediatoarea laturii opuse varfului respectiv.

HEEEEN

Subiectul Il. Uneste, prin sdgeti, fiecare cifrd corespunzatoare enunturilor din coloana A cu litera care
indica raspunsul corect, aflat in coloana B.

A B

(5p) | 1.Semidreapta ale carei puncte sunt egal departate a) o inaltime a triunghiului;
de doua laturi ale unui triunghi este ...

(5p) | 2.Perpendiculara dintr-un varf al unui triunghi pe b) o mediana a triunghiului;
dreapta determinata de latura opusa este ...

(5p) | 3.Perpendiculara pe mijlocul unei laturi a unui c) mediatoarea unei laturi a
triunghi este ... triunghiului;

(5p) | 4.Segmentul determinat de un varf al unui triunghi d) bisectoarea unuia dintre
si mijlocul laturii opuse este ... unghiurile triunghiului;

e) o dreapta care nu are
puncte comune cu triunghiul.

Subiectul lll. Alege litera care indica singura varianta corecta.
(5p) | 1.Intersectia medianelor unui triunghi se numeste:

A. ortocentru; B. centru de C. centrul D. centrul cercului
greutate; cercului inscris; circumscris.
(5p) | 2.Intersectia inaltimilor unui triunghi se numeste:
A. ortocentru; B. centru de C. centrul D. centrul cercului
greutate; cercului inscris; circumscris.
(5p) | 3.Intersectia mediatoarelor unui triunghi se numeste:
A. ortocentruy; B. centru de C. centrul D. centrul cercului
greutate; cercului inscris; circumscris.
(5p) | 4.Intersectia bisectoarelor unui triunghi se numeste:
A. ortocentru; B. centru de C. centrul D. centrul cercului
greutate; cercului inscris; circumscris.

La subiectul IV scrie rezolvarea completa.

Subiectul IV. In triunghiul ABC, BM este bisectoarea unghiului ABC, M e AC, si BN este bisectoarea
unghiului ABM, N € AM. Daca NP 1. BC, P € BC, NP n BM = {O}, «MBC = 30°, «BMA = 80°, calculeaza
masurile unghiurilor:

(30p) | a) BAG; b) CNP; c) MON.

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul 1.1 1.2 1.3 1.4 1.1 1.2 1.3 4 | 1A 2 | M3 | m4 | va | Ivb | IVc
Punctajul
Nota




Vi.2. CONGRUENTA TRIUNGHIURILOR

CONGRUENTA TRIUNGHIURILOR OARECARE. CRITERII DE CONGRUENTA
A TRIUNGHIURILOR

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

Lucrare practica €)

Construieste pe o coald de hartie colorata un triunghi ABC, folosind
cazul de constructie LUL (AB =4 cm, «A = 40°, AC = 3 cm). Decupeaza
triunghiul cu ajutorul unei foarfeci. Repeta lucrarea pe o coald de hartie
de alta culoare. Suprapune cele doua triunghiuri decupate. Ce observi? Ly 4em
Rezolvare: Ai obtinut doua triunghiuri ABC si AB'C' de culori diferite,
care prin suprapunere coincid, deci sunt figuri congruente.
Observatii:

1. Lipeste in caiet cele doua triunghiuri congruente si de culori
diferite; noteaza in dreptul lor dimensiunile si cazul de constructie
folosit, ca in figura aldturata. Lyl 4em

2. Rezultatul lucrarii practice il putem exprima astfel: Oricare ar fi
doua triunghiuri ABC si AB'C', daca AB=A'B', «A = «A'si AC= A'C’, atunci
AABC = AAB'C.

Lucrare practica @

Construieste pe o coala de hartie colorata un triunghi DEF, folosind
cazul de constructie ULU (DE = 4 cm, «D = 50°, «E = 60°). Decupeaza
triunghiul cu ajutorul unei foarfeci. Repeta lucrarea pe o coald de hartie
de alta culoare. Suprapune cele doua triunghiuri decupate. Ce observi?
Rezolvare: Ai obtinut doud triunghiuri DEF si D'E'F' de culori diferite,
care prin suprapunere coincid, deci sunt figuri congruente.
Observatii:

1. Lipeste in caiet cele doua triunghiuri congruente si de culori
diferite; noteaza in dreptul lor dimensiunile si cazul de constructie
folosit, ca in figura aldturata.

2. Rezultatul lucrarii practice il putem exprima astfel: Oricare ar fi
doua triunghiuri DEF si D'E'F', daca «D = «D', DE= D'E'si «E = «E', atunci
ADEF=ADE'F'.

Lucrare practica €)

Construieste pe o coala de hartie colorata un triunghi MNP,
folosind cazul de constructie LLL (MN =5 cm, NP = 4 cm si
PM = 3 cm). Decupeaza triunghiul cu ajutorul unei foarfeci.
Repeta lucrarea pe o coala de hartie de alta culoare. Suprapune
cele doua triunghiuri decupate. Ce observi?

Rezolvare: Ai obtinut douad triunghiuri MNP si M'N'P' de culori
diferite, care prin suprapunere coincid, deci sunt figuri congruente. LLL 5cm
Observatii:

1. Lipeste in caiet cele doua triunghiuri congruente si de
culori diferite; noteaza in dreptul lor dimensiunile si cazul
de constructie folosit, ca in figura alaturata.

2. Rezultatul lucrarii practice il putem exprima astfel:
Oricare ar fi doua triunghiuri MNP si M'N'P', daca MN = M'N’, m
NP =N'P'si MP = M'P’, atunci AMNP = AM'N'P'. LLL 5cm
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e Doua triunghiuri se numesc triunghiuri congruente daca au laturile si unghiurile respectiv
congruente.
> Triunghiurile ABC si AB'C’,in care AB=AB', BC=B'C’, AC=A'C’, A= <A, «B= «B', «C= «C' se numesc
triunghiuri congruente. Scriem AABC= AAB'C'si citim ,triunghiul ABC este congruent cu triunghiul AB'C"".
> Perechile de laturi congruente, respectiv perechile de unghiuri congruente se numesc laturi
omoloage, respectiv unghiuri omoloage.
¢ Criterii de congruenta a triunghiurilor

> Criteriul LUL Doud triunghiuri care au doud laturi si unghiul determinat de acestea respectiv
(latura—unghi-laturd)  congruente sunt congruente.

Daca AB=AB', «tA=«A'si AC=A'C', atunci AABC= AAB'C..
> Criteriul ULU Doua triunghiuri care au cate o latura si unghiurile alaturate acesteia respectiv
(unghi-laturd-unghi)  congruente sunt congruente.

Daca «D=«D', DE = D'E', «E = «E', atunci ADEF = AD'E'F'.

> Criteriul LLL Doud triunghiuri care au laturile respectiv congruente sunt congruente.
(latura-latura-latura)  Dacd MN = M'N', NP = N'P'si MP = M'P', atunci AMNP = AM'N'P".
Observatii:

1. In rezolvarea problemelor, pentru a dovedi congruenta triunghiurilor este suficient sa dovedim congru-
enta a trei dintre cele sase elemente ale triunghiului, folosindu-ne de criteriile de congruenta: LUL, ULU, LLL.
2. In scrierea congruentei a doua triunghiuri trebuie sa fim atenti la ordinea literelor; astfel, literele care
reprezinta varfurile unghiurilor congruente trebuie sa ocupe aceeasi pozitie (acelasi loc) in scrierea
\denumirilor celor doud triunghiuri a caror congruenta trebuie dovedita.

J

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

1. Din congruenta triunghiurilor ABC si MNP rezulta congruente de laturi si de unghiuri omoloage.
Scrie toate congruentele posibile.
2. infigura 1, AB " CD = {0}, AO = BO si CO = DO. Demonstreaza ca AAOC = ABOD.

C?:. in figura 2 se stie cd AC= AD si BC = BD. Demonstreaza ca AABC = AABD.

G in figura 3 se stie ca «ABC = «FDE si BG = DH. Demonstreaza ca ABDG = ADBH. y
G B ¢

) B A/C\\B |

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3
In figura 4, O este mijlocul segmentului AB, AC = BD si «MAC = «NBD. Demonstreaza ca OC = OD.

In figura 5 se stie ca AB = DC si «tABC = «DCB. Demonstreaza ca «BAC = «CDB.
in figura 6 se stie ca «FAC = «EDB, «FCA = «EBD si AB = DC. Demonstreaza ca «AFC = «DEB.
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(2. Triunghiul ABC are proprietatea: AABC = ABCA.
a) Stabileste natura triunghiului ABC. b) Calculeaza «A + % -«B+ % -«C.

(.9_. Triunghiul ABC are proprietatea: AABC = AACB.
a) Stabileste natura triunghiului ABC.
b) Calculeaza perimetrul triunghiului ABC, stiind ca 2 - AB+ BC =20 cm.

~ ' @
e AUTOEVALUARE '“

(l. incercuieste litera corespunzitoare raspunsului corect. 3 punct
Se considera doua triunghiuri ABC si MNP.
a) Daca cele doua triunghiuri sunt congruente, iar perechile de unghiuri «A si «P, respectiv «C si
#M sunt unghiuri omoloage, atunci este corecta scrierea:

A. ABAC = ANPM; B. ABAC = APNM,; C. AABC= ANPM; D. ABAC = AMPN.
b) Daca AABC = AMNP, «A = 65° si «N = 75°, atunci:
A.«P=755% B. «P =65 C. «P=40° D. «P = 140°.

< 2. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator

aflat in coloana din dreapta. %o 4,5 puncte
Daca AABC= AKLM, AB=6 cm, AC=8 cm, BC =10 cm, atunci: oL
a)KL=.. 1) 8 cm; ¢ '}
b) KM = ... 2)10 cm; '
)Py = - 3)6cm;
4) 24 cm.
C3'. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. ‘ 1,5 puncte

Daca AABC = ABCA si AB = 6 cm, atunci media aritmetica a lungimilor laturilor triunghiului este
egalacu..cm.

Din oficiu: 1 punct)

\

CRITERII DE CONGRUENTI\ A TRIUNGHIURILOR DREPTUNGHICE

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

1. a) Scrie cazul de congruentd LUL pentru triunghiuri dreptunghice si exemplifica-I.

b) Scrie cazul de congruenta ULU pentru triunghiuri dreptunghice si exemplifica-I.
Rezolvare:

Doua triunghiuri dreptunghice au unghiurile drepte congruente (fiecare are masura de 90°). Din
acest motiv, pentru stabilirea congruentei intre doud triunghiuri dreptunghice, este suficient sa
identificdam, conform cazurilor de congruentd a triunghiurilor oarecare, doar doua congruente intre
elementele lor, din care o congruenta intre doua laturi.

a) Cazul LUL pentru triunghiuri dreptunghice devine cazul CC (cateta—cateta): daca AB = MN si
AC = MP, atunci AABC = AMNP.

b) Cazul ULU pentru triunghiuri dreptunghice devine:

» CU (cateta—unghi): daca DE = GK si «DEF = «GKH, atunci ADEF = AGKH;
» U (ipotenuza—-unghi): daca RT = VU si «RTS = «VUX, atunci ARTS = AVUX.
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Rezolvare:

AB =3 cm (figura 4).

X
Fig. 1

Observatii:
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2. a) Construieste pe o coald de hartie colorata un triunghi dreptunghic cu lungimea ipotenuzei de
3 cm si lungimea unei catete de 2 cm.
b) Numeste criteriul de constructie folosit.
c) Repetd constructia pe o coala de hartie de alta culoare. Decupeaza cele doua triunghiuri de
culori diferite si suprapune-le. Ce observi?

a) Construim un unghi drept XOY (figura 1).

Pe semidreapta OX a acestui unghi drept, luam segmentul OA =2 cm (figura 2).

Luam intre varfurile compasului 3 cm si cu varful compasului in A trasam un arc de cerc care inter-
secteaza semidreapta OY intr-un punct pe care-l notam cu B (figura 3).

Unim punctele A si B. Am construit triunghiul dreptunghic AOB, cu «O = 90°, AO = 2 cm si

b) Criteriul de constructie poate fi numit IC (ipotenuza-cateta).

Fig. 2

Y 4
B2 / B
7/
/
/
/
/
1
1
A X ! Al X A X
L
O||||||||||||||||||||‘|||||[| ! oh 0
a 1 2

Fig. 3 Fig. 4

c) Repetand constructia pe o coala de hartie de alta culoare, decupand triunghiurile obtinute si
suprapunandu-le, observam ca ele coincid si, ca urmare, sunt congruente.

e Dinrezolvarea problemei 2 putem deduce ca un triunghi dreptunghic poate fi construit cunoscand
doar lungimea unei catete si a ipotenuzei.

e Suprapunand triunghiurile construite la punctele a) si c), am obtinut triunghiuri congruente.
Ca urmare, cazul de constructie IC poate fi considerat caz de congruenta.

» Criteriul CC
(cateta—cateta)

> Criteriul CU
(cateta—unghi)

> Criteriul IC
(ipotenuza—catetd)
> Criteriul IU
(ipotenuza-unghi)

&

.
Retine! )

e Criterii de congruenta a triunghiurilor dreptunghice

Daca doua triunghiuri dreptunghice au catetele respectiv congruente, atunci
triunghiurile sunt congruente.

Daca doua triunghiuri dreptunghice au cate o cateta si cate un unghi ascutit
respectiv congruente, atunci triunghiurile sunt congruente.

Daca doua triunghiuri dreptunghice au ipotenuzele si cate o cateta respectiv
congruente, atunci triunghiurile sunt congruente.

Daca doua triunghiuri dreptunghice au ipotenuzele si cate un unghi ascutit
respectiv congruente, atunci triunghiurile sunt congruente.




Aplicam cunostintele A

Cl. in triunghiul isoscel ABC (AB = AC) se construieste inaltimea AM (AM L BC,

M e BQ). Arata ca AABM = AACM.

Rezolvare:

Triunghiurile ABM si ACM sunt dreptunghice deoarece AM L BC. Cum AB = AC -

(din ipoteza) si AM = AM (latura comuna), din cazul de congruenta IC rezulta ca B M ¢
AABM = AACM. D

(a. In triunghiul DEF se stie c& DH L EF, (H € EF) si HE = HF. Aratd ca

ADEH = ADFH.

Rezolvare:

Triunghiurile DEH si DFH sunt dreptunghice deoarece DH | EF. Cum HE = HF

(din ipoteza) si DH = DH (latura comuna), din cazul de congruenta CC rezulta ca £ ,_ £
ADEH = ADFH. H

(;. in triunghiul JKL se stie ca «JLK = «JKL, KM L JL si LN 1 JK. Arata ca A

ALMK = AKNL.

Rezolvare:

Triunghiurile LMK si KNL sunt dreptunghice deoarece KM L JL si LN L JK. Cum N M
+JLK = «JKL (din ipoteza) si KL = KL (latura comuna), din cazul de congruenta U

rezulta ca ALMK = AKNL. K L
&' in triunghiul MNP se stie ca MQ este bisectoarea unghiului NMP siinaltimea M
corespunzatoare bazei NP. Demonstreaza ca AMNQ = AMPQ.

Rezolvare:

Triunghiurile MNQ si MPQ sunt dreptunghice deoarece MQ este inaltime

(MQ L NP).Cum MQeste bisectoarea unghiului NMP, rezulta ca «<NMQ=«PMQ(1).

Dar MQ = MQ (latura comuna celor doua triunghiuri) (2). Din (1), (2) si cazul de

congruentd CU rezults ca AMNQ = AMPQ. N a P

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

CI_. Se considera un triunghi ABC dreptunghic in A si se noteaza cu B'si C' simetricele punctelor B si

Cfatd de punctul A. Demonstreaza ca AABC=AAB'C..

2. Se considera triunghiul ABC dreptunghic in A, cu «ABC = 45°. Se construieste indltimea AD
(D e BC) corespunzatoare bazei BC. Arata ca AABD = AACD.

3. Se considera un triunghi ABC ascutitunghic isoscel, cu AB = AC. Perpendicularele in punctul A
pe laturile AB si AC intersecteaza dreapta BC in punctele E, respectiv F. Stiind ca BE = CF, arata ca
AABE = AACF.

C‘L. Punctul P este interior segmentului MN. Se construieste perpendiculara in punctul P pe
dreapta MN, pe care se considerd, de aceeasi parte a dreptei MN, punctele O si Q, astfel incat OP = MP
si QP = NP. Arata ca AMQP = AONP.
CS_. In triunghiul ABC se construiesc inaltimile BE (E € AC) si CF (F € AB). Se noteaza cu H ortocentrul
triunghiului ABC. Stiind ca HE = HF, demonstreaza ca:

a) ABHF = ACHE; b) AAHF = AAHE.

6. Se considera triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC. Construim prin punctul B paralela la dreapta AC
sio notam cu d. Construim AE | d, E € d si CF | AB, F € AB. Arata ca AABE = ACAF.
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C7_. Se considera un triunghi ABC dreptunghic isoscel, cu «A = 90° si AB = AC. Prin punctul A se
construieste o dreapta a si se noteaza cu E si F picioarele perpendicularelor din B si C pe dreapta a.
Arata ca AABE = ACAF.
CS_. Se considera un triunghi dreptunghic ABC, cu «A =90°, AB =3 cm si AC = 2 cm. Pe semidreapta
BA seia un punctE, astfel incat BE =5 cm, iar pe semidreapta AC se ia un punct F, astfel incat CF=1cm.
Arata ca AABC = AAFE.

-

( AUTOEVALUARE )
CI’. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

A. AABC = AMNP, B. AABC = AMPN; C. AABC = APNM; D. AABC = ANPM.
b) Daca «A = «P =90°, AB=PM si BC= MN, atunci:
A. AABC = APNM,; B. AABC = APMN,; C. AABC = AMNP; D. AABC = ANPM.
(_2’. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu raspunsul corespunzator
aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte
Dacd ATSV = ARHK, «T = 90° si «S = 30°, atunci:
a)«K=.. 1) 45%
b) «H=... 2)90°%;
c)«R=.. 3) 60%
4) 30°.
(_3’. Completeaza spatiile punctate cu raspunsul corect. 1,5 puncte

care se opune unghiului drept se numeste ....

Se considera triunghiurile dreptunghice ABC si MINP.
a) Daca «A = «M = 90°, CB = NP si «C = «N, atunci:

Se considera un triunghi dreptunghic. Laturile care formeaza unghiul drept se numesc ..., iar latura

Din oficiu: 1 t
in oficiu punc)

METODA TRIUNGHIURILOR CONGRUENTE. APLICATII: PROPRIETATEA PUNCTELOR
DE PE BISECTOAREA UNUI UNGHI $I DE PE MEDIATOAREA UNUI SEGMENT

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

Se considera un triunghi si se fac urmatoarele afirmatii:
1. triunghiul este isoscel; 2. triunghiul are doua unghiuri congruente.
Demonstreaza ca cele doua afirmatii sunt echivalente.
Rezolvare:
1. Demonstram ca ,daca un triunghi este isoscel, atunci el are
unghiurile de la baza congruente”.
Ipoteza: AABC, AB=AC. Concluzia: +ABC = «ACB.
Demonstratie: Construim AD — bisectoarea unghiului BAC, D € BC. B
AB = AC (dinipoteza)

Stabilim congruente intre elementele triunghiurilor ABD si ACD: { «BAD = +CAD (din constructie).

AD = AD (laturd comuna)
Conform cazului de congruenta LUL, cele doua triunghiuri sunt congruente, adica AABD = AACD.
Conform definitiei triunghiurilor congruente rezulta ca: «<ADB = «ADC, BD = CD si «ABD = «ACD,
adica «ABC= «ACB (ceea ce trebuia ardtat).




2, Demonstram ca ,daca intr-un triunghi unghiurile de la baza sunt
congruente, atunci triunghiul este isoscel”

Ipoteza: AABC, +ABC = «ACB.

Concluzia: AB= AC.

Demonstratie: B D C

Din «ABC = «ACB rezulta ca unghiurile ABC si ACB nu pot fi obtuze (un triunghi are cel mult un
unghi obtuz).

Construim perpendiculara din A pe BC si notam cu D piciorul perpendicularei. Triunghiurile ABD
si ACD sunt dreptunghice. Stabilim congruente intre elementele triunghiurilor dreptunghice ABD si
. {(ABDE(ACD (dinipoteza siD € BC)

" | AD = AD (laturd comuna)
Conform cazului de congruenta CU, cele doua triunghiuri sunt congruente, adica AABD = AACD.
Conform definitiei triunghiurilor congruente rezulta ca: «BAD = «CAD, BD = CD si AB = AC (ceea ce
trebuia aratat).

Observatii:
1. Cele doua afirmatii sunt echivalente deoarece din prima afirmatie, prin demonstratie, a rezultat
cea de-a doua si reciproc, din a doua afirmatie, prin demonstratie, a rezultat prima.
2. Demonstratiile anterioare se bazeaza pe metoda numitd,metoda triunghiurilor congruente”.
3. Din rezolvarea problemei anterioare rezulta doud teoreme:
e Daca un triunghi este isoscel, atunci el are unghiurile de la baza congruente.
e Daca un triunghi are doua unghiuri congruente, atunci triunghiul este isoscel.
Despre fiecare dintre cele doua teoreme se spune ca este reciproca celeilalte si le putem enunta
printr-o singura teorema astfel:
e Un triunghi este isoscel daca si numai daca are doua unghiuri congruente.
Folosind simboluri si notatii matematice, teorema anterioara poate fi scrisa si astfel:
e Oricare ar fi un triunghi ABC,AB=AC < «B=+«C.

f Retine!

e Pentru a demonstra ca doua segmente sau doud unghiuri sunt congruente, se foloseste metoda
triunghiurilor congruente.
e Metoda triunghiurilor congruente presupune urmatorul rationament:

- identificarea a doua triunghiuri care contin ca elemente laturile sau unghiurile cdutate;

- incadrarea intr-un caz de congruenta (LUL, ULU, LLL sau CC, CU, IC, 1U);

—folosirea definitiei triunghiurilor congruente, din care rezulta ca toate elementele celor doua triun-
ghiuri sunt respectiv congruente, adica si congruenta segmentelor sau congruenta unghiurilor ceruta

\Tn problema.

Aplicam cunostintele

1. Demonstreaza teorema: Un punct este situat pe bisectoarea unui unghi daca si numai daca este
egal departat de laturile unghiurilor.
Rezolvare: X
Scriem teorema din enunt sub forma a doud teoreme reciproce, pe care le demonstram.
Teorema directd: daca punctul P se afla pe bisectoarea unghiului XOY, atunci
punctul P este egal departat de laturile unghiului. O<Yy----Fp----
Ipotezd: «XOY, «XOP = «YOP, PA L OX,A € OX; PB L OY, B € OY.
Concluzia: PA = PB.

J
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Demonstratie:

Folosim metoda triunghiurilor congruente.

Identificdm triunghiurile AOP si BOP care contin laturile PA, respectiv PB si precizdm congruentele:
+AOP = «BOP (dinipoteza) .

OP =OP (latura comuna) = AAOP = ABOP = PA=PB.
+«OAP = +0OBP (au 90° fiecare)

Teorema reciproca: daca P este un punct interior unghiului XOY, egal departat de laturile sale, atunci
punctul P se afla pe bisectoarea acestuia.

Ipoteza: «XOY, P € Int(«XOY), PA L. OX, A € OX; PB 1 OY, B € OY, PA=PB.
Concluzia: +AOP = «BOP.

Demonstratie:

Folosim metoda triunghiurilor congruente.

Identificdm triunghiurile AOP si BOP care contin unghiurile AOP, respectiv
BOP si precizam congruentele:

+OAP = «OBP (au 90° fiecare)

IC
OP =O0P (latura comuna) = AAOP = ABOP = « AOP = «BOP.
PA=PB (dinipoteza)

(a. Demonstreaza teorema: Un punct este situat pe mediatoarea unui segment daca si numai daca
este egal depadrtat de capetele segmentului.

Rezolvare:

Scriem teorema din enunt sub forma a doud teoreme reciproce, pe care le
demonstram.

Teoremadirecta: daca un puncteste situat pe mediatoarea unui segment,
atunci el este egal departat de capetele segmentului.

Ipoteza:d 1. AB,d n AB={0}, AO=BO, M e d.

Concluzia: MA= MB.

Demonstratie:

Folosim metoda triunghiurilor congruente.

Identificdm triunghiurile AOM si BOM care contin laturile MA, respectiv MB si precizdm congruentele:
AO=BO (dinipoteza)

cC
MO = MO (latura comuna) = AAOM = ABOM = MA = MB.
+«+AOM=+BOM (d L ABsiMed)

Teorema reciproca: daca un punct M este egal depdrtat de capetele unui

segment, atunci punctul M se afla pe mediatoarea segmentului respectiv.

Ipoteza: MA = MB.

Concluzia: AO = BO si MO L AB.

Demonstratie:

Construim bisectoarea unghiului AMB si notam cu O intersectia acesteia cu

latura AB. Folosim metoda triunghiurilor congruente.

Identificdam triunghiurile AOM si BOM care contin laturile AO, respectiv BO si unghiurile AOM, respectiv
MA = MB (ipoteza) oL

BOM. Precizam congruentele: «AMO =«BMO (din constructie) ;= AAOM = ABOM = AO = BO si
MO = MO (latura comuna)

+AOM = £BOM. Cum «AOM + +BOM = +AOB = 180°, rezulta ca *tAOM = «BOM =90°, adica MO L AB.Cum
MO este perpendiculara pe AB si contine mijlocul segmentului AB, rezulta ca MO este mediatoarea
segmentului AB.




\unui segment daca si numai daca este egal departat de capetele segmentului.

Retine! b

e Proprietatea punctelor de pe bisectoarea unui unghi: Un punct este situat pe bisectoarea unui
unghi daca si numai daca este egal departat de laturile unghiului.
e Proprietatea punctelor de pe mediatoarea unui segment: Un punct este situat pe mediatoarea

J

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

CI_. Se considera un segment AB si cercurile ¢, de centru A si raza r, respectiv ¢, de centru Bsirazar,
secante in punctele Csi D. Demonstreaza ca semidreapta:

a) AB este bisectoarea unghiului CAD; b) BA este bisectoarea unghiului CBD;

¢) CD este bisectoarea unghiului ACB; d) DC este bisectoarea unghiului ADB.
(.2_. in triunghiul isoscel ABC (AB = AC) consideram punctele D si E situate pe laturile AB, respectiv AC,
astfel incat BD = CE. Demonstreaza ca:a) BE=CD;  b) «CEB=«BDC.

3. Se considera triunghiul isoscel ABC (AB = AC) si A < 90°. Perpendicularele construite in punctul A pe
laturile AB si AC intersecteaza dreapta BC in punctele M si N. Demonstreaza ca triunghiul AMN este isoscel.
Cll. Se considera cercurile concentrice ¢, (O, 1) si ¢, (O, R) cu R > r. Pe cercul ¢, se iau punctele A, Bsi C,
astfel incat «AOB = «COB. Daca cercul ¢, intersecteaza semidreptele OA si OB in punctele D, respectiv
E, demonstreaza ca AABD = ABCE.

(..‘l. Se considera un unghi XOY si un punct A pe bisectoarea acestuia. Se noteaza cu B si C picioarele
perpendicularelor din A pe laturile unghiului (B € OXsi C € OY). Calculeaza lungimea segmentului BC,

stiind ca: a)AB=8cmsi A, =28 .cm; b)AC=12cmsi &, .= 40 cm.
6. Fie Cun punct situat pe mediatoarea segmentului AB, C ¢ AB. Calculeaza lungimea segmentului
AB, stiind ca: a) AC=14cmsi &, ,,.=38cm; b) BC=27 cm§i 7, =93 cm.

N\

. ‘ ®
r AUTOEVALUARE H
(0]

(_1’. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A.
in caz contrar, incercuieste litera F. 3 puncte
Observa figura alaturata, unde punctele A, B, Csi D sunt coliniare si
AB = CD. Daca +OAB = «ODC si «+OBC = +OCB, atunci:
a)OB=0D; A F b) OA=0D; A F c) «AOB=«DOC. A F A D
(2_. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu
raspunsul corespunzator aflat in coloana din dreapta. 3 puncte
Se considera un triunghi ABC.
a) Daca AABC = AACB si A = 30°, atundi ... 1 AB=AC=BCsivtA=+«B=C
b) Daca AABC= AACBsi «A=60° atunci..  2) AB=ACsi«B =55
c) Daca AABC = AACB si «A =70° atundi ... 3)AB=ACsi «C=75%
4) AB=ACsi«B=70".
(3_. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 3 puncte
in figura alaturata, punctul O se afla pe segmentul AC, dreptele AB
si CD sunt paralele, iar BA L AO, DC L CO. Daca AO = CD, «AOB = «CDO si
BO = 0D, atunci masura unghiului BOD este egala cu ...°.

O

A f o) C

Din oficiu: 1 punct)

207




208

Exercitii si probleme recapitulative

A
gl. in figura alaturata, triunghiul ABC este isoscel cu baza BC, BD = CE si
BD = +ACE. Demonstreaza ca:
a) AD = AE; b) «BAD = «CAE; c) «tADB=+AEC. D E
CZ_. Se considera un triunghi ABC cu «A = 90° si se noteaza cu D simetricul
punctului C fata de punctul A. Demonstreaza ca:

a) triunghiul CBD este isoscel;
b) semidreapta BA este bisectoarea unghiului CBD.

(_3;. Se considera un cerc ¢(O, r = OA) si semidreapta OM este bisectoarea
unghiului AOB. Demonstreaza ca:

<>
a) AM = BM; b) OM L AB. T\
- A B
(i. In interiorul unui unghi AOB se afla doua puncte C si D, astfel incat M S

fiecare este egal departat de laturile unghiului. Demonstreaza ca punctele
O, Csi D sunt coliniare.

CS_. Se considera un segment AB si perpendicularele MA si NB pe AB
(MA L AB, NB L AB). Daca MA = NB, demonstreaza ca AMAB = ANBA.

C D
CG_. in figura alaturata se stie cd AABC= ADCB. Demonstreaza ca:
a) AC|| BD; b) AB || CD.

7. Demonstreaza ca daca doua triunghiuri dreptunghice au aceeasi A B
arie si o pereche de catete congruente, atunci ele sunt congruente.
CS_. Se considera un triunghi ABC si se noteaza cu D simetricul punctului A fata de mijlocul segmen-
tului BC. Demonstreaza ca:

a) AB=(CD; b) AB || CD; c) BD=AG d) BD || AC. F

C9_. in figura alaturata se stie cd AABE = ACBD si «BAE = 60°. Daca punctele

A, B, C sunt coliniare: £ D
a) demonstreaza ca AB= CB;
b) calculeaza masura unghiului EFD.

(1.9. Se considera un triunghi ABC si se noteaza cu D simetricul punctului

A
B fata de punctul C. Dacd AACD = AACB, demonstreaza ca triunghiul ABC
este dreptunghic.
(1__1.Tn figura alaturata, unghiurile AOB, BOC si COA, in jurul punctului
O, sunt congruente. Daca segmentele OA, OB si OC sunt congruente,
demonstreaza ca triunghiul ABC este echilateral. B C

Q_Z. Se considera un triunghi ABC si se noteaza cu / punctul de intersectie a bisectoarelor unghiurilor
ABC si ACB. Daca Bl = Cl, demonstreaza ca triunghiul ABC este isoscel, cu AB = AC.
QE. Pe mediatoarea unui segment AB se considera punctele C si D,

situate de o parte si de alta a dreptei AB. Stiind ca AC || BD, demonstreaza £
ca dreapta AB este mediatoarea segmentului CD. A
Qﬁl. in figura alaturata se stie cd AB L AC, DE | DF sipunctele B, F,C, E D
sunt coliniare. Daca BF = CE si DF = AC, demonstreaza ca: B

a) AABC= ADEF; b) «ACE = «DFB; c) AE=DB. A M
Q_S. Triunghiul ABC din figura alaturata este echilateral, MA L AB, NB 1 BC,
PC 1L ACsi AM = BN = CP. Demonstreaza ca: N c
a) ACAM = AABN;
b) ACAM = ABCP;
c) MN = NP = PM. B P




Timp de lucru: 50 de minute.

Subiectul I. Daci apreciezi ca afirmatia este adevaratd, completeaza casuta aliturata cu litera A. In caz
contrar, completeaza cu litera F.

(5p) | 1.Daca AABC = ALMN, atunci «BCA = «NML.

(5p) | 2. Daca AABC = AMNP si triunghiul ABC este echilateral, atunci si triunghiul MNP este
echilateral. D
(5p) | 3. Bisectoarele unghiurilor ABC si BAC ale triunghiului ABC se intersecteaza in punc-
tul 1. Distantele de la punctul / la laturile triunghiului sunt: d(/, AB) = IM, d(l, BC) = IN |:|
sid(l, AC)=IP.Daca IM+IN =5 cm, atunci IP=5cm.

(5p) | 4. Mediatoarele laturilor AB si AC ale triunghiului ABC se intersecteaza in punctul O. |:|
Daca OC=3,5 cm, atunci OA+ OB =7 cm.

Subiectul Il. Uneste, prin sageti, fiecare cifrd corespunzatoare enunturilor din coloana A, cu litera care
indica raspunsul corect aflat in coloana B.

Se considera un unghi ascutit AOB si OM bisectoarea lui. Se iau doua puncte P si Q, punctul P
apartine semidreptei OA si punctul Q apartine semidreptei OB. Precizeaza ce caz de congruenta se
foloseste daca dorim sa demonstrdm ca AMOP = AMOQ, in fiecare dintre cazurile prezentate mai jos.

A B
(5p) | 1.PO=QO a) CG
(5p) | 2.«OMP=+0OMQ b) LUL;
(5p) | 3.MP LOAsiMQ L OB c) CY;
(5p) | 4.P, M, Q sunt coliniare si OM L PQ d) ULU;
e) IU.

Subiectul lll. La cerintele urmatoare alege litera care indica singura varianta corecta.
(5p) 1. Fie M un punct pe mediatoarea segmentului AB. Dacd punctul M nu se afla pe segmentul
AB si MA < AB, atunci triunghiul MAB este:

A. scalen; B. dreptunghic; C.isoscel; D. echilateral.
(5p) | 2.Fie OP bisectoarea unghiului AOB. Construim PM 1. OA, M € OAsi PN 1. OB, N € OB. Daca

PM=6cm,#,, =22 cmsi P =30 cm, atunci triunghiul MON este:
A. scalen; B. dreptunghic; C. echilateral; D. isoscel.

(5p) | 3.Se considera un triunghi ABC cu «A > 90°. Mediatoarele laturilor AB si AC intersecteaza la-
tura BCin punctele E, respectiv F. Daca &), . = 10 cm, atunci lungimea laturii BC este egala cu:
A.5cm; B.15cm; C.10 cm; D. 20 cm.
(5p) | 4. Fie OA bisectoarea unui unghi XOY. Perpendiculara in punctul A pe bisectoarea OA
intersecteaza laturile unghiului in punctele B si C. Daca AB = 9 cm si CO = 15 c¢m, atunci
perimetrul triunghiului BOC este egal cu:
A.39cm; B. 48 cm; C.33cm; D.51 cm.
La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete. A

Subiectul IV. In figura alaturat, triunghiul ABC este isoscel (AB = AQ),

punctul M este mijlocul laturii BC, iar punctele P si Q sunt picioarele per-
pendicularelor din M pe laturile AB si AC. Demonstreaza ca:

P Q
(5p) | a) «BAM = «CAM; 2
(5p) | b) MP=MQ; B C
(5p) | ¢) AAMP = AAMQ. M
Subiectul V. In figura aliturata se stie cd «+BDA = «CDA, DE = DF si semidreptele
DE, respectiv DF sunt bisectoarele unghiurilor BDA si CDA. Demonstreaza ca: E F
(5p) | a) «<EAD = «FAD; B C
(5p) b) «BED = «CFD;
(5p) | €)BE=CF.
Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10. D
Subiectul 1.1 12 [ 13 | 4 [ |2 03 |4 | mr 2 {3 |mafivallvb |IVc| Va | Vb | Vc
Punctajul
Nota
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Vi.3. TRIUNGHIURI PARTICULARE

PROPRIETi\TI ALE TRIUNGHIULUI ISOSCEL

Observam si descoperim cunostinte noi

1.1n triunghiul ABC, AA'este bisectoare si inaltime. A
a) Demonstreaza ca triunghiul ABC este isoscel.
b) Ce poti spune despre triunghiul in care o bisectoare este si inaltime?
Rezolvare:
a) Ipoteza: AABC, «BAA'= «CAA', «+BAA = «CAA =90°.
Concluzia: AB= AC.
Demonstratie:

AI
+BAA' = +CAA’ (dinipoteza)

cuU
«BA'A=+«CA'A(=90°) = AABA'= AACA'= AB = ACsi, ca urmare, triunghiul ABC este isoscel.
AA"= AA’ (laturd comuna)
b) Triunghiul in care o bisectoare este si inaltime este un triunghiisoscel.

2.In triunghiul ABC, AM este mediani si inaltime. A
a) Demonstreaza ca triunghiul ABC este isoscel.
b) Ce poti spune despre triunghiul in care o mediana este si inaltime?
Rezolvare:
a) Ipoteza: AABC, BM = CM, «AMB = «AMC = 90°.
Concluzia: AB= AC.

Demonstratie:
Identificdm triunghiurile ABM si ACM care contin laturile AB si AC. B L— N C
BM = CM (dinipotez3) . M

+*AMB = «AMC (=90°) = AABM = AACM = AB = ACsi, ca urmare, triunghiul ABC este isoscel.

AM = AM (laturd comuna)
b) Triunghiul in care o mediana este si inaltime este un triunghi isoscel.

Identificdam triunghiurile ABA’si ACA’ care contin laturile AB si AC. B C

( “

¢ Proprietati ale triunghiului isoscel
» Daca un triunghi este isoscel, atunci unghiurile alaturate bazei sunt congruente.
» Daca un triunghi are doua unghiuri congruente, atunci triunghiul este isoscel.
> Daca doua dintre liniile importante ale unui triunghi coincid, atunci triunghiul este isoscel.
> Bisectoarea unghiului opus bazei, mediatoarea bazei, indltimea si mediana corespunzatoare bazei
unui triunghi isoscel coincid. Fiecare dintre ele este si axa de simetrie a triunghiului.
> Daca mediatoarea unei laturi a unui triunghi trece printr-un varf al triunghiului, atunci triunghiul
este isoscel.
» Daca un triunghi este isoscel, atunci medianele corespunzatoare laturilor congruente sunt congruente.
» Daca un triunghi este isoscel, atunci bisectoarele unghiurilor congruente sunt congruente.
» Daca un triunghi este isoscel, atunci inaltimile corespunzatoare laturilor congruente sunt congruente.

Observatie: Pentru a arata ca un triunghi este isoscel, este suficient sa ardtam ca doua unghiuri sunt

\congruente sau ca doua linii importante, corespunzatoare unei laturi, coincid.

J




Aplicam cunostintele

Triunghiul ABC este isoscel cu AB = AC si AD este inaltime. Demonstreaza ca AD este:
a) mediang; b) bisectoare; c) mediatoare. A
Rezolvare:
Ipoteza: AABC, AB = AC, +ADB = «ADC = 90°.
Concluzia: a) BD = CD; b) «BAD = «CAD; c) AD L BC si BD = CD.
Demonstratie: AABD si AACD contin segmentele BD si CD.
AB=AC (dinipotezad)

. N BD=CD(a)
AD = AD (latura comuna) ; = AABD = AACD = .

«BAD = «CAD (b) B N q

+ADB = +ADC (=90°) D
c) Din enunt, AD L BCsi din a) BD = CD, deci AD este si mediatoarea bazei triunghiului ABC.
Observatie: Bisectoarea unghiului opus bazei, mediatoarea bazei, indltimea si mediana corespunzdtoare
bazei unui triunghiisoscel coincid.

Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C’I_. Se considera un triunghi ABC cu AB = AC. Stiind ca:
a) A =80°, calculeaza «B si «C; b) «B=70° calculeaza A si «C; c)«C=>50° calculeaza «A si «B.
2. Calculeaza masurile unghiurilor unui triunghi isoscel, stiind ca unul dintre unghiuri are masura
egala cu 40°.
C?L. Se considera un triunghi ABC. Demonstreaza ca daca «A = 65° si «B = 50°, atunci triunghiul ABC
este isoscel.
4. Fie triunghiul isoscel ABC cu baza AC. Calculeaza perimetrul triunghiului ABC, stiind ca:
a)AB=8cmsiAC=6cm; b) BC=12cm siAC=10cm.
CS_. Activitate pe grupe. Fie triunghiul isoscel ABC cu «A = «B si perimetrul de 40 cm. Calculati
lungimile laturilor triunghiului, stiind ca:
a)AB=8cm; b) AC=14 cm; c)BC=12cm.
(_6_. in triunghiul isoscel ABC cu BA = BC se stie cd AA' este bisectoarea unghiului BAC, A’ € BC.
Calculeaza masurile unghiurilor triunghiului ABC, stiind ca masura unghiului BAA este egala cu 37°.
C7_. In triunghiul isoscel ABC cu AC = BC se construieste mediana CM, M € AB. Daca masura unghiului
ACM este egala cu 23°43) calculeaza masurile unghiurilor triunghiului ABC.
CS_. Se considera un triunghiisoscel MNP cu MN = MP si un punct Q pe latura NP. Stiind ca mediatoarea
laturii NQ intersecteaza latura MN in punctul R, demonstreaza ca RQ || MP.

CQ_. in triunghiul isoscel ABC, cu varful in A, se construieste MN || BC, M € AB si N e AC. Demonstreaza
ca AMN este isoscel, analizand toate cazurile posibile.

Qg. Se considera un triunghi dreptunghic isoscel MNP cu MN = MP si un punct Q pe latura PN, diferit
de mijlocul segmentului PN. Perpendiculara in punctul Q pe latura PN intersecteaza laturile MN si MP
in punctele R si S. Demonstreaza ca PN = QR + QS.

Q_L Fie triunghiul isoscel ABC cu AB = AC. Se noteaza cu D si E simetricele punctelor A fata de B,

respectiv B fatd de C, iar cu G se noteaza intersectia dreptelor DC si AE. Demonstreaza ca triunghiul GEC
este isoscel.
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(l. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte
a)in triunghiul isoscel ABC, AB=2 cm si AC=6 cm. Daca & este perimetrul triunghiului ABC, atunci:
A.2?=10cm; B. <10 cm; m
C. 2> 14 cm; D. =14 cm.

b) In figura alaturata se stie cd NM = NP si PM = PQ. Daca
«MNP = 40°, atunci masura unghiului POM este egala cu:

A. 40°% B.70°%

C.45% D. 35°. N ' b Q
CZ'. Uneste, prin sageti, fiecare enunt aflat in coloana din stanga cu
raspunsul corespunzator aflat in coloana din dreapta. 4,5 puncte

Se considera un triunghi isoscel ABC cu AB = AC si un punct A’ pe latura BC.
a) Daca AA’este bisectoarea unghiului BAC, atunci masura unghiului AA'Ceste egald cu ... 1) gge:

b) Daca AA' este inaltime si «BAC = 70°, atunci masura unghiului BAA'este egala cu ... 2) 50°

c) Daca AA'este mediana si «CAA'= 25°, atunci mdsura unghiului BAC este egala cu ... 3) 30°%

4) 35°.

C3'. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Daca mediatoarea unei laturi a unui triunghi trece printr-un varf al triunghiului, atunci triunghiul

este ...
Din oficiu: 1 punct
L i iu: 1 punct )

PROPRIETATI ALE TRIUNGHIULUI ECHILATERAL

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

1. Daca un triunghiisoscel are un unghi cu masura de 60°, atunci triunghiul este echilateral.
Demonstratie:

Cazul I: Triunghiul ABC este isoscel cu «B = «C si «A = 60°.

Calculdm «B = «C=(180° - £A) : 2=(180°-60°) : 2 =120°: 2 = 60°. Deci «B = «C = «A = 60°.

Cazul II: Triunghiul ABC este isoscel cu «B = «C si «B = 60°.

Calculdm A = 180° - («B + «C) = 180° - (60° + 60°) = 180° - 120° = 60°. Deci «A = «B = «C = 60°.

in concluzie, daca oricare dintre unghiurile unui triunghi isoscel are masura de 60°, rezulta ca si
celelalte unghiuri au masura de 60°, adica triunghiul este echilateral.

2. Daca un triunghi este echilateral, atunci bisectoarea oricarui unghi, inaltimea, mediatoarea si
mediana corespunzatoare laturii opuse acelui unghi coincid.
Demonstratie:

Fie triunghiul ABC echilateral cu AB=AC=BC.

Din AB = ACsi proprietatile triunghiuluiisoscel rezulta ca bisectoarea unghiului A, inaltimea, media-
toarea si mediana corespunzatoare laturii BC coincid.

Din AC=BCsi proprietatile triunghiuluiisoscel rezulta ca bisectoarea unghiului C, inaltimea, media-
toarea si mediana corespunzatoare laturii AB coincid.

Din AB = BCsi proprietatile triunghiului isoscel rezulta ca bisectoarea unghiului B, inaltimea, media-
toarea si mediana corespunzatoare laturii AC coincid.

Deci, intr-un triunghi echilateral, bisectoarea oricdrui unghi, inaltimea, mediatoarea si mediana
corespunzatoare laturii opuse acelui unghi coincid.
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3. Descrie procedeul de constructie a unui triunghi echilateral cu lungimea laturii de a cm.
Rezolvare:

a) Constructia triunghiului echilateral cu ajutorul riglei gradate si a
raportorului

e Cu ajutorul riglei, construim un segment AB, cu AB=a cm.

e Cu ajutorul raportorului, construim semidreptele AX si BY, astfel incat
+XAB = 60° si «YBA = 60°.

e Notam cu Cintersectia celor doua semidrepte.

e Triunghiul determinat de punctele A, B, C este triunghiul echilateral ABC, cu
lungimea laturii a.

b) Constructia triunghiului echilateral cu ajutorul riglei gradate si a compasului

e Cu ajutorul riglei, construim un segment AB, cu AB=a cm. =L C -

e Stabilim intre varfurile compasului lungimea laturii AB si construim cercul
cu centrul in punctul A si raza de a cm.

e Construim cercul cu centrul in punctul B si raza de a cm.

e Notam cu C unul dintre punctele de intersectie a celor doua cercuri.

e Triunghiul determinat de punctele A, B, C este triunghiul echilateral ABC,cu A ¢
lungimea laturii de a cm. ,oooaom '

A/N60°
acm

Aplicam cunostintele

Se considera un triunghi echilateral ABC pe laturile caruia se iau punctele M € AB, N € BCsi P € AC,

astfel incat AM = BN = CP. Demonstreaza ca triunghiul MNP este echilateral.
Rezolvare:

Ipoteza: AABC,AB=BC=AC;M € AB, N € BC, P € AC,AM=BN=CP.
Concluzia: MN = NP = PM.

Demonstratie:

Din AB = BC = CA si AM = BN = CP rezulta ca AB- AM =BC - BN = AC - CP,
adica BM = CN =AP (1).

Identificam triunghiurile BMN si CNP care contin laturile MN si NP.
BM=CN (din (1)) oL

#«MBN = «NCP (=60°) r = ABMN = ACNP = MN = NP (2).

BN =CP (dinipoteza)

Analog se arata ca ACNP = AAPM si NP = PM (3).

Din (2) si (3) rezulta ca MN = NP = PM, adica triunghiul MNP este echilateral.

¢ Proprietati ale triunghiului echilateral
» Daca un triunghi are toate unghiurile congruente, atunci triunghiul este echilateral.
» Daca un triunghi are doua unghiuri cu masura egala cu 60°, atunci triunghiul este echilateral.
» Daca un triunghi isoscel are un unghi cu mdsura egala cu 60°, atunci triunghiul este echilateral.
> Daca un triunghi este echilateral, atunci toate unghiurile triunghiului sunt congruente, fiecare
avand masura de 60°.
> Intr-un triunghi echilateral, bisectoarea oricarui unghi, indltimea, mediatoarea simediana corespun-
zatoare laturii opuse acelui unghi coincid.
> Intr-un triunghi echilateral, centrul cercului inscris, ortocentrul, centrul cercului circumscris si

“ \

centrul de greutate coincid. §
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Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

C.L' Construieste un triunghi echilateral ABC cu lungimea laturii egala cu 3,5 cm, folosind cazul de
constructie:
a) LUL; b) ULU; c) LLL.

2. Untriunghiechilateral si unul isoscel au acelasi perimetru. Stiind ca latura triunghiului echilateral
este egald cu 8 cm si lungimea bazei triunghiului isoscel este egala cu 6 cm, calculeaza lungimile
laturilor congruente ale triunghiului isoscel.

C3_. Se considera un punct O interior segmentului MN. De aceeasi parte a dreptei MN se construiesc
triunghiurile echilaterale MOP si NOQ. Demonstreaza ca:
a) MP || OQ; b) PO || NQ.

4. Fie MQ bisectoarea unghiului M al triunghiului echilateral MNP, Q € NP. Se construieste paralela
prin punctul Q la dreapta MN, care intersecteaza latura MP in punctul R. Stiind ca MQ N NR = {S},
calculeaza masurile unghiurilor triunghiurilor:

a) MINS; b) MSR; <) NRQ.
CS_. Pe latura AB a triunghiului echilateral ABC se considera un punct D. Se construiesc: paralela DE la
AG, E € BC, si paralela DF la BC, F € AC.

a) Calculeaza perimetrul triunghiului ABC, stiind ca 7>, . = 18 cm si &, ;.= 36 cm.
b) Calculeaza perimetrul triunghiului ADF, stiind ca &, ,,. =45 cm si 7, . = 27 cm.

6. Se considera un triunghi ascutitunghic isoscel ABC, cu AB = AC, si se noteaza cu H piciorul per-
pendicularei din varful B pe latura AC. Stiind ca BC =2 - AH, arata ca triunghiul ABC este echllateral
C_ in figura alaturat, triunghiul ABC este echilateral. Se construiesc perpen-

dicularele MA L AC, NB 1 BA si PC 1 CB, astfelincat AM=BN =CPsiAM < AB.Arata m P
ca triunghiul MNP este echilateral.

Cg. Se considera un triunghi echilateral ABC si punctele A', B, C' pe dreptele AB,

BC, CA, astfel incat B este intre A si A, C este intre B si B', A este intre Csi C'si BA'=
= (B'= AC'. Demonstreaza ca triunghiul A'B'C’ este echilateral. N

C9_. Fie triunghiul echilateral ABC. Se noteaza cu A', B', C' simetricele varfurilor triunghiului fata de
laturile BC, AC, respectiv AB. Stiind ca perimetrul triunghiului ABC este egal cu 18 cm, calculeaza
perimetrul triunghiului AB'C".

s | 2 &
-

(l. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

litera F. 4,5 puncte
a) Daca un triunghi are un unghi cu masura de 60°, atunci triunghiul este echilateral. A F
b) Dacd un triunghi are doua unghiuri cu masura de 60°, atunci triunghiul este echilateral. A F
c) Daca un triunghi isoscel are un unghi exterior cu masura de 120°, atunci triunghiul este

echilateral. A F

(_2’. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte
a) Orice triunghi echilateral este:
A. obtuzunghic; B. dreptunghic; C. ascutitunghic;  D. dreptunghic isoscel.
b) Perimetrul unui triunghi echilateral cu lungimea laturii egala cu 6,(3) cm este egal cu:

A.2,1 cm; B.18,9 cm; C.19cm; D.20 cm.
(3;. Completeaza spatiul punctat cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Se considera triunghiul echilateral ABC si se noteaza cu D simetricul punctului A fata de dreapta
\BC' Masura unghiului ABD este egala cu ...°. Din oficiu: 1 punctj
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Proiect

Demonstreaza ca urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

a) Daca doua bisectoare ale unui triunghi sunt si inaltimi, atunci triunghiul este echilateral.
b) Daca doua mediane ale unui triunghi sunt si inaltimi, atunci triunghiul este echilateral.

c) Daca doua bisectoare ale unui triunghi sunt si mediane, atunci triunghiul este echilateral.
Adauga demonstratiile tale la portofoliul personal.

PROPRIETATI ALE TRIUNGHIULUI DREPTUNGHIC. TEOREMA LUI PITAGORA

-

Rezolvam, observam si descoperim cunostinte noi

1. Demonstreaza urmatoarea teorema: Daca un triunghi este dreptunghic, atunci lungimea medianei
corespunzatoare ipotenuzei este jumatate din lungimea ipotenuzei.

D B
Ipoteza: AABC, «A =90°% M € BC, BM = CM. Concluzia: AM = % M
Demonstratie:
Construim simetricul punctului A fata de punctul M si-l notam cu D. c )

Identificdm in triunghiurile ABM si DCM urmatoarele congruente:
BM =CM (din ipotezad) L

+«AMB = «DMC (opuse la varf) » = AABM = ADCM = AB = DC (1), *tABM = «DCM (2).

AM =DM (din constructie)

In AABC avem: «ABC + «ACB = 90° = «ABM + «ACM = 90° (_—2; +«DCM + «ACM = 90° = «DCA = 90°.
Identificdm in triunghiurile ABC si CDA urmatoarele congruente:

AB=DC (din demonstratia (1)) «

AC =CA (laturda comuna) = AABC=ACDA = BC=AD (3). Obtinem AM =
#BAC = «DCA (=90°)

Observatie: Teorema demonstrata anterior se numeste teorema medianei.

Reciproca teoremei medianei: Daca intr-un triunghi lungimea medianei este jumatate din lungimea
laturii pe care cade, atunci triunghiul este dreptunghic.

AD ) BC
2 2

Ipoteza: AABC, M € BC, BM = CM, AM = % Concluzia: #+BAC = 90°. B
Demonstratie: <
Din AM = % rezultd ca AM = MB si AM = MC. Din AM = MB rezulta ca M
triunghiul AMB este isoscel si «MAB = «MBA = o (1). Din AM = MC rezulta ca B B
triunghiul AMC este isoscel si «MAC = «MCA = (2). C A

In triunghiul ABC avem: «A + «B + «C = 180°, adicd o. + B + . + B = 180° si obtinem c& 2o + 2 = 180°,
respectiv a + B =90°. Cum «BAC = a. + 3 = 90°, triunghiul ABC este dreptunghic, cu «A = 90°.

2. Demonstreaza urmatoarea teorema: intr-un triunghi dreptunghic, cu masura ¢
unui unghi egala cu 30°, lungimea catetei care se opune acestui unghi este egala ///
cu jumatate din lungimea ipotenuzei. ;o

: BC y
Ipoteza: AABC, «BAC = 90°, «ACB = 30°. Concluzia: AB = - )/

/
Demonstratie: /
Construim simetricul punctului B fata de punctul A si-l notam cu D. P
D A B
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Identificdm in triunghiurile ACD si ACB urmatoarele congruente:

AD = AB (din constructie) «

AC = AC (latura comuna) = AACD = AACB = CD = (B, adica ABCD
#DAC = «BAC («DAC = «DAB — «BAC =180°—90° =90°)

. o . . BD O BC . . BC
este isoscel. Cum «CBD = 60° = ABCD este echilateral si BD = BC(1). Dar AB= -5 T,adlcaAB= -

Observatie: Deoarece masurile unghiurilor triunghiului sunt de 30°, 60°, 90°, aceasta teorema se mai
numeste si teorema 30-60-90.

Reciproca teoremei 30-60-90: Daca intr-un triunghidreptunghic lungimea unei catete este jumatate
din lungimea ipotenuzei, atunci masura unghiului opus acestei catete este egala cu 30°.

C

Ipoteza: AABC, «BAC = 90°, AB = % Concluzia: +ACB = 30°. ,

/7
Demonstratie: //'
Construim simetricul punctului B fatda de punctul A si-l notam cu D. )/
Observam ca «DAC = «DAB - «BAC = 180° - 90° = 90° = «BAC. )/
Identificdm in triunghiurile ACD si ACB urmatoarele congruente: /
AC = AC (latura comund) | DL'_ L

AD = AB (din constructie) r = AADC = AABC = DC = BC (1) si «tACD = «ACB (2).
+DAC = «BAC

DarDB=2-AB=2- % = BCssi din (1) rezulta ca DC = BC = DB, adica triunghiul BCD este echilateral.

Din «BCD = 60° si din (2) rezulta ca «ACB = «ACD =60°:2 = 30°.

3. Construieste un triunghi dreptunghic ABC, cu A = 90°, astfel incat:

a)AB=3cm,AC=4cm; b) AB=5cm,AC=12cm; c)AB=8cm,AC=15cm.
Mdsoara ipotenuza BC in fiecare caz si verifica daca relatia: AB* + AC?> = BC? este adevarata.
Observatii: Construind triunghiurile si masurand ipotenuzele obtinem:

a) BC=5cm, 32 + 4% = 52 si relatia AB?> + AC? = BC? este adevarata;

b) BC=13 cm, 5% + 12% = 132 si relatia AB> + AC*> = BC? este adevarata;

c) BC=17 cm, 8% + 152 = 172 si relatia AB*> + AC?> = BC? este adevdrata.

Relatiile obtinute reprezinta cazuri particulare ale teoremei lui Pitagora. Tripletele: (3, 4, 5), (5, 12, 13),
(8, 15, 17) se numesc numere pitagoreice, deoarece ele satisfac relatia dintre lungimile catetelor si
lungimea ipotenuzei unui triunghi dreptunghic.

Teorema lui Pitagora se enunta astfel: intr-un triunghi dreptunghic, patratul lungimii ipotenuzei este
egal cu suma patratelor catetelor.

e Daca triunghiul dreptunghic este notat ABC, cu «A = 90°, atunci BC? = AB* + AC2. Notand AB =,
BC=a, AC = b, atunci teorema lui Pitagora se scrie sub forma: a* = b + %

“ \

e Proprietati ale triunghiurilor dreptunghice
> Teorema medianei: intr-un triunghi dreptunghic, lungimea medianei corespunzitoare ipotenuzei
este egala cu jumatate din lungimea ipotenuzei.
> Reciproca teoremei medianei: Daca mediana unui triunghi are lungimea egala cu jumatate
din lungimea laturii corespunzatoare, atunci triunghiul este dreptunghic si are ca ipotenuza latura
corespunzatoare medianei.
» Centrul cercului circumscris unui triunghi dreptunghic este mijlocul ipotenuzei.




Vs

&

N N\
» Teorema 30-60-90: Intr-un triunghi dreptunghic cu masura unui unghiegala cu 30°, lungimea

catetei care se opune acestui unghi este egala cu jumatate din lungimea ipotenuzei.

> Reciproca teoremei 30-60-90: Daca intr-un triunghi dreptunghic lungimea unei catete este
jumatate din lungimea ipotenuzei, atunci masura unghiului opus acestei catete este egala cu 30°.
Teorema lui Pitagora: Daca un triunghi este dreptunghic, atunci suma patratelor lungimilor
catetelor este egala cu patratul lungimii ipotenuzei.

> Trei numere naturale g, b, c care satisfac relatia: a> + b> = c*formeaza un triplet de numere pitagoreice.
Cel mai cunoscut triplet de numere pitagoreice este tripletul (3, 4, 5).

» Daca g, b, c sunt numere pitagoreice, atunci si multiplii acestoraa-n, b - n, c- n, unde n este numar
natural, n > 2, sunt numere pitagoreice.

> Tripletele de numere pitagoreice ne ajuta sa verificam daca un triunghi este dreptunghic.

Aplicam cunostintele

C’L. Triunghiul ABC este dreptunghic, cu «A = 90°. Daca AB =7 cm si AC = 24 cm, calculeaza BC.

Rezolvare: Din teorema lui Pitagora avem: AB? + AC? = BC2. Inlocuim: 7% + 242 = BC?. Obtinem:

BC? =625 =252 deci BC=25cm.

CZ’. a) Verifica daca tripletul (11, 60, 61) este un triplet de numere pitagoreice.

b) Daca MN =11 cm, MP = 60 cm si NP = 61 cm, precizeaza daca triunghiul este dreptunghic si care
este unghiul drept.

Rezolvare: a) Cum 112 =121, 602 = 3600, 612 = 3721 si 121 + 3600 = 3721, rezulta ca (11, 60, 61) este
un triplet de numere pitagoreice; b) La punctul a) am aratat ca 112 + 60% = 612, adica MN? + MP? = NP?,
ceea ce arata cd triunghiul MNP este dreptunghic, cu «M = 90°.

@. Se considera un triunghi echilateral ABC si se noteaza cu B’ simetricul punctului B fata de punc-
tul C. Demonstreaza ca:

a) «BAB'=90°; b) «AB'B = 30°.

Ipoteza: AABC, AB=BC=AC, C e BB'si CB'=(CB. L
Concluzia: a) «BAB' = 90°% b) «+AB'B = 30°. ot
Demonstratie: B'«=~ -~

A !

a) Cum BC=CB', rezulta ca BC= % .Dar BC=ACsi, caurmare, AC= % .In triunghiul ABB', lungimea

medianei AC este jumatate din lungimea laturii corespunzatoare si, aplicand reciproca teoremei 1,
rezulta ca triunghiul AB'B este dreptunghic, cu ipotenuza BB', adica «BAB' = 90°.

b) in triunghiul BAB', decarece «BAB' = 90° si AB=AC = % , aplicand reciproca teoremei 30-60-90,
rezultd ca «AB'B = 30°.

G. Se considera un triunghi dreptunghic ABC, cu «A = 90° si «C = 30°. Se construieste inaltimea AH,
H e BC. Stiind ca AB = 6 cm, calculeaza: ¢

a) BG; b) «BAH,; c) CH.

Ipoteza: AABC, «A = 90°, «C = 30°% AH L. BC,H € BC, AB=6 cm. 30°
Concluzia: a) BC=?cm; b) «BAH=17;c) CH=?cm.

Demonstratie:

a) In triunghiul ABC aplicim teorema 30-60-90 si din AB = % rezulta ca 6 cm = % H

adicaBC=12cm. A 5
b) In triunghiul AHC, *CAH = 90° — £ACH = 90° — 30° = 60°. Calculdm «BAH = «BAC — +CAH = 90° - 60° = 30°.

- AB
c) In triunghiul ABH, cu «H =90°, +A = 30°, aplicand teorema 30-60-90, se obtin: BH = B = g =3cm

SiCH=BC-BH=12cm-3cm=9cm.
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Exerseazd, fixeaza si aprofundeaza cunostintele

CI_. Fie ABC un triunghi dreptunghic, cu «A = 90°.
a) Calculeaza lungimea ipotenuzei BC, stiind cd AB=3 cm si AC=4 cm.
b) Calculeaza lungimea catetei AB, stiind ca BC=29 cm si AC=21 cm.
c) Calculeaza lungimea catetei AC, stiind ca BC=37 cm si AB=12cm.
CZ_. Se considera un triunghi dreptunghic ABC, cu «A = 90° si se noteaza cu
M mijlocul ipotenuzei.
a) Calculeaza lungimea ipotenuzei, stiind ca AM = 4,5 cm.
b) Calculeaza lungimea medianei AM, stiind ca BC= 17 cm.
C3_. Fie ABC un triunghi dreptunghic, cu «A =90° si «B = 30°.
a) Calculeaza lungimea ipotenuzei, stiind ca AC=5 cm.
b) Calculeaza lungimea catetei AC, stiind ca BC=24 cm.
(i. Determind masurile unghiurilor triunghiului dreptunghic ABC, cu «A = 90°, stiind ca:
a)AB=55cmsiBC=11cm; b) AC=17 cm si BC=34 cm.
CS_. In triunghiul dreptunghic ABC, cu A = 90°, punctul M este mijlocul laturii BC. Stiind cd AM = AB,
calculeaza masurile unghiurilor triunghiului ABC.
CG_. Un triunghi ABC are latura AB = 16,8 cm si mediana CM = 8,4 cm, M € AB. Arata ca triunghiul este
dreptunghic si precizeaza unghiul drept.

7. Activitate pe grupe. Precizati care dintre tripletele de mai jos sunt triplete pitagoreice.
a) (8,15,17); b) (7, 24, 25); c)(5,12,13).

8. Se considera un triunghi dreptunghic ABC, cu «A =90°si «B=15°. Daca AH (H < BC) este inaltime,
demonstreaza ca BC=4- AH.
CQ_. in triunghiul dreptunghic ABC, cu A = 90°, AM este mediana, M e BC si AH este inaltime (H € BQ).
Stiind ca 2 - MH = AM, determina masurile unghiurilor triunghiului ABC.
QP. Se considera triunghiul isoscel ABC (AB = AC) si «BAC = 120°. Mediatoarea laturii AB intersecteaza
latura BC in punctul M. Demonstreaza ca CM =2 - BM.

N\

N g ‘Q.
r AUTOEVALUARE 10

( 1. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, incercuieste litera A. in caz contrar, incercuieste

litera F. 4,5 puncte
Fie M un punct pe latura AB a triunghiului ABC.
a) Daca MA = MB = MC, atunci «BAC = 90°. A F
b) Daca MA = MB si «ACB =90°, atunci AB=2 - MC. A F
c) Daca «ACB =90°si 2 - AC = AB, atunci «ABC = 30°. A F
CZ’. incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect. 3 puncte

a) In triunghiul ascutitunghic ABC se noteaza cu D piciorul perpendicularei din A pe latura BC. Daca
AD =4 cm, BD =3 cm si AC=5 cm, atunci perimetrul triunghiului ABC este egal cu:
A.16 cm; B.13cm; C. 14 cm; D.15cm.
b) Un triunghi ABC este inscris intr-un cerc. Daca AB este diametrul cercului, AC=8 cm siBC=6 cm,
atunci raza cercului circumscris triunghiului ABC are lungimea egala cu:

A.6cm; B.5cm; C. 14 cm; D.7 cm.
C3’. Completeaza caseta cu raspunsul corect. 1,5 puncte
Un triunghi dreptunghic ABC, cu «A = 90°, are BC = 18 cm si «ACB = 60°. Daca O este mijlocul
ipotenuzei BC, atunci perimetrul triunghiului AOC este egal cu . Din oficiu: 1 punct
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Exercitii si probleme recapitulative

C‘I_. in triunghiul echilateral ABC se construieste inaltimea AD (D e BC) si se noteaza cu M mijlocul
laturii AC. Demonstreaza ca triunghiul CDM este echilateral.
(_2_. in triunghiul dreptunghic ABC, cu «A = 90°, punctul D este piciorul perpendicularei din varful A
pe latura BC. Stiind ca BD =9 cm, BC=25 cm si 4 - AD = 3 - CD, calculeaza lungimile segmentelor CD,
AD, AB, AC.
(_3_. in triunghiul isoscel ABC (AB = AC) se construieste inaltimea BD, D e AC. Se stie ca BD = 24 cm si
AD=7cm.

a) Calculeaza lungimile laturilor triunghiului ABC.

b) Demonstreaza ca triunghiul ABC nu este dreptunghic.

G Se considera un triunghi ABC, cu AB = AC si A < 90°. Se construieste inaltimea AD, D € BC si se
considera punctele E si F situate pe semidreptele DA, respectiv DC, astfel incat DE = DB si DF = AD.
Demonstreaza ca FE 1 AB.

5. n triunghiul echilateral ABC se noteaza cu D mijlocul laturii BC si se construiesc DE | AB (E € AB)

si DF 1 AC (F € AQ). Calculeaza lungimea segmentului EF daca:
a) 7, =48 cm; b) 7 ,,c= 108 cm.

6. Fie triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC si «A = 120°. Se considera un punct M pe latura BC, astfel
incat BM < MC. Daca perpendiculara in punctul M pe latura BC intersecteaza dreptele AB si AC in
punctele Nsi P, demonstreaza ca AB=PM + MN.

C7_. in triunghiul MNP, cu MN = MP si «M = 120°, consideram punctul D pe latura NP si notam cu

E si F picioarele perpendicularelor construite din D pe dreptele MN, respectiv MP. Demonstreaza ca
2 - (DE + DF) = NP.
CS_. In figura alaturata, bisectoarele unghiurilor ABC si ACB ale triun-
ghiului ABC se intersecteaza in punctul D si se noteaza cu E piciorul
perpendicularei din punctul C pe dreapta BD.

a) Demonstreaza ca daca triunghiul ABC este dreptunghic, cu
#BAC =90°, atunci triunghiul CED este isoscel.

b) Demonstreaza ca daca triunghiul CED este isoscel, atunci
triunghiul ABC este dreptunghic, cu «BAC = 90°.

C9_. Se considera un triunghi dreptunghic ABC si se noteaza cu M mijlocul ipotenuzei BC. Se stie ca
AB=AM.

a) Demonstreaza ca triunghiul ABM este echilateral.

b) Determina masurile unghiurilor triunghiului ABC.

Qg. Bisectoarea unghiului A al triunghiului ABC, cu €A < 90°, intersecteaza latura BC in punctul D. Se
noteaza cu E piciorul perpendicularei din D pe latura ABsi cu F piciorul perpendicularei din D pe latura
AC. Demonstreaza ca:

a) «ADE = «ADF; b) AD 1 EF.

11. In figura alaturata, dreptele a si b sunt paralele, iar punctele A si
B sunt situate pe aceste drepte (A € a, B € b). Bisectoarele unghiurilor
formate de dreapta AB cu dreapta aintersecteaza dreapta bin punctele
Csi D. Demonstreaza ca:

a) triunghiul CAD este dreptunghic;
b) triunghiul BAD este isoscel;
c)CD=2-AB.
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m Timp de lucru: 50 de minute.

Subiectul I. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, completeaza casuta alaturata cu litera A. In
caz contrar, completeaza cu litera F.

Triunghiul ABC este isoscel, cu «BAC = 120°. Daca perpendiculara in A pe dreapta AC intersec-
teaza perpendiculara in B pe dreapta BCin punctul D si AD m BC = {£}, atunci:

(5p) | 1.triunghiul ABD este isoscel;

(5p) | 2.semidreapta DA este bisectoarea unghiului BDC;
(5p) | 3. triunghiurile ACE si BDE sunt congruente;

(5p) | 4.dreptele ABsi CD sunt paralele.

Subiectul Il. Uneste, prin sdgeti, fiecare cifra corespunzatoare enunturilor din coloana A, cu litera
care indica raspunsul corect aflat in coloana B.
A B

NN

(5p) | 1.Daca un triunghi MNP are MN = MP si «N = 40°, atunci masura unghiului M a) 54°
esteegalacu... !
(5p) | 2.Daca triunghiul isoscel ABC are unghiul exterior C cu masura de 40°, atunci R
« S . b) 100°
masura unghiului BAC este egala cu ...
(5p) | 3. Daca DEF este un triunghi in care DE = DF si «E = 54°, atunci bisectoarele €) 20°
DD’ si EE ale triunghiului formeaza un unghi obtuz cu masura de ... !
(5p) | 4. Daca triunghiul LMN are «L = 36° si NH este inaltimea triunghiului LMN, d) 1175
H e LM, atunci masura unghiului LNH este egala cu ... e) 18°.

Subiectul lll. La cerintele urmatoare alege litera care indica singura varianta corecta.
Triunghiul ABC este dreptunghic, cu «A = 90°, «B = 60°, AB= 18 cm. Daca D  BC, astfel incat
#DAC = «DCA si E € AD, astfel incat DE = 9 cm, atunci:

(5p) | 1.Masura unghiului ACB este egala cu:

A. 60% B. 30°% C.45% D. 90°.
(5p) | 2.Lungimea segmentului BC este egala cu:

A.18 cm; B.9cm; C.36 cm; D. 27 cm.
(5p) | 3.Masura unghiului AEB este egala cu:

A. 30% B. 45°% C.60% D. 90°.
(5p) | 4.Perimetrul triunghiului ABD este egal cu:

A.54 cm; B.27 cm; C.72 cm; D. 108 cm.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.
Subiectul IV. Se considera un triunghi dreptunghic ABC, cu €A = 90° si AD inaltimea acestuia,
D e BC. Perpendiculara din D pe dreapta AC intersecteaza bisectoarea AE a unghiului CAD in punctul
Ossi latura ACin punctul F (E € BC, O € AE, F € AQ).

(5p) | a) Demonstreaza ca «BAD = «ACD.

(5p) | b) Demonstreaza ca triunghiul DOE este isoscel.

(5p) | ) Stiind ca «ACB = 30°, demonstreaza ca triunghiul DOE este echilateral.
Subiectul V. Fie triunghiul ABC dreptunghicin A, cu AB =30 cm si AC=40 cm.

(5p) | a) Calculeaza lungimea ipotenuzei BC.

(5p) b) Daca D este piciorul perpendicularei din A pe BC si AD = 24 cm, calculeaza lungimea seg-

mentului CD.

(5p) | c) Daca M este mijlocul laturii BC, calculeaza lungimea segmentului MD.
Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul 1.1 2 [ 13 | 4 [ [ 2 | 03 {14 a2 {3 |mafiva|lvb |IVc| Va | Vb | Vc
Punctajul
Nota




RECAPITULAREA MATERIEI DIN CLASAAVI-A

TEST DE EVALUARE FINALA 1

Subiectul I. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, completeaza casuta aliturata cu litera A. In
caz contrar, completeaza cu litera F.

Timp de lucru: 50 de minute.

(5p) | 1.Dacd x =0, atunci fractia —
x“+1

reprezinta un numar intreg.

[]

1
(5p) | 2.0Opusul numarului rational -0,(3) + 0,1(3) este =

(5p) | 3.Daca numarul @? - b este intreg negativ, atunci -b este un numar intreg pozitiv.

(5p) | 4.Probabilitatea ca alegand, la intamplare, un numar din multimea {11, 12, 13, ..., 50}
acesta sa fie patrat perfect este 0,4.

Subiectul ll. Uneste, prin sageti, fiecare enunt din coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.

OO

A B
(5p) | 1.Daca numerele 2 si 5 sunt direct proportionale cu numerele x si 35, a)7;
atunci x este egal cu ... b) 4;
(5p) | 2. Numarul cu 65% mai mic decat 20 este ...
(5p) | 3.Daca numerele 15 si 35 sunt invers proportionale cu numerele 7 si y, ) 0,5
atunciy este egal cu ... d) 3;
(5p) | 4.Daca X E atunci XY este egal cu ... e) 14.
y 9 x+3y
Subiectul lll. Alege litera corespunzatoare singurului rdspuns corect.
(5p) | 1.Undivizor comun al numerelor naturale a si b cu (a, b) = 23 - 3 este:
A.9; B.7; C.6; D. 5.
(5p) | 2.Un multiplu comun al numerelor naturale a si b cu [a, b] = 23 - 3, este:
A.12; B. 16; C.32; D. 48.

(5p) | 3.Daca orice element n al unei multimi este numar natural si 13 < n < 207, atunci cardinalul
multimii este egal cu:

A.192; B. 193; C. 194, D. 195.

(5p) | 4.Fie multimile AsiB.Daca A={1,4,7,10, 13, 16} si orice element x al multimii B este numar
natural mai mic sau egal cu 16, atunci:

A.AcCBsiBzA; B.BCAsiAZB; C.AzBSiBZA; D.AcBsiBCA.

La subiectele IV si V scrie rezolvarile complete.

Subiectul IV. Rezolva in multimea numerelor intregi:
(15p) | a)3+20x+2)=5; b) 2(x + 5) + 3 < =9; Q) [2x-1|<5.
Subiectul V. Calculeaza:

2)22-[-45:(-9) - (47 (D -1 ) Lygp. (_l+l_1) L01)2. (Ej
2 4 8 ' 4

(15p) { 2\ \22 3\ 2202 3 —2022 7]
G -5 -6 B )
3 3 2 3 2 |

Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.

Subiectul | LT | 12 | 13 | 4 [ ILT | W2 | I3 | 04 [ 1| M2 | N3 [ 4 [ Va|IVb|IVc| Va | Vb | Vc
Punctajul
Nota

-1

7
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Subiect

(5p)
(5p)

(5p)

(5p)

+«QOP +

U1
o

%3]
o

—_ o~~~
%3] %]
© o
A=

(5p)

(5p)

(5p)

(5p)

+PON + «NOM + MOP = 383°, atunci:
A B
1.4POQ =... a) 315
2. «MOP = ... b) 98°;
3. «4MOQ =... c) 75%
4.4«NOQ = ... d) 23%
e) 140°.
Subiectul lll. Alege litera corespunzatoare singurului rdspuns corect. A

1.1n figura aldturata, punctul O este mijlocul segmentului AB. Daca
punctul D este simetricul punctului C fata de punctul O, atunci: 0

A.A0=DQ; B.BO =CO;

C. OAC = «OBD; D. €ACO = «DBO. B

TEST DE EVALUARE FlNALA 2 Timp de lucru: 50 de minute.

ul I. Daca apreciezi ca afirmatia este adevarata, completeaza casuta alaturata cu litera A. Tn

caz contrar, completeaza cu litera F.

1. Mijlocul ipotenuzei unuitriunghi dreptunghic este egal departat de varfurile triunghiului. |:|
2. Bisectoarele unghiurilor ascutite ale unui triunghi dreptunghic formeaza un unghi

cu masura de 135°. [
3. Daca dreptele distincte d, si d, sunt perpendiculare pe dreapta g, atunci dreptele D
d, sid, sunt paralele.

4. Intr-un triunghi dreptunghic, lungimea catetei opuse unghiului cu masura de 30° D
este egald cu jumatate din lungimea ipotenuzei.

Subiectul Il. Uneste, prin sageti, fiecare enunt din coloana A cu raspunsul corespunzator din coloana B.
Observa figura alaturata. Daca «+MON = 145°, «NOP = 117°si

2. Complementul unghiului MON este o patrime din suplementul
acestuia. Masura unghiului MON este egala cu:

A. 45 B. 50%

C.30% D. 60°.
3. Triunghiul ABC din figura alaturata este isoscel, cu AB = AC. Daca inal-
timile BB'(B' € AC) si CC' (C' € AB) sunt concurente in punctul H, atunci:

A. «ABH = «BAH; B. «ACH = «ABH;

C. £ACH = «CAH; D. «BAB'= «ACC. B
4. Se stie ca «AOB = 40°, «+BOC = 50° si «AOC = x°. Unghiurile AOB si BOC sunt adiacente daca:

A.x=10; B. 40 < x < 50;

C.x=90; D. x > 90.

Subiectul IV. Scrie rezolvarea completa.

Se considera triunghiul dreptunghic ABC, cu «A = 90°. Calculeaza:

(10p) | a) lungimea ipotenuzei BC, stiind ca AB =20 cm si AC=15cm;
(10p) | b) lungimea catetei AB, stiind ca BC=5cm siAC=3 cm;
(10p) | c) lungimea catetei AC, stiind ca BC=13cm siAB=12cm.
Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota se obtine impartind punctajul final la 10.
Subiectul | 11 | 12 | 13 | 14 | W1 | 02 | W3 [ 04 | W[ w2 | 03 | 4 | va | Vb | IVc
Punctajul
Nota




Solu

RECAPITULAREA MATERIEI DIN CLASAAV-A

Test de evaluare initiala 1 (pag. 9): I. 1. 3,(3). 2. 40. 3. 1,375. 4. 125.
I.1. - b); 2. —();3. —a); 4. — d). lIl. 1. D. 2. B. 3. (. 4. B.
IV. 1. 30 minute. 2. 14 vase de 3 1. 3. 100, respectiv 37.

Test de evaluare initiala 2 (pag. 10): Il. 1. — ¢). 2. — d). 3. — ).
4, —b). lI.1.B.2.B.3. C. 4. A. IV. 1. a) «BOC = 0,(6) - 108° = 72%
b) «A0C = «AOB + «BOC = 108° + 72° = 180° = «AOC este unghi
alungit, 0A si OC sunt semidrepte opuse, iar punctele A, 0, C sunt coliniare;
¢) Din «BOD = +AOD — 36° 5i «BOD + «A0D = +A0B = 108° = «A0D =
=72°.Cum «BOC=72° = «A0D = «BOC (figura 1).

2. a) Din x + 4x + 90° = 180° rezultd x = 18°, adica «PON = 18° si
+«ROM =72°; b) Din 0S, OP semidrepte opuse, rezulta +P0S alungit, adicd
«P0S = 180°. Dar «ROS = «P0S — «POR = 180° — 90° = 90°. Deci «R0S
este unghi drept; ¢) «SOM = «<ROS — «<ROM = 90° — 72° = 18° (figura 2).

R
B D )
M 4x X
C 0 A 0 N
Fig. 1 ’§/

Fig. 2

CAPITOLUL I. MULTIMI. MULTIMEA NUMERELOR NATURALE

1.1. Multimi. Multimea numerelor naturale

Autoevaluare (pag.14):1.a) F;b) F; ¢) A. 2.a) G b) C. 3. x=6.
Autoevaluare (pag. 17): 1.a) F; b) A; ¢) A. 2.a) — 3);b) — 4); ) — 2).
3. 200 =24 =16,

Autoevaluare (pag.21): 1.a) A; b) A; ¢) F. 2. a) A; b) B. 3. Dyopa.
Autoevaluare (pag. 24): 1.a) A; b) A;  F. 2.a) D; b) C. 3. Segmentul AM.
Evaluare (pag. 26):1.1.A.2.F.3.A.4.F.1l. 1. —b); 2. —a); 3. — d);
4, — ). l.1.B.2.A.3.C.4.D. IV. a) T, {3}; {4}; {3, 4}; b) {5}; {6}; {5, 6};
OBUA={1,2,3,4,56l5iANBUA) ={1,2,3,4=AANB={3,4}si
BUMANB) =13,4,56}=B.V.a) (13+15) - 25=3;b) 10; ¢) 12.

1.2. Divizibilitatea numerelor naturale

Autoevaluare (pag. 30): 1. a) A; b) B. 2. a) — 3); b) —
3.n=10.

Autoevaluare (pag. 32): 1.a) F;b) A; ) A. 2.a) — 3); b) —
3.20.

Autoevaluare (pag. 36): 1.a) A; b) A; ¢) A. 2. a) A; b) A. 3. 26.

Evaluare (pag. 38):1.1.F.2.A.3.A.4.F.I.1. —d); 2. — (); 3. — b);
4. —e). lll. 1. D. 2. B. 3. B. 4. A. IV. a) {320, 322, 324, 326, 328};
b) {320, 324, 328}; ¢) {322, 326}. V. a) 10" + 125 = 100.0 + 125 =

n zerouri

= 100..0125 si suma cifrelor numdrului este egald cu 9, prin urmare
L

n-3 zerouri

(10"+125) : 9;b) ab25 = ab00 +25= ab -100+25=25- (% 4+
+1) 1 25,0 Din abcd = ab00 + cd =100- ab + cd 25| 100ab =
=125 abed 25 cd, adicd d € {00, 25, 50, 75} sicum ¢ £ 0 =
= d € € {25,50,75}.

1,0 —2).

2);0—1).

tiile testelor de evaluare si de autoevaluare

CAPITOLUL I1. RAPOARTE. PROPORTII

I.1. Rapoarte si proportii

Autoevaluare (pag.44): 1.a) A; b) B. 2.a) — 3;b) — 2); () — 1). 3. 1%.
Autoevaluare (pag. 47):1.a) F; b) F; ) A;d) F. 2.a) G; b) C. 3. 10.
Autoevaluare (pag. 50): 1.a) D; b) C. 2.a) — 3);b) — 1);¢) — 2).3.2,2.

Evaluare (pag. 52): 1. 1. A. 2.F. 3. A. 4. A. . 1. — d). 2. — (). 3. — b).

4.—¢).1I1.1.B.2.A.3.C.4.D. IV.a) 600 de lei; b) 660 de lei; c) 21%.

11.2. Marimi proportionale

Autoevaluare (pag. 55): 1.a) A;b) F; ) A. 2.a) — 4);b) — 3); () — 2).

3.15.

Autoevaluare (pag. 58): 1. a) A; b) F; ) A. 2. a) — 4);b) — 3); () — 2).

3. 855.
Autoevaluare (pag. 61): 1.a) B; b) (. 2. a) — 2); b) — 1); ) —4).3.15.

Evaluare (pag. 62): 1. 1.A. 2. A.3.F. 4. A. 1. 1. — d); 2. — a); 3. — ¢);

4.—e).1I.1.B.2.B.3.D.4.C.IV.a) a=8,b=12,c=20; b) Da.

11.3. Organizarea datelor si probabilitati

Autoevaluare (pag. 66): 1.a) F; b) A; ) F. 2.a) B; b) B.3.a) — 2);b) — 4);

o—1).
Autoevaluare (pag. 70): 1.a) B; b) D. 2. a) — 1); b) — 3); () — 4). 3. 300.
Autoevaluare (pag. 72): 1.a) D;b) C. 2.3) — 3);b) — 2); <) — 1).3.0,75.

Evaluare (pag.74):1.1.F. 2. A.3.A. 4. A. 1. 1. — (); 2. — ¢); 3. — a);
4. —b).1Il.1.A.2.D.3.B.4.B.IV.a) 0,1;b) 0,5 ¢) 0,1, d) 0,2; €) 0,2;

f0,8.

CAPITOLUL I1I. MULTIMEA NUMERELOR iNTREGI

I1.1. Numere intregi

Autoevaluare (pag. 79): 1.a) A; b) A; ¢) F. 2.a) — 3); b) —
3.3.

Autoevaluare (pag. 82): 1. a) F; b) A; ¢) A. 2. a) B; b) A. 3. a) — 3);

b) —1);¢) —2).

Autoevaluare (pag. 85): 1. A) (; b) B. 2. A) — 3); b) — 1); ) — 4),

d)—2).3.-2.
Autoevaluare (pag. 87):1.a) A; b) F; ) F; d) A. 2.a) G b) C. 3. —6.

Autoevaluare (pag. 90): 1. a) A; b) C. 2. a) — 5); b) — 3); () —4),

d) — 1).3.100.

Autoevaluare (pag. 91): 1. a) B; b) B. 2. a) — 2); b) — 3); ) — 4),

d) — 1).3.700.

Evaluare (pag. 93):1.1.A.2.A.3.A.4.F.Il. 1. —¢); 2. — b); 3. — a);

4, —d).lIl.1.D;2.D.3.C.4.D. V. a) (a,b) € {(-3
(1,3)1;b) (a, b) € {(6, 5), (=10, -9), (6, -
(=5,-3),(5,-1),(1,3)1.V. a) 100; b) —35; ¢) 5.

111.2. Ecuatii si inecuatii

Autoevaluare (pag. 96): 1.a) F; b) F; ¢) A; d) F. 2. a) D; b) D. 3. 0.
Autoevaluare (pag. 98): 1.a) ; b) D. 2. a) — 2); b) — 1); 0 — 3),
d) —4).3.9.

Autoevaluare (pag. 100): 1. a) A; b) F; ¢) A; d) F. 2. a) — 2); b) — 3);
—4).3.-3.

Evaluare (pag.102) 1. 1.F.2.A.3.A.4.F. 1. 1. — d). 2. —a).3. —0).
4. —b).M.1.D.2.D0.3.D. 4. CIV.a)x < =2|- (-3) = x- (-3) >
>=2-(-3)=>-3-x>6|+4=-3x+4>10;b)x-y=(-3)- (-1)=
=30 =3sily|=1.V.a)-4b) 2,0 -8.

-1,6,1),1,-3),

1;0—2).

H1Q3ROmMEKL 7),
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CAPITOLUL IV. MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE

IV.1. Multimea numerelor rationale

Autoevaluare (pag. 107): 1.a) A; b) F; ¢) A; d) A. 2. a) B; b) C. 3. 4,8(6).
Autoevaluare (pag. 110): 1.a) A; b) F; ) A; d) A. 2. a) B; b) B. 3. 96 cm.
Autoevaluare (pag. 113): 1.a) F; b) A; o) A; d) F. 2.a) D; b) D. 3. 1.
Autoevaluare (pag. 116): 1. a) A; b) F; ¢) F. 2. a) B; b) C. 3. a) — 4);
b) —1);¢) —3).

Autoevaluare (pag. 119): 1.a) F; b) A; ) A; d) F. 2.a) B; b) (. 3.a) — 1);
b) —3); () —2);d) —5).

Autoevaluare (pag. 122): 1. a) A;b) A; ) F. 2.a) G b) D. 3. 50.

Evaluare (pag. 124):1.1.F.2.A.3.A. 4. A.Il. 1. — d); 2. —a); 3. — 0);

4. —¢).lIl.1.D.2.D.IV.a) x< % = X< g =>X-1< %;b) % verifica
) 2 4 4 7
ecuatia; ¢) x > -3 =-x< 3 =-x+1< §+1 =-x+1< 3

CAPITOLUL V. NOTIUNI GEOMETRICE FUNDAMENTALE

V.1. Unghiuri

Autoevaluare (pag. 128): 1. a) A; b) D. 2. a) — 3); b) — 4); ) — 2).
3. «MOS = «NOR; «M0Q = «NOP; +S0Q = «ROP; «SON = «MOR;
+QON = «MOP; «QOR = +SOP.

Autoevaluare (pag. 130): 1.a) F; b) A; ¢ F. 2. a) D; b) B. 3. 4. 70°.
Autoevaluare (pag. 133): 1.a) F; b) A; 0 A. 2. a) — 3);b) — 1); ) — 4).
3.45°

Autoevaluare (pag. 135): 1.a) F; b) A; ) A. 2.3) — 2);b) — 3); ) — 1).
3. varful comun, o laturd comuna si interioarele disjuncte.

Autoevaluare (pag. 138): 1. a) B; b) D. 2. a) — 4); b) — 1); ) — 3).
3.150°.

Evaluare (pag. 140):1.1.A.2.F.3.F.4.F. . 1. —> ;2. — ¢); 3. — a);
4.—b).1I.1.C.2.B.3.B.4.A.IV. ) 90° b) 120° ¢) 90°. V.. a) 40°, 70°, 120°
si130° b) 85°; ¢) 20°, respectiv 110°.

V.2, Paralelism

Autoevaluare (pag. 144): 1.a) A;b) F; ) A. 2.a) — 4);b) — 3); ) — 1).
3..) BC|| NP i BN || CP; b) AD ™ AM = {A}, AD ™ DQ = {D}, AM ~ MQ =
={M}siDQ N MQ=1{Q}.

Autoevaluare (pag. 147): 1. a) B; b) C. 2.a) — 4);b) — 3); ) — 2).3.90".
Evaluare (pag. 151): 1. 1.A. 2. A. 3. F. 4. F. 1. 1. — b); 2. — a);
3.—0);4.—e).lll.1.D.2.B.3. C. 4. A. IV. a) 30° b) 130° c) 70°.

V.3. Perpendicularitate

Autoevaluare (pag. 154): 1. a) B; b) C. 2. a) — 2); b) — 4); 0 — 3).
3. perpendiculare.

Autoevaluare (pag. 157): 1.a) B; b) . 2. a) — 2); b) — 1); () — 4).
3. lungimea segmentului determinat de punctul A si piciorul perpendicu-
larei din punctul A pe dreapta d.

Autoevaluare (pag. 160): 1.a) A; b) A; () F. 2.a) — 3);b) — 2); ) — 4).
3. Dreapta; mijlocul.

Evaluare (pag. 162):1.1.A.2.A.3.A. 4. A.Il. 1. —a); 2. — d); 3. —¢);
4, —).M.1.C.2.B.3.C.4.D.IV.a) BB b) C'0; ¢) 1,6 cm.
V.4. Cercul

Autoevaluare (pag. 166): 1. a) C; b) D. 2. a) — 2); b) — 1); 0 — 4).
3.3am.

Autoevaluare (pag. 168): 1.a) F; b) A; ) F. 2.a) D; b) C. 3. 25.
Autoevaluare (pag. 172): 1. a) A; b) F; ¢ A. 2. a) G; b) B. 3. secanta.
Evaluare (pag. 174): 1. 1. A. 2.F.3.F. 4. A. . 1. — b); 2. — ¢); 3. — d);
4,—¢).111.1.D.2.C.3.B.4.C.IV.a) 60%b) 210% ¢) 150°.

CAPITOLUL VI. TRIUNGHIUL

VI.1. Triunghiul

Autoevaluare (pag. 179): 1.a) D; b) (. 2.a) — 2);b) — 1);) —4).3.TV.
Autoevaluare (pag. 181): 1. a) A; b) A; ) A. 2. a) D; b) B. 3. a) — 4);
b) —3);0) —2).

Autoevaluare (pag. 185): 1. a) A; b) . 2. a) — 4); b) — 3); () — 2).
3.6am.

Autoevaluare (pag. 187): 1.a) A; b) F; ¢) A. 2. a) B; b) D. 3. tangent.
Autoevaluare (pag. 190): 1. a) A; b) F; ¢) A. 2. a) C; b) B. 3. mijlocul
ipotenuzei.

Autoevaluare (pag. 193): 1. a) B; b) C. 2. a) — 4); b) — 3); ) — 1).
3. lungimea acestui segment.

Autoevaluare (pag. 196): 1.a) A;b) F; ¢) F. 2. a) B; b) C. 3. 6.

Evaluare (pag. 198):1.1.A.2.A.3.F.4.F.I. 1. — d); 2. —a); 3. — ¢);
4, —b). 1. 1.B.2.A.3.D.4.C.IV.a) 70° b) 40° ) 60°.

VI.2. Congruenta triunghiurilor

Autoevaluare (pag. 201): 1.a) A; b) (. 2.3) — 3); b) — 1); ) — 4).3.6.

Autoevaluare (pag. 204): 1. a) B; b) B. 2. a) — 3); b) — 4); ) — 2).
3. catete; ipotenuza.

Autoevaluare (pag. 207): 1.a) F; b) A; ) A. 2.a) — 3); b) — 1); ) — 2).
3.90°

Evaluare (pag. 209):1.1.F.2.A.3.F. 4. A.Il. 1. — b); 2. — d); 3. — ¢);
4. — ). NI 1. C. 2. C. 3. C. 4.B. IV. a) Din LLL, AABM = AAIM =
= «BAM = «CAM (1) si ABM = «AM (2); b) Din (2), BM = MC (ipoteza)
si cazul IU = ABMP = ACMQ = MP = MQ; ¢) Din (1), AM = AM (latura
comunad) si cazul I = AAMP = AAMQ. V. a) Din «BDA = «(DA =
= «BDA:2=«(DA:2 = «EDA = «FDA (1) si «BDE = «(DF (2). Din (1),
AD = AD (laturd comund), DE = DF (ipotezd) si cazul LUL = AEDA = AFDA,
de unde «<FAD = «FAD si +AED = «AFD (3); b) Din (3) = 180° — «AED =
= 180° — «AFD = «BED = +(FD (4); ¢) Din (2), DE = DF (ipoteza), (4) si
cazul ULU = ABED = ACFD = BE=(F.

VI.3. Triunghiuri particulare

Autoevaluare (pag. 212): 1.a) D; b) D. 2. a) — 1); b) — 4); ) — 2).
3. isoscel.

Autoevaluare (pag. 214): 1.a) F; b) A; ) A. 2.a) G b) C. 3. 120°.
Autoevaluare (pag. 218): 1. a) F; b) A; ¢) A. 2. a) A; b) B. 3. 27 cm.
Evaluare (pag. 220):1.1.A.2.A.3.A. 4. A.Il. 1. — b); 2. — ¢); 3. — d);
4, —a). 1. 1.B.2.C.3.D.4. A. IV. a) £BAD = «A(D (au acelasi comple-
ment «B); b) Fie «CAE = «DAE = x. Avem «AOF = 90° — x (in AFOA) si

)
+DOF = 90° — x (opuse la varf) (1). In AADE = «OFD = 90° — x =

m
=> ADOE este isoscel cu DE = DO; ¢) Dacd «( = 30° = «B = 60° =
= «F=60°si AODE devine echilateral. V. a) 50 cm; b) 32 cm; ¢) 7 cm.

Test de evaluare finala 1 (pag. 221):1. 1. A. 2. A.3. A.4.F. 1. 1) — ¢);
2) —a);3)—d;4)—o. l.1.C2.D.3.B.4. A IV.a) x=-1;
b)x<-11;xe {-1,0,1,2}.V.a)=14;b) 1;¢) 9,5.

Test de evaluare finala 2 (pag. 222):1. 1. A. 2. A. 3. A. 4. A Il. 1) — d);
2) —h);3)—);4) —e).lI.1.C.2.D.3.B.4.CIV.a) BC=AB* + AC =
= 20% + 152 = 400 + 225 = 625 = 25% si BC = 25 cm; b) Din BC =
=AB+AC= =B+ =>B5=AB+9= AB=16=43i
AB=4m;BC=AB+AC =13 =12+ AC=169=144+ AC =
=AC=169—-144=25=5si AC=5m.
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